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I. 

Note  über  Gleichungen. 

Von 

Uerru  Simon  Spitzer ^ 

Anwt,  and  Privatdoc  der  Malhemattk  nnt  k.  k.  poljtechniichen  lottitnto 

SU  Wien. 


Wenn  eine  Function  (]p(.r)  so  beschaflFeu  ist,  dass  alle  ihre 
ungeraden  Differential quotieuten 

9^(a!)  q>^(s)  

für  einen  bestimniteo  Werth  von  »r,  den  wir  «  nennen  »ollen,  ver- 
schwinden, so  ist  die  Function  (p{a;)  eine  Function  von  £c^-\-aj:-i-6 
(wo  a=:  —  2«  und  h  willküln  iich  ist),  wodurch,  wenn  q}(T)  =  0 
wird,  sich  diese  dleichiing  durch  S(ili>titution  von  a^-^-aa-^ö^^ 
auf  eine  Gleichung  halb  so  hohen  Grades  reducirt 

Der  beweis  dieses  Satzes  ist  höchst  einfach ;  setzt  man  Dämlich 

mid  entwickelt  letzteres  nach  Taylor 's  Reihe,  ^-f-^  als  Zuwachs 
von        ansehend,  so  hat  man; 

V(*)-9>(-|)  +  («  +  |)9'(-|)+g(a?  +  f)»9>'(-f >  + 
and  da  nach  der  Voranssetznng  die  ungeraden  Differentialqnotienten 

sXmmtlich  gleieh  Nnll  «ind: 
Theil  XXU.  1 


Digitized  by  Google 


•4er 

«mI  wotitf  MB  siebt,  dass  wiiklieh  ^jr)  ciw  Fvm6m  kt  vob 


WeDD  eioe  FooctioD  ^x)  so  bescbaffeD  ist,  dass  sie  seih«! 
ood  sU«  ibfo  geraden  DilercntialqnotieBtcii 

fiir  elneo  bestiminttD  Werth  tob  x  Terschwindeo»  so 
Fonetion  ^jr)  eine  Fonctioo  tob  a^-^ax-^b  wcrdeB, 

sie  nnr  vorlier  durch  x-^r^  dividirt;  deim  setzt  man 


«od  esfinelKeit  wieder,  eo  wie  Irfiber  ^i—^-^-^-^^h  ■''^  Tay- 
lor'« Reihe,  so  hat  biso: 

Dod  da  nach  der  Vorauä^etzung  die  geraden  DifferentlalquoÜeoien 

»(-|)  »"-(-f) 


•  •  •  • 
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Simon  8ßti%9r:  tMe  l»ar  ei$Mm§m*  % 


I 


siiniitiicli  gleich  Null  t»lndi 
oder 
h. 


wonas  •Ddlich  folgt: 


Ich  non  zeigen,  wie  sich  erkennen  lasse«  ob  eine  lineare 
Diierentialgleichung  lauter  particttl&relotegmiehesitseTOD der  Form 

» 

Eine  solche  lineare  Differentialgleichung  lässt  sich  dann  durch 
Substitution  von  \-  ax  0=.^,  in  eine  andere  lineare  Differen- 
tialgleichung verwandeln,  die  wohl  von  derselben  Ordnungszahl 
ist,  aber  in  manchen  Fällen  mit  einfacher  gebauten  Coefficienten. 

Das  Kennzei(*hen ,  welches  ich  darbiete,  ist  äusserst  einfach 
ottd  besteht  in  Folgendem:  ist 

di^  vorgelegte  Differentialgleichung,  so  sehe  man,  ob  die  geraden 
Differentiaiquotienteo  (den  nullten  mit  eingescbiosseD)  von 

X.\      X.^      Xf^  • . . . 

imd  die  ungeraden  von 

Xq        ^%  *  *  *  t 

oder  amgelcohrt,  die  geraden  von 

1* 
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w^Ä  die  nDgeraiiie»  ro« 

.^mnitlich  für  eine«  h«!^rimniten  W^-rrh        r -PT5rfa  .r,nd«i:  Tmnet 
Iütc|g^afe  r«A  der  ^aaaaatnt  i 


(1) 


(2) 

ist 


somit  hat  dam  ^  die  in  ^  r«jrai»eeMtzie  Fi 


Dasit  ai#o  die  DÜerentialsiadi.  i:  ias  Intcsral  jra-.rH«rf^} 
gepii|{t  es,   iiss        und       Ir  +  i'  Fumm 
a^^mat-^h\  oot  ist  J!,  eae  FoKtiiw  hieviMi» 

-^ip  -^1^  '  .  .  . . 


ftr^s^^  F«sBckwuid«ii.   Aua  ist: 
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Simon  Sparer:  Hole  Mar  ßidcAtmgeB.  5 

Für  d?r=  — 2  gehen  dieselben  Aber  In: 

2Ai     2.3Jri''  2.0X4'^.... 

md  werden  MoU,  wenn 

Bbd.  Wenn  daher  die  geraden  Olfereqtialqtietlenten  Ten 

die  ungeraden  DilFerentialquotienten  von  X0  fär  den  bestlmmteo 

Werth  0!=—^  versehwinden*  so  ist  das  Integral  der  Differential- 
gleichung (I)  von  der  Form: 

=       +  oa: -f- 6). 

II. 

Gehen  wir  jetzt  sur  Oifferentialgleichnng 
über.  Aus 

y = 9(0;*  +  ad?  +  6) 

folgen: 

tmd  setzt  man  diese  Werthe  in  die  Torgelegte  Gleichung  (5)«  so 
eiUlN  man: 

oder  geordnet: 

Ist  nun  wieder  jeder  der  Coeflficienten  von  9,  cp'  und  9"  eine 
Function  von  a:^  \-  ilv  ff  ^  so  ergibt  «ich  ip  aU  Function  von 
a;' -f  cw: -f- 6 ,  was  mit  der  voranswesetzten  Form  öbercinsfimmt. 
Damit  der  Coefficient  von  gf"  eine  Function  ij»t  vou  ;zr^ -|- +  6> 

■Bissen  die  tingeraden  DIfferentialqnotienten  von       GSt  ass — ^ 

verschwinden,  denn  der  andere  Factor  des  Cocliicienten  von  (p", 
nämlich  (2a; -fa)^,  ist  l'ür  sich  eine  Function  von  m'^-i-ax-i-b,  da 
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6  Simon  8pit%er:  0&U  €^er  ßhiikwnwem. 

i«t;  MW  bat  daher  Jt^C^jr-fa)*  gkkb  mer  Fnactk»  ¥ob  x^^qx-^ö» 
ireim  0fr  arss— ^  folgende  GlMebnii^ea  atatt  indes: 

(7)  Ji'=0     Jla*=0  Ji'=rO.... 

Setzen  wir  nun  voraus,  diese  Gleichunirea  fisdea  atatt  nod 
acbreilen  wir  io  tmaerer  LDtersacboog  weiter. 

Damit  der  Coeffident  tod  9'  in  der  Gleicbong  0!)  eine  Fase- 
lioM  iat        »^^ax-^b,  mfiaaea  die  vageradea  DifereatiaiqBa- 

tientea  degaelbea  (iir  x=^^  TerscbinadeB;  diaaa  «iad: 
f2Ji+X,(2x+ii)]'  =2Ji'  +lJr,(2»+«)]', 


Die  eisteii  Thdie  dersellien,  nSaiiieb  X2! »  md 
▼ermSge  der  Toraosgesetsteii  Gleicbun^eD  (7)  ighaaitKcb  gleich 
Noll»  nad  die  zweiten  Theile  werden  Noll,  wenn 

sind,  wie  die&ä  auj>  deo  (ileichuagen  (4;  lolgt. 

Endücb  wird  noch  Xf^  eine  Fancfion  von  d^*f  aar-|-^f  wenn 

aind»  Wenn  daber  die  geraden  Differentialqaetienten  Ton  JT^  nnd 
die  ungeraden  Differenfialqnoiienten  von       und       lor  den  be* 

atimmteo  Werth  x= — ^  sämmtiich  ^uU  sind»  so  sind  die  Inte- 
grale der  Differentialgleichnog  von  der  Form: 

III. 

Betracliteo  wir  noch,  ehe  wir  ans  aar  AllgemeialMit  erlmbea» 
die  Difeeiitialgleichnng  dritter  Ordnong«  n&inlich: 

Wir  haben  ana 


f 


Digitized  by  Google 


jf IUP -f  6): 

y^=('ia;+«)39«'(a:a+a*+6)  +  ti(2ar+a)9''(j:Hax+6). 
DieM  Werthe,  in  die  Differeotialgleidrang  (9)  eiogeführt,  g^btot 

oder  geordnet: 
«• 

+  [2  JTa + ^1  (2x  -f  fl)]  (p'  +  =0. 

Der  erste  Coefficient  ist  eine  Function  von  -f- «.r -f  Ä ,  wenn 
Jif{2x-^-a)  es  ist;  weil  der  weggelassene  Factor  (2x-i-a)^,  wie 
gerade  früher  gezeigt ,  eine  Function  von  x^-^-aa-i-ö  ist.  A3(2j?-|-a) 

titiber  eine  Function  von  d:*  4-00:4-6,  wenn  fSr  dr=s— ^ 

wvdf  wie  diess  aus  den  (Tieichnngen  (4)  folgt,  ^enn  man  in  dan- 
selben  überall  ^3  statt  A|  einlührt. 

Die  ungeraden  Differentialquotieoten  de«  zweiten  Coefficsien- 
tes  sind: 

[6Jr3(2x-f  a)  1  A^C2:H  «)*^]'  =Q[X:,i'2x^a)]'  +  [Aa(2a:-+a)«]', 

[6Jr,(2Lr+a)+^(2x4-ci)*^] '  =  6[ir8(2^+a)J '  +  l^a(2x+a)^]  ^ 

Ton  denen  jeder  aus  zwei  Tbeileo  zusammengesetzt  ist;  der  erste 
TImU  wird  Null«  weil 

ttoü,  und  diese  Bedingungen,  ^vie  eben  gesagt  wurde,  hinreichen 
inn  Verschwinden  der  ersten  Theile;  der  zweite  Theil  eines  jeden 
GMes  wird  gleich  Mull»  wenn 

J^^'  ^=  0      Ajj'^'  SS  0     Aj  ^    0  •••• 

ilDd.  Die  ungeraden  Differentialqnotienten  des  dritten  CoelBcien- 
tea  bestehen  abermals  aus  zwei  Thellen,  von  denen  die  ersten 
wegen  der  eben  angeschriebenen  Glelcbnngen  versehwinden»  nnd 
üe  cweiten  dann»  wenn 
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fluMi,        ewUick  varsdiwiBact  das  latste  (^lied,  weoa 

1:0' =0     ^'^=0  -li^=0 

ist  ^  Wem  daher  die  geraden  Differentialqnatieatea  JIj 

vhI  X.^  nud  die  ungeraden  tod        and  ^  für  deo  l»««4iaAiteii 

Werfli  f  fcndmiafai,  a«  kat  fie  To^gdef^  DÜeKiCial. 

^eirhaag  lavter  particuiära  Integr^e  vaa  der  Form; 

y  =  9(^-*  -J-  lu:  +  6). 

IV. 

Betncktoa  wir  m  faxende  Diffmiiüalgieidhnig  xter  Ordnaig; 

(10)  X^'''^^Xm-'iy''*^^H-X^^''-^-{^..^^^ 
fmd.  aUtnai  ia  decaelbea 

erhält  maa: 


vioraas  aan  h^irht,  daaa  die  gerade«  l>  florontialquotienten 
bioas  gerade  Potenzen  von  2^-  {  n  qnd  die  imgemden  Oifiereft^ 
qnotienteo  Ton  i|f  bloss  ungerade  Potenten  ^*on  :2t  -f-  iv  enthaii^ 

Wir  bemerken  ferner,  da^a  die  uiigc^raden  llid<H^eiitia)i|uoüa 
tea  TOB 

figj-  x  =  — ^  versch\vii)dc4i|  u  onn  lür  dni>«i'llM'n  W  ri  tluiir  t^l^ichwö^ 

stattfinden,  und  dass  die  nnfferaden  lllti>rf»nUa)qiiotlnnloii  vnti 

A      A(a,r  I  11)»      ,V.)i  I 
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iür  x  =  — ^  vcrsclivviuue»  j  weoQ 

werdej).  Henkf  man  sich  nnB  den  TVer^  tod  i>n^  Wertlie 
von  If'«  ^»  3r*»->-  in  die  Differentialglekbnng  (10)  eiogefilbrt  will 
dann  nach  den  DifferenfialqaotieRfeD  Ton  geordnet,  so  erMt 
DSD  ab  erstes  Glied,  das  mit  dem  Factor       behaftet  tet: 

Dis  iweite  Glied  der  Differentialgleicfanog,  welches  ^r^-^)  snm 
Factor  hat,  besteht  im  Aiigemeioen  ans  awei  Theilen,  den  einen 
fiefoTt        den  aodem  ^(«~^);  sie  sind: 

beide  noch  mit  Consta  uteri  Factoren  nuiltiplicirt,  deren  Werth  fiir 
onj:  hier  ohne  Interesse  ist;  eben  so  besteht  das  dritte  Glied  der 

Differenti;ili;Ieichiinir ,  \vclches  *)  zum  Factor  fiat,  im  Allge- 
meintn  aus  drei  Theileii ;  dieselben  sind  oacb  Auslassung  der  con- 
stauten  Factoren : 

Qod  so  das  vierte  Glied  aus  den  vier  Xheiien: 

ir^-iCiaf-l-n)«-»  X^-^ü^^aY^  ir»-,(2ar+«)«-« 

n.  8.  f.;  hiebei  ist  jedoch  zu  bemerken,  dass  ^Ix^a  in  der  Dif- 
ferentialgleichung nie  zu  einer  negativen  Potenz  erhoben  erscbei- 
Ben  kann.  Falls  daher  irgend  eines  der  auf  eben  angeführte 
Weise  gebildeten  Glieder  Theile  hat,  wo  ir -f- a  zu  einer  nega- 
tiren  Potenz  erhoben  vorkäme,  so  müsste  dieses  ganz  weggeias« 
•en  werden. 

Betrachten  wir  nun  jedes  einzelne  Glied  separat. 

Die  nngeradeo  Differentialquotienten  von  JCn^Lr-fa)"  siodMnU,  . 
wenn  entweder 

oder  wenn 

i«=0      JW^Q  Xn^y=:0.... 

fib  47=:—^  ist;  ersteres  tritt  ein  fSr  gerade,  letzteres  für  unge* 
Tide  n. 
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10  Sim9u  Spitner:  Hau  über  &€ieJuaigtn, 

Die  ungeraden  DiffereDtialqaotieiiten  der  Glieder,  welche 
Factor  ^("-i)  be.<ifzeo,  bestehen  im  AUgemeinen  ans  zwei  Tbc 
leo:  der  erste  Theii»  «reicher  ein  ungerader  DifferentraTquotie 
TOD  An(idp -f  a)"~^  ist»  wird  unter  denselben  Cmstanden  ?(vll»  a 
es  das  erste  Glied  XJ^-^-qY  mrd»  n-eii  n  und  n— 2  an  gleich* 
Zeit  gerade  und  ungerade  sind ;  der  andere  Theil  aber  wird  Nu 
g  nau  unter  den  entgegeDgesetzten  Umständen ,  naialich  Ar  U 
gerades  n,  wenn 

ist,  und  für  ein  ungerades  ii»  «renn 

isl  Ton  den  drei  Theilen,  an«  welchen  der  CoeffBdeot  ron  9^"^ 

besteht,  sind  <lie  heiden  ersten  Theile  Null,  unter  denÄclben  Ur 
ständen,  welche  die  Coefricionten  von  und  tp-^*—^)  Terschwi, 
den  machen;  ivas  den  letzten  Tbeii  anbelangt«  so  ist  dieser  £ 
gerade  «  Kuli,  wenn 

md,  oder  wenn  11  ungerade  bt,  für 

Xi^a=:0      X^'^Q  JU^t^r^O.... 

o.  s.  £  n.  s.  f. 

Wenn  daher  die  geraden  Diferentialquotienten,  den  nidttl 
ait  ciDgeschlosscn,  Ton 

Xi^  — 

mid  die  ungeraden  Ton 

Xq  ^9  X^mm*m 

•iDmUick  flirapss — ^  Tersehirlnden,  00  hat  die  DifferentUgh 
cing  der  «ten  Ordnung  lauter  {larticnlire  Integrale  von  der  Fon 

jf  =  if\x^  -|-  ax  6). 
Man  kann  diesen  Sats  kiiraer  auch  so  aussprechen: 
Sind 

•tr     -v     'V  A       -^t  -^'3  -^5 

Funclioneii  too  x^-f  ««-1-6,  so  sind  die particnliNii Inlegialtt ^ 
linMien  Düventialgleichiaig 
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(10)  X^^^)-{-Ä^iy^^-^)^Xn-^'^^^'i-->^^ 
«lle  TOD  der  Fotm 

^= -{■  ax-\-  6). 
Sollte  der  Fall  eeiii«  daae  die  geraden  DiferentiatqnotieDteii  tob 

-  -  -  - 

9od  die  ungeraden  von 

simmtlicb  A3r  jrs^^  TeracliwiBden»  «o  wird,  wenn  man  in  der 

gegebenen  Differentialgleichung^  y=g>(a:*+ oj::  f  6)  setzt,  dieselbe 
alsdann  durch  'ix^a  abkiirzbar  sein  (denn  X.i  X^...,  sind  oh- 
Dediess  durch  2.7:    n  theilbar  und  X^  X^  X^,...  haben  respective 

die  Factoren  y'  y"'  y'^        welche  auch  durch  1x-^n  theilbar  sind), 

und  die  so  entstehende  Gleichung  Coefficienten  haben,  die  einen 
Schluss  erlauben  auf  das  Vorhandensein  lauter  particulärer  Inte- 
gia\e  von  der  angenommenen  Form. 

MebmeQ  wir  als  Beispiele  folgende  OiHerentialgleichnogen  Tor: 

a)  +  A^xy"  +  A^xy  +  A^x^y  =z  0. 
Man  e**kennt  bald«  dasa 

die  Form  sämmtlicher  particularer  li  tt  ^rale  ist.  Die  «Substitution 
dieses  Ausdruclces  gibt,  wenn  man  zugleich  x^=^  setzt: 

-I-  (4^,^  +  12)9)"  +.  C'lA^l  +  2^1)9'  +  ^8^9>=0. 

und  diese  lässt  sich  nach  PetzvaTs  Methode  integriren.  Ich 
bemerke  zugleich,  dass  die  vorgelegte  Gleichung  ein  specietter 
Fall  folgender  allgemeinen  Ton  Petzval  betrachteten  ist: 

xY'  +  x*y"(A^  +  B^"0  +  xy'  (A^  +  B^x'-  -f  C^x^'") 
+  y  (Ao  +  Äo^«»  +  Cof^'^"'  +  D^^^'")  =  0, 

and  daraus  hervorgeht,  wenn  man: 

^=^o=Q>— ^i=^=^a~0  und  m=2 

•etat 

b)  f  +  A^ix-^a)y''-j-A.^ixi-a)Y  ^A^ix^a)^y=0. 

Sinmitllcbe  parfIcnlSre  Integrale  dieser  IHfarentialglstehiuig 
abid  von  der  Form 
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13  Simom  SpU%er:  HoU  tiäer  SUiclmMsem, 

Substihiirf  m  in  diesen  An.^drwck  und  setzt  (x+a)^=J,  so  erhä 
man  wieder  geoau  dieselbe  Gleicbang  wie  oben^  Däniiich: 

Die  beiden  GieichoDgee  Ton  ganz  allgemeiner  Ordnnngszahl 

mid 

^+Ji(ar+a)y(— 1)  +  a"!^^^  ^ .... 

haben  fauler  parlIculSre  Intes^rale  von  der  Form 

3f  =  ^{aP)  and  y =9»[(:r  +  n)*] ; 

ßubstit'ili  1  liuiii  ö-tatt  iy  respective  (p{x^)  und  g>[(^-f  r/)-],  zu  irle 
eher  Zeit  x-=S  oder  (./■  4^r/)-  =  |  annehmend,  so  erhalt  man 
cbnngen  vom  »ten  Grade »  derea  CoeOicienteii  sämmtlich  vom  Grad 

j-  oder  — 2"  sind,  je  oachdem  nämlich  n  gerade  oder  uugerad 

iet.  Man  kann  dann  leicht  die  Integration  dieser  Gieichange 
»ten  Grades  abhängig  machen  von  der  Integration  einer  Gleichtto 

Tom  Grade  ^  oder        »  deren  Coefficienten  aber  ?om  nten  Grad 

sind. 

V. 

• 

Es  ist  nieht  schwer,  diese  Untersiicl.iii:2:en  ^Tciter  (url/ulülirc 
und  auszudehnen  aul  Gleichungen ,  deren  säiiinuiiche  [»articuliii 
Integrale  von  der  Form  ?/ ~  ^(.t'^  |- r/.r-  f  6rr  ^  e)  oder  alli^euiei 
von  der  Form  y=,(p{ju,)  sind,  wo  u=i^(j  )  ist»  unter  i^ix)  eine  h\ 
kannte,  gegebene  Function  von  x  verstanden.  Man  hat  nänüic 
ans  jr=9M« 

y'=tiV'(")+«*V(«). 

Die  Differentialgleiehongen  (1),  (6)  nod  (9)  gehen  dnrch  Efa 
fldming  von  ^=^9700  über  In  folgende  andere:^ 
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Bur kenne:  Erweitermw  eines  StOtee  rem  sekwennrnkie,  IS 


Erstere  wird  ein  particiiläres  lutegral  von  der  Form  yz=<p(u) 
baben,  wenn  Xiu'  und  X^y  Functioneo  von  u  sind;  die  Gieicirang 
(5)  hat  zwei  particuläre  Integrale  von  der  Form  y=z(p(u)f  wenn 
J^vf^,  Xiu'  und  A'q  Functionen  von  u  sind;  eben  so  bat 

die  Gleichuns^  (9)  drei  particulärc  Integrale  von  der  genannten 
Form,  wenn  J:3u'^  3.YsttV+ J^tt'«,  i^>  +  ^ii''+^itt'  und 
Functionen  von  u  sind,  ive.  f.  u.  8.  f. 


Erweiterung  eines  Satzes  Tom  Schwerpunkte« 

Von 

Herrn  Dr.  H,  Burhenncy 
Lehrer  der  Mathematik  an  der  höheren  Gewerbschnle  in  Cneael, 


Bekannt  ist  die  folgende  )i)igenscha(l  des  Schwerpunktes: 
Sind  gleichschwere  Punkte  Ai,  A^*  A^,....  gegeben,  und  bedeutet 
■B  den  ^cbwerpnnkt  dieses  Systems «  so  ist  die  Summe  auä  den 
Quadraten  der  Abstände,  das  ist 

ein  Minimum,  in  IJezug  auf  die  festen  Punkte  A  und  den  verän- 
derlichen Punkt  /y.  Es  iiyt  auch  bekannt,  dass,  wenn  hier  die 
Linien  AiB,  A^B ,  A^B,,..,  nach  Grosse  und  Hichtnni^  Kräfte 
▼otatelienj  diese  sich  im  Punkte  B  das  Gleichgewicht  halten.' 
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14     BurAenue:  KrwtiUruHg  eine*  Safftes  vom  SchwerpunkU. 

Das  Gleichgewicht  ist  nur  besonderer  Fall  am  Parallelo- 
gramme der  Kräfte,  nämlich  %venn  die  Resultirende  gleich  Null 
wird.  Mao  hat  die  Eigenschafleo  des  Schwerpunktes  bereits  In 
das  geometrische  Gebiet  gezogen.  Aber  dieselbe  Beachtung  ver- 
dieot  die  Zusammensetzung  von  Linien,  wie  sie  mitteist  des  Pa- 
raltelogramroes  oder  Parallelepipedes  der  Krfifte  geschieht.  Da* 
durch  \\ird  man  aufnierksani  sreniaclit,  einen  allgemeineren  Satz, 
zu  jjüiien,  der  jenen  vom  6chvverpunkte  iu  ifiich  begreilt.  Dieser 
Satz  ist  iülgeuder: 

Es  seien  n  Pnnlcte  A^,  A^»  A^,,.,.An  im  Räume  jjefreben. 
Wählt  man  min  »  inen  Punkt  C,  und  bildet  aus  den  s;i mnitliclien 
Linien  Ai(\    I  T.  /f  C,  wie  bei  der  Zusammeosetzung  det 

Kr  alte«  die  resultirende  Linie  CD,  so  ist 

(A,  D)^  4-  (A^D)^  +  (^3  D)2 +....  +  (An  D)^-(CD)^ 

eio  Minimum ,  in  Bezug  auf  die  festen  Punkte  A,  das  feste  C  und 
das  ▼erlnderliche  />•  —  In  dem  besonderen  Falle«  wo  CD  zu 
Null  wird»  ist  C  der  Schwerpunkt  des  Systems  und  unser  Sat^ 
geht  in  jenen  yom  Schwerpunkte  über. 

Der  Beweis  des  Satzes  ist  folgender:  Wir  betrachten  einen 
beliebigen  Punkt  E  im  Räume»  Terbinden  denselben  mit  den  Punk- 
ten A  und  dem  C,  und  untersuchen  das  Torzeichen  der  Differena 

l£AE^  -  C£^]  ^  l^AJDl^^  CD^]. 

Da  hier 

2AE^  =  £(AD^  +  ED^-  2AD .  ED .  cos  ADE) 

und 

EEC^  =  £(Cm  +  DE^-^WD .  DE.coe  CDE) 
ist»  so  verwandelt  sich  jene  Differenz  in 

(«— 1)  DE^^WE[Z{AD,e»BADEi  —  CD.eoBCDE\. 

Nun  ist  CD  die  Resultirende  aller  CA,  also  sind  sSmmf liebe 
CA  mit  dem  entgegengesetzten  CD  im  Gleichgewichte»  so  dansj 
indem  man  alle  Kräfte  in  die  Richtung  DE  zerlegt, 

E(AD  .cos  ADE)-^  CD.  cos  CD£=zQ 

sein  muss.  Folglich  wird  jene  Differenz  zu 

(u-l)  DE^, 

Iftaiso  immer  positiv.  Uenmachlsl^woaiiehdorPtanktdiegenmag, 
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das  heUuBt: 

wt  ein  MinimniD»  was  za  ervreiseD  war« 

Man  sieht  leicht,  dass  auch  der  omgekehrte  Satz  gilt:  Wenn 
ein  Punkt  D  zu  n-fl  festes  Pnnkteo  Ai,  A%,  A^,..,.Ah,  C  so 

üegt,  daäs 

£AI^-CD^ 

ein  Minimum  wird,  so  ist  CD  die  Resultirende  ans  den  Lioien 
9  A^Cb  A^CpmmwAnC» 

Die  allerem  Tat  hste  Anwendung  findet  unser  Satz  beim  Paral- 
lelogramme, biiui  tlie  vier  Eclipuiikte  eines  Parallelogramines  der 
Folge  nach  L,  M,  iV,  P,  so  ist  SM^  ^  NP'^  ^  LIS^  kleiner  aU 
MQ^-i- PQ' ~LQ-,  \^  ()  ancli  der  Punkt  <^  iirixon  mag.  Umge- 
kehrt: Wenn  ein  l'mikt  JS  zu  drei  festen  Pmikleii  J/,  /*  so 
liegt,  dass  NjV'^  NP^ — LN^  ein  IVIiiiinjuni  u  nd,  so  sind  L, 
iV,  P  die  auleinander  folgemien  Lcken  eines  Parallelogrammes.  — 
Ein  an<iere8  Beispiel  ist  fols^endcs:  Wenn  an  einem  (recht-  oder 
ßcliieUrinkü^en)  Parallelejiipedc  LJi  ein  Eckdurchmesser  ist,  von 
well  heni  die  drei  Kantenlinien  L/Üf,  LIV,  LP  ausfjehen,  so  ist 
RM--j- R^^^  RP^-Rlß  t\n  Miniiiiuiu,  für  die  festen  Punkte 
L,  M,  N,  P  und  den  verändt  illi  hen  Punkt  R.  Umgekehrt: 
Findet  dieses  Minimum  Statt,  so  ist  LR  der  Eckdurchmesser  des 
durch  die  Kaoteiilioieo  LM,  LN,  LP  bestimmteD  Parallelepipsdes 


Digitized  by  Google 


16      Mulier:   VertMgemeinerung  der  cardatUsc/ien  Formet, 


■ 

TeraUgemeiiieriing  der  cardanischen  FormeL 

Von 

Herrn  Schulrath  Dr.  J.  //.  T.  Müller 
au  Wiesbaden. 


Bei  der  Anwendung  der  cardaDischen  Formel  wird  bekanat* 
lieh  vorausgesetzt«  dass  die  ailgemelite  Icvbiscfae  Gleichung 

vorher  auf  die  Form 

mit  fehleodem  «weiten  Gliede  gebracht  sei.  Darnach  hat  man  erst 


zu  berechnen,  um  für 

-v,-i+v((iy-fg)> 

und  ' 

..*,-}-.((0%(i)>. 

ff  =^  |(t» + »)  +  V3; 

und  hieraus  endiich  xzzzy-^^  zu  finden. 

Da  der  Fall»  dasn  die  gegebene  numerische  Gleichung  toU* 
ständig  ist,  sehr  oft  vorkommt,  so  liegt  das  Bedurfniss  nahe»  die 
cardani&che  Formel  so  umxugestalten. 
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dftss  die  Werth«  vea  m  eve  c»  4  oDMiltel« 
bar  hergestellt  weiden, 

I«  wie  die  Hoffnung,  hieraus  eine  £rleichteriing  för  die  Rechnung 
n  geiriooen. 

Aoeh  ist  die  Kenotoies  der  «nmiitelbaren  Abhiagigkeit  de«' 
f  TOD  a,  6,  e,  d  echoK  an  und  Hkr  alcb  interevaanl. 

Dies  zu  unterjsialK-n ,  was,  so  viel  der  EifJsentler  \^eis.s,  bis* 
hfr  noch  nicht  geacheb^o  *),  int  der  i^egeiistauü  liie&es  kleinen 

Werden  anstatt  p  und  q  die  eben  angegebenen  Wettlie  ein- 
gesetzt, 60  ist  sunichst: 

\>)  A3/  4.27«. e«         +  27*.a« 

* 

U  Ausscheidung  des  gemeinschaftlichen  Facters  27a*  im  Zih« 
Itrnid  nach  gehöriger  Rednction  erhfilt  man: 


4.27.  fl* 

Der  Ziiiler  dieses  Bruches  lä^i  «ich  in 

-I-  4ac3  +  4a6c£/      (  _  )  +  "^^^^  (^^  +  ^ 
— 6V.+  «*eil       l     i  -6c(*c— ml) 
-|-27nM>-27a6cc<  '      •  -|-27ad(ail-6c) 

io  in 

■rwandeln. 

Da  in  diesem  Ausdmclce  die  Symmetrie  namentlich  durch  den 

ictor  27  geslurt  ist,  so  wird  man  auf  den  Versuch  geführt,  der 
Dodgleicbung,  unbeschadet  ihrer  Allgemeinheit,  eine  andere 


•)  leh  bitte  die  Ahhaadlttagta  im  ArehlT  Tbl.  XI.  Nr.  XlXIIl. 
345.  ->  Thl.  XII.  Nr.  XII.  S.  160.  —  Tbl.  XVI.  Nr,  VL  8.  6«. 
TergleiclieB.  ®»  * 

iieU  XXU.  S 
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18      MUiiir:  yeraUgemeUuruno  der  cardanitcäen  Farmek 

Fom  zu  geben ,  wornach  sie  dem  eiitwickelteo  Kubus  eines  Bi- 
lUmlich  wird.  Es  sei  also  die  Gleicbong 


gegeben»  so  dass 
iftcv^ebi» 

Oenn  wird^nacb  WegwerfoDg  des  gemeinscbailUicbeii  Factors  27, 

Dieser  Werth  ist  voWm  svmmetrisch  und  erscheint  nach  eiuen 
sehr  leicht  Terständlicbeu  Geaetze  gebildet. 

Kntwickelt  man  ferner 


so  erpicht  sich  narli  einer  leichton  Zusrimmenziehun^r ,  so  hald  der 
geaeiuschalUiebe  Factor  27  auch  hier  ausgescbiedeo  worden: 

=*  2^—^  

Man  •rhftit  dennach  ans  d«r  gegebenen  TollsUndi- 
gan  kablaehea  Olelcbungt 

rar 

we  daa  ebaia  Vorielehan  f«r  m  uad  daa  entere  fgr  v 

gilt. 
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In  u  und  V  ist»  wenn  man  von  der  3  absiebt. 


fiueeern  Coefficienten  nnd  de«  Quadrats  dee  mittlero; 

woraaeh  sieh  das  Geseti  der  Bildimg  von  u  imd  e  sogar  leicbt 
mit  Worten  wiedergeben  ISsst 

Setzt  man  a=l  und  |3=:0,  so  eigiebt  sich,  was  sor  Probe 
Rechnung  dienen  kann,  sofort 


iü  Lebereiustimmung  mit  ilcr  cardanischeo  Formel. 

Gebraucht  man  bei  der  Berechnnng  vollstindiser  nnmerischer 
Gleiebuogen  des  dritten  Grades  die  Aggregationslogarith- 
men, wie  sie  der  Einsender  dieses  in  seinen  i erstelligen 
Tafeln,  Halle  1844*'  snr  Erleichterung  umgestaltet  bat,  so  ist 
die  Anwendung' der  obigen  Formel,  sumal  sieb  sowohl  aS-^ßy, 
als  auch  ecy  —  zweimal  benutzen  iSsst,  im  Allgemeinen  leichter 
nod  gleichförmiger,  als  wenn  erst  die  Transformation  der  gege- 
benen Gleichung  vorgenommen  wird.  Auch  l&BSt  sich  dem  Aus- 
drocke  noch  leicht  eine  für  die  Rechnung  liequemere  Form  geben 

Bat  die  gegebene  Gleichung  drei  reelle  Wnraeln,  ist  also 


90  giebt  die  Rechnung,  wenn  wir 


nd 


setzen,  wo  A  und  ß  reelle  Zahlen  sind: 


u  =  V(A-^iB)i  e  =  y(il— iiB). 
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Sei 

* 

•o  ist  aneh 

foigUcb  In  belcannter  Welse 

ti=^*(cos»39)  +  tf8i9));  t>—^  (cos}^»lfti)9); 

also,  für  ^  =  VU«  +  Ä2j,  tgg'  =  j- 

-  J  -  2^'  (Icos  i9>J:lV3.  fo  ig)); 
odor,  wegen  4=CQs60^,  ;v3=rs60*^: 

Die  Rechnung  bietet  also  aodi  för  diesen  Fall  Iceioe  grSü** 
Ten  Schfrlerigkeiten,  als  bei  der  gewobtilichea  Aooalmief  dase^h^ 
•weite  Gtted  der  lctti>is€hen  Gleichung  fehlt 

Aus  diesen  Gründen,  und  weil  die  üerleitung  oaserer  Formj 
lehrreich  ist  und  nicht  viel  Zeit  koster,  besonders  wenn  msa 
den  Bevreggrand  sar  Annahme  der  Form 

versichtet,  erächeint  mir  dcrcu  Aufnahme  in  den  Uaterricl 
aweckm&ssig. 

Aueh  wird  sie  bei  der  Anfldsung  der  biqoadratlschij 
Gleichungen  von  Natten  seia,  wobei  man  bekanntlich  immer  ti 
eine  vollstündige  kubische  Gleichung  zurückkommt. 
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IV. 

Zusätze  zu  meinen  Arbeiten  über  höhere  Gleichungen. 

Vua 

Herrn  Simon  Spitzer^ 

AmUI.  un4  PriTftCdo«.  der  Matheiiiattk  am  k.  k.  pot^tediaUdira 

Institate  bq  Wien. 

Ich  habe  m  drei  kleinen  Ahhandlungen,  die  in  den  Sifzungs- 
berichten  der  I,:aisernrhen  Akademie  der  Wissenschaften  in  Wien 
UDÜ  zwdv  im  Februar-  und  October-Hefte  des  Jahrgangs  1851  und 
im  Mar/Jieite  des  Jahr^ai)cs  18.r2  ab<?edruckt  erschienen,  unter 
verschiedenen  Titeln  Zusätze  zu  meinen  Arbeiten  über  hüliere 
l(  hiini^eii  *)  geiietert,  und  erlaube  mir  nun,  einen  Aufsatz  ähn- 
licher Art  hier  2u  veröffeotlicheo. 

Der  erste  Theil  dessellien  ist  eine  blosse  Umarbeitung;  ich 
Ikalie  mich  nämlieb  bemfiht,  die  tbeils  von  mir**),  theUs  voa 
A.  ?.  Ettingsbauseo  gefundenen  Eigenschaflen  der Uaopt*  und 
emijitglpten  Carreo  ans  Einem  Gesichtspunkte  zu  betrachten»  um 
dadurch  unsere  gemeinschaftlichen  Arbeiten  zu  einem  Ganzen  zu 
mschroelzen.  Die  dabei  angewandten  Methoden  zeichnen  sich 
ron  den  früheren,  vuu  mir  gebrauchten,  durch  Kürze  vortheil* 
htft  aus. 

Der  zweite  Theil  dieser  Arbeit  scheint  mir  von  grösserer 
Wichticjkeit.  ich  stellte  mir  die  Aufsjabe,  die  Asymptoten  der  ho- 
rizontalen Projectton  der  genannten  Curven  aufzufinden,  uud  sodann 


*)  Siehe;  Allgemeine  AufiStung  der  Zahlesgleiehnagen 
mil  einer  oder  mehreren  Unbekannten. 

**)  Siehe:  Siksongeberichte  der  kaieerliehen  Akademie 
der  WIteenecbaften  in  Wien,  im  Julihefle  de«  Jahrg.  1850. 
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die  Gleichangen  dieser  horizontalen  Projection  nach  absteigenden 
Potenzen  der  unahhansig  \  ariaiiiea  zu  entwickeln.  Ich  benfitzte 
hiezQ  das,  voü  mir  8chon  so  olt  mit  Vortheil  angewandte  Hor- 
ner öche  Verfahren,  das  sieh,  wie  ich  btnierkt  habe,  in  sehr 
Tieleo  Fällen  eben  so  znr  successiveo  Bere*  hminar  der  einzelnen 
Glieder  einer  Reihe  eignet,  wie  es  bicU  iickauiitlich  zur  succe»- 
siFen  Berechnnng  der  einzeioen  ZtfiTern  der  Wurzeln  einer  Zahieo- 
gleichung  als  brauchbar  erweist. 

Damit  imn  das  hier  Dargebotene  niuglichst  klar  und  verstind- 
lieh  werde,  muss  ich  mir  erlanhen,  den  Weu  anzudeuten  ,  ^'  ip  ich 
zu  <3en  Linien,  von  denen  lirr  ilie  IJede  sein  soll,  und  zu  ihren 
Gleich  11  Ilgen  gelangt  bin.  Meine  Absicht  uar,  die  bekannten,  aos 
dem  rv  e  t  o  n  '  sch*^n  Princip  ausgehenden  Methoden,  *ve!»be  zur 
Berechnung  iler  reellen  Wurzeln  höherer  (ileichnniren  die;  ten,  auf 
die  Berechnuni:  der  imaijinaren  Wurzeln  zu  üliertracen.  Offenbar 
mnsste  ich  zuerst  die  Grenzen  derselben  bestimmen  und  da  ver- 
fuhr ich  so:  ich  gab  dem  u  m  der  zur  Aaflusui^  Torgel^tes 
Gieichiiiig 

9fß)-0 

Dicht  bloss  wie  Descartes  reelle  Werlhe  allein,  sondern  auch 

imaginäre,  wie  j:-f^V  -^1,  und  zwar  solche,  w^cbe,  in  t  statt 
tf  gesetzt,  dasselbe  reell  nia<  hen;  alsdann  betrachtete  ich  diese  x 
und  if  als  Abscisse  ond  Ordinate,  und  das  Kesultat  ihrer  Sub- 
stitution ,  nSmUcb  9(«+|fV  — 1),  als  dritte  Coordinate  s  einer  Conr^ 
deren  Gieichnog  man  so  scbreibeo  konnte: 

wo  ti=:4r-|*3rV-^l  nnd  s  reell  ist  So  oft  rmm  für  swei»  dem  m 
ieigeleste»  ein  nnd  demseiben  Aste  dieser  €^e  angehurige 

Wertfae  «i  +j3iV  — 1  nnd  ßi\f  — l  entgegengesetzt  bezeich- 
nete 2  findet,  icann  man  auf  das  Vorhandensein  wenigstens  Einer, 

zwischen  a^-i^PiX^ — 1  and  a^^ß^V —1  liegenden  Wurzel  scbUessen. 

Die  aof  diese  Weise  ans  der  Gleiciiang  (1)  hervorgehendem 
Gurren  stehen  mit  der  Fanction  ^n)  io  etoem  Einklänge,  der 
dnrcb  die  bisher  übliche  Constroctionsweiee  nicht  erreiclit  ward« 
ich  fiihre  nnr»  nm  schnell  ein  Beispiel  sn  haben»  die  huchsten 
nnd  tiefsten  Punkte  der  dnrcb 

repräsentirten  Gurren  an,  flfr  welche,  wie  ich  gezeigt. 
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•»Iii  MM.  Die  imatpnSren  Warxeln  dieser  Gleiehnng  (fiiUs  sie 
ntTT,  in  sulMiCituirt^  ein  reelles  Resultat  liefero)  entsprechen  im 
AUgemeinen ,  gerade  «o  wie  die  reeÜeo  Wuraeln  derselbea»  hddl- 
sten  und  tiefsten  PnnHen;  u  ird  aber  föreinoi  Werth  VM  «  x  efai 
Miziiinmi,  so  vrtrd  denselben  Werth  Ton  «  %  euch  etn  Mmi^ 
room;  so  ist  z.  B.  wenn  eine  (reelle)  Zahl  2a  in  zwei  enicb«  Theiie 
getheilt  werden  soll ,  dass  ihr  (reelles)  Produkt  ein  Bfadimnii  odM 
Minimum  werde,  diese  Zahl  in  gleiche  Theile  zn  fheilen;  dai 
Produkt  rt^  dieser  Theile  Ist  ein  Maximani  fan  Vetglekb  an  imt 
leeilee  Zahlen  a-f  d  und  e--d;  efai  Minlmun  Magegen  im  Ver» 

gleich  zu  den  imaginfireii  Zahlen  e+dV— 1,  «— dV  — 1,  in  die 
dch  2a  »erlegen  liisst 

Wir  wollen  jetzt  die,  auf  die  eben  erwähnte  Weise  aus  der 
Gleichiinc^  z  =  cp{u)  hervorirelienden  Curven  in  nKheren  Betracht 
ziehen,  und  der  Einlacliheit  uii»>erer  UotersuchuilgeD  wegen  fik 
9(v)  folgende  Form  voraussetzen: 

ip{n)  =K"  +  Ai  l<^-*  +  i<»tl^  + ....  4-il».l«^il«, 

anter  Ai,  A^..,.An-\y  An  heliebij^e  Zahlen  verstanden.  Wir  deu- 
ten un«  ti  als  Horizontal-,  z  als  Höbencoordinate ,  so  nämlich,  dass, 
Menn  wir  von  einem  Punkte  sprechen,  dessen  Coordinaten  u  und 
2  sind,  dadurch  ein  Punkt  genieint  wird,  dessen  Coordinaten  nach 
der  gewöbniiehen  iSprech weise      jf,  z  sind. 

Suchen  wir  nun  die  Durcheehnitte  der  aea  1=9(11)  herrer- 
gehenden  Curven  mit  Uorisontal-Ebenen.  Ist  tszh  die  Gleichung 
einer  solchen,  so  Ist  Dir  den  Durchschnitt  derselben  mit  den  Cur« 

Ten  tp{u)  =  h,  und  hieraus  folgen,  weil  9(11)  vom  nten  Grade  ist, 
n  Werthe  von  u;  sind  diese 

«i  +AV— 1,  <%+/J«V^— 1*  c% + ft V  — 1  

80  schneidet  dIeKhene  z  =  A  das  Curvensystem  in  n  Funkten,  die 
folgende  Coordinaten  haben: 

und  hieraus  sieht  man,  weil  h  ganz  beliebig  ist,  dass  jede  He- 
ritootal-Ehette  dieses  Cunrensystem  in  n  Punkten  schneidet« 

Betrachten  wir  nun  einen  einseinen  Cnrvensweig  des  Systems 
(Ts£  L  Tig.  L).  Die  Ebene  d!y  schneidet  ihn  in  dvei  Pakten  «»  4 
ttid  c.  Vßrd  die  Bbene  «gr  enfwiHs  gescMben,  a»  ecbeeldot  «le 
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stets  diesen  Zweig  in  drei  Punkten;  gelangt  die  Ebene  nach  dem 
hüchsten  Punkte  m,  so  findet  hier  eine  Berührung  statt,  nder, 
was  dasselbe  ist,  ein  Schneiden  in  zwei  unendlich  nahen  Punk- 
ten.   Wird  die  Ebene  noch  weiter  hinaufgeräckt ,  so  vei  schwin- 
den zwei  Durchschnittspunkte  mit  dieser  Curve;  da  aber  jede  ilo- 
rizontal- Ebene  in  gleichviel  Punkten    das  System  der  (  urven 
schneiilet,  so  müssen  statt  der  verloren  gegangenen  zwei  neue 
Durt'hschnittspunkte  erscheinen,  die  von  eii»eni  Curvenzweige  her- 
rühren, dessen  bfide  Aeste  von  m  nach  aufwärts  sich  erstrecken, 
fiariz  eben  solche  iietrachtungen  lassen  sich  vornehmen,  wenn  man 
die  Biiene  narh  abwärts  bewegt;  vom  tiefsten  l^unkte  n  tritt  ein 
neuer  Curvciizweig  aus,  dessen  beide  Aeste  nach  abwärts  sich 
senken.    M.-in  könnte  dem  ehitrendon,  dass  die  neuen  Curven- 
zweige ja  nicht  genöthtgt  seien,  gerade  von  771  und  n  auszugehen ; 
es  genügt  ja,   wenn  sie  überhaupt  von  einem  Punkte  ausgehen, 
der  dieselbe  Hohe  hat  aU  diese.    Wir  wollen  daher  die  höchsten 
und  tiefsten  Punkte  von  z=.<p(u)  ein  wenig  näher  in  Betraclit 
ziehen,  und  bloss  der  Einfachheit  wegen  voraussetzen»  dass  die 
Coefßcienten  von  9(11)  reelle  Zahlen  sind. 

Schreibt  man  in  2=9(«)  statt  u  seiuen  Werth  u;  1-^  V  —  1, 
50  erhält  man: 

und  wenn  man  den  Theil  rechts  der  Gleicbang  naeii  Taylor 's 
Reihe  entwickelt: 

z=:9(x)  -i-y  >r=lq>\^)'-f^<p"i^)  -^-^^9^(0:)  +  

oder  geordnet: 

.   I  =  1 9(^)  -  Ii  9>"(^)  + ....  l  { q>'(a:)  -  ^  y'V)  +  •...}; 

nnd  wenn  man  Ijoni*  ksichtigt,  dass  x  und  y  so  zu  vvShIen  sind, 
dass  2  reell  wird,  zerlallt  diese  Gleichung  io  folgende  zwei: 

oder,  weil  die  letzte  deraeUieii  ata  Prodokt  zweier  FaeCeien  Itoll 
wlfd»  wem  ee  der  eine  oder  der  aedertt  Factor  wird*  mt 
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(3)  W 

^  I  1|9"'(^) +  ....=0 

und  das  sind  die  aus  z  — heivorgehenden ,  durch  die  CoordU 
Daten  o:^      z  ausgedrückten  Gleicbungeu  unserer  Curven. 

Den  Gleichungen  (3)  entepriobt  die  von  Descartee  lietmek* 
tele»  dieicbHanptcarve  sennen  will;  des  andere 'Syetem  der 
Gleichungen  entspricht  Curren,  die  gegen  die  Ebene  xx  eymme» 
triflcb  geben t  sind,  dieee  will  ich  eonjagirte  iieanen.  Jene  reel- 
lee  Werthe  von  x  und  ff,  welche  in  (3)  oder  (4)  eubstitairt»  z^O 

geben,  mächen  dann  offenbar  9(a:  +  ?/V^^)  zu  Null  und  (uhren 

somit  auf  eine  Wurzel  a:-^y\/  — l  der  Gleichung  ^(m)=0. 

Die  Hauptcurre,  d.  i*  die  Curve  (3)»  bat  im  Allgemeinen  bocbete 
und  tieffüte  Punkte,  deren  Abscieeen  der  Gleichung  9'(Ar)=0  ge* 
Diigeo.  Sei  nan  Xi  die  Abecieee  eines  solchen  Punktes,  so  hat 
Bau  als  Coordinaten  desselben: 

x=zxg,  y^O,  zz=:tp(xi), 

Diese  Coordinaten  genfigen  aber  auch  den  Gleichungen  (4),  denn 
setzt  man  In  ihnen  statt  x,y,z  respective  die  Werthe  Xt,  0,  g>(xi) 
end  beachtet  man  zugleich,  dass  <p'(xi)=0  ist^  so  erhilt  man  die 

Identitäten: 

0  =  0; 

woraus  man  sieht,  dbss  die  höchsten  und  tiefsten  Punkte  de? 
Hauptcunre,  oder  Tielmehr,  dass  jene  Punkte  der  Hauptcurve, 
deren  Tangente  horizontal  läuft,  Punkte  sind,  die  auch  den  con* 
Jttgirten  Curven  angeboren. 

Ein  geometrisclies  iiild  diene  zur  weiteren  \  eranschaulichung. 
Sei  AfiC  (Taf.  I.  Kij?.  L>.)  ein  Theil  des  liildes  der  Hauptcurve 
einer  (ileicliunn;  7jten  Grades.  Eine  horizonfal  durch  gehende 
Ebene  schneidet  den.  in  der  Fiuur  sichtbar  geinachtcn  Thoil  der 
Hauptcurve  in  4  Punkten;  rückt  diese  Horizontal-Ebene  weiter  nach 
abnärts,  so  schneidet  sie  ehprdnlls  diesen  Theil  der  Hauptcurve 
in  4  Punkten,  und  \r'\id  diess  iil»t  rli;iupt  so  lanse  thnn,  bis  die  Ebene 
so  weit  herabgerückt  ist,  dass  sie  fhirch  den  tielsten  Punkt  B 
geht,  in  welcher  Lai',e  zwei  Punkte  unendlich  nahe  zusaniinenu;e- 
rfickt  erscheinen.  £in  weiletes  Senken  der  £bene  nach  abwärts 
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macht»  dass  die  Jlaiipfcurve  bloss  in  2  Punkten  geschnitten  wird; 
dadurch  gingen  zwei  Schnittpunkte  verloren,  wenn  nicht  eben  aus 
dem  tiefsten  Putikte  ß  die  cofi jui^irten  Curven  aus  beiden  Seiten 
der  Ebene  xz  heraustreten  würden  und  nach  abwärts  sich  senk- 
ten. Ganz  aus  demselben  GroDde  erheben  sich  aus  den  buchaten 
Punkten  A  und  C  Cunren»  die  nach  anfwärts  eteigen. 

Wenn  daher  die  Hauptcorve  einen  tiefsten  Punkt  hat,  der 
ober  der  o^?^- Ebene,  oder  einen  höchsten  Punkt,  der  unter  der 
d:y*£bene  liegt,  so  kann  mau  gewiss  wenigstens  auf  Ein  Paar 
conjugirter  imaginärer  Warzein  der  Gleichung  <)p(u)=0  sebliessen; 
icb  sage  wenigstens»  denn  die  conjogirte  Cnrve  kunnte  ja  ein- 
cder  mebrereroal  in  ihrem  Laufe  ans  einem  Steigen  in  ein  i^kei 
oder  aus  einem  Senken  in  ein  Steigen  umkehren  und  da  su  meli- 
reren  Durciisehnitten  mit  der      Ebene  Veranlassung  geben« 

Fragen  wir  jetzt  ganz  allgemein  nach  den  Coordinaten  der 
höchsten  nnd  tiefsten  Punkte  der  aus  2;=9)(ti)  faery ergehenden 
Cnryen«  deren  Gleichungen  folgende  sind; 


(?) 


1=9(0?)  -l^yV)   , 

yW{x)  - 1*9>"(^) - ....  1  =  0. 


Um  diese  zu  finden,  hat  man  aus  Her  letzten  dieser  Glei- 
chungen y  zu  suchen,  hernach  diesen  Werth  in  die  erste  der 
beiden  Gleichungen  zu  substituiren,  so  dass  z  als  reine  F'unction 
▼on  X  dasteht,  dann  ^vird  für  die  höchsten  und  tiefsten  Punkte, 
oder  überhaupt  för  alle  Punkte  der  Curven,  an  die  horizontale 

'  (h 

Tangenten  gezogen  werden  können»  ^  =  ü  sein  müssen. 

Es  ist  sehr  leicht  einzusehen,  dass  die  Gleichangeo  (2)  sieb 
in  folgender  Form  wiedergeben  lassen: 

die  för 

a?+yV— 1=«  und  yV^^ÄS 

fibergehen  In: 

f  X=i:t[9(u)  +  9>W], 
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Denkt  man  sieb  aus  der  untereft  Gleiebuiig  y  gelbiid«i,  bernacb 
diess  in  die  obere  Gleidrang  substitafart,  dum  diffneniirt.  so  eiw 


folgUcfa: 

Diess  ist  abhängig  von  welches  gefunden  wird  dorch  Dtffe» 
leotnitioD  der  ^leicbong  ■ 

od  80  gibt! 

<Kier 


Es  ist  daher,  wenn  man  diesen  Werth  in  (8)  eu^tttnirt»  Mcb 
gemachten  Keductionen: 


Setzt  man 


80  ist 


■ad  dabtf 


dt  _  2^'(«)«p'(t0 
da;  ~~  <p'{u)  +  ip'ipy 


dz  P^+Q» 


vas  Noll  wird  für  P=zOs  0=0«  also  Oir 

q>\u)zs9  md  9'(«)«=0l 
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t" 

GiM  es  also  einen  Punkt  der  Corve  z=z^{u),  ftir  weichen 
^(»):=0  ist  (es  ist  oamiich  imaier  iirglidii  daa»  die  aus  der 

Gleiclniig  ^(«js^O  gefdodeoMi  Werth»,  wmn  deer  «-f 

eein  mag,  gar  eicht  so  dem  Peehte  der  Ovre  fihree»  4ma 

GleichoDg  s=g)(u)  ist,  oder,  eiit  aederen  Werte«,  ee  iet  eiSglich, 

dafi$,  wenn  mau  in  ori//)  statt  u  a-\-ß\  —\  setzt.  — 1) 

mia^inär  werde),   fio  nirti  man,   um  heurtlioÜen  zu  können, 
dieser  (^urjkt  wirklich  ein  hucbster  oder  tietister  ist,  seine  beiden 
nächstgelegeuen  Punkte  in  der  Gurre  betrachten  müssen;  sind  aie 
beide  höher »  so  Ut  er  ein  lieleter,  aind  aie  aber  lieide  tiefer, 
iat  er  eio  hSdiattr  Punkt 

Sind  also  Xy  y,  z  die  Coordinaten  eines  Panirtea  der  Corte 

t=z(p(u),  für  welchen  q'{u)=()  Ui:  ferner  :r  ^  J.t  ,  ij-^-Ji^^  i  |  J: 
die  Coordinaten  eines  in  der  >ahe  defiselbeu  liegenden  Punktes, 
60  genügen  aie  offenbar  als  Punkte  der  Curie  (5)  loigenden  iaiei- 
chuDgen : 

die  für 

übergehen  in: 

f  3;H--<fi=4[9(tt+^M)  +  9(p  +  z/r)], 
(9)     .  < 


weiche,  nach  Tayior'a  Reihe  eotivickelt,  sich  so  steilen; 

»  4-  ^2  =  5  i  \fp{u)  +  (p{p)\  +  Witt)  .  JU  +  (p'{t)  .Je] 

0  =  [q>(u)  -  9(r)]  +  [(fXu) .  Ju^  (p'M  .Jv] 


l^erücksichtigt  man  die  Gleichungen  (Ü),   die  für  jeden  Pui 
der  Curve  gelten,    von  denen  wir  jetzt  sprechen,  und  die  GE 
cbungen  q>'{u)—0,   q>'(v)=0,   die   für  jene  Punkte  gelten, 
welche  horizontale  Tangenten  gezogen  werden  können  und 
welche  die  jetzige  Unteraucbaog  eigentlich  angeatelit  wird,  ^ 
hat  man  statt  der  zwei,  ana  (9)  gaoogenen  Gleichongan  felgen^^^ 
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0=     j{         .  du^  -  g>"(v) .  Jv^]  + .... ; 

die,  nenn  man  nieder  statt  u,  v,  Ju  und  Jv  ihre  Wertbe  ein- 
fihrty  öbergeheo  in: 

+  9'  {x->,>f-\)(/lx-^^'i-l)^\  +  ....  |. 

_^"(ar_yV'^)(^«^V=I)*l  + 
5ietit  man  io  denselben  ^m^c(m(p,J$,  Jysezsiofp.Js,  so 

0=  1         + ^  V^)  (cos  29  +  V^l  eio  29) 

—         -  2^  V^)  (cos  2g)  —  V^eln  2^)]  Js^ 

<iie  rieh  lär  fortwährend  kleiner  werdeode  nnd  ohne  Ende 
^|;eBden  Gleichungen  nfihern: 

^=  ib"  (a?  +  y  V^)  (co»29  +         «in  2^) 

+  9"(a?— ^V^~l)(cos29—  V^^sm29)Jdi» 

0=    9"  (^  +  ^  V  —  l)  (cos  29  +  .sin  29) 

— 9"(j._yV^:n)(co»29— V^aln29);  1 

foraus : 

& = i9"  (x  +  ^  V  - 1)  (cos  291  +        1  sin  29))  rf«», 
»"(*+yV^-I)  +  9"(«-y  ■ 

ilgt.  Aus  der  letzten  Gleichung  erhält  man  liir  9,  welches  der 
atar  der  vSache  nach  nur  Werth e  von  0"  bis  1360^  liahen  kann, 
.er  ¥Verthe;  Ist  der  kleinste  von  ihnen  so  sind  alle  der  lets- 
n  Gleichung  genfigenden; 
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Setzt  man  jetzt  für  (p  in  die  erste  der  Gleichuns^en  (10)  a  oder 
a+180°,  so  erhSlt  man  ein  mit  einem  bestimmten  Zeichen  begab- 
tes hi\  also  sind  die  beiden,  Tiath.st  y,  z  sich  befindenden, 
einander  enlgegeogesetzt  liegenden  Punkte,  deren  Coordinaten 

x-i-coBa.ds,  y    sina.ds,  z+S» 

«od 

ar-|-cos(a  +  180<^j.A,  y +  sin(a+1800).ci», 
ibd,  iD  gleldier  Zeit  hAher  oder  tiefer,  als  der,  dessen  Coordinateii 

sind.  Set7t  man  ferner  lüi  9  in  die  erste  der  Gleichungen  (10) 
«4^90'  oder  f  *270*^,  so  erhält  man  wieder  Ein,  mit  einem  be- 
stimmten, dem  vorhergehenden  gerade  entgegengeaetzten  Zeidien 
begi^btes  ds;  denn  frülier  hatte  man: 

•    dl  =  i(co82a  +  V^sin2a)        + ^  V^>4lif, 
und  jetzt  ist ; 

a*=:i[cos(2a+180o)  +  V^sin  Cia+180O)]9)"(a;+.v  V*==I)  .ds^. 
War  der  Punkt,  dessen  beide  Nachbaren  die  Horizontai*t/oordimiten 

und 

Ä+cos(a+1800).«£«,  y+sin(ff+lSO").tis 

hatten,  ein  htklister  oder  tiefster,  so  ist  derselbe  Punkt,  dewen 
bdde  niehsigelegenen  die  Horizontal -Coordinaten 

.    jr4€Os(iH-^)-<2*«  if+t»n(a+W^.d$ 

und 

liaben,  respective  ein  tiefster  oder  höehster. 

Hat  man  also  die  Maxinia-  und  Minima- Wertbc  einer  Function 
S8S9)(«)  7A1  bestimmen,  so  bilde  man  die  Gleichung  qt%u)ssQ  ond 
Sache  ilue  Wnneio*  Seien  die  leelien 

^»        ^»  «§»..-. 

imd  die  hnaginifen 

H+ß4}f^.^ 
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Dmd  bilde  man  sieb  fp"{u),  «ubsUtuife  in  d^mseiben: 

1)  die  Wertbe  von  Ot»  «ist  Hs*  Oftf«—  und  nntersiidie  da« 
Zeichen  des  Reatiltato.  Je  imcbdem  dieeee  poeitir  oder  negativ 
ist,  hat  die  Hauptearfe  tiefeto  oder  bSchate»  bingegea  die  daaelbt 
senlnrecht  ateheode  conjagirte  Curve  reepecfive  bScbate  oder 
fiifote  Panlrte; 

*i)  jene  von  den  iraaginäron  Werfhen  a  +  jSV— -1,  trelche,  in 
s=(p(ti)  statt  u  sulistituirty  i  reell  luacbeo.  An  diesen  Punkten» 
welchen  die  Coordinaten 

ars=«,    y=|J,    x=9(a  +  |5V^) 

zukomTnen ,  findet  auch  ein  Durchscboeiden  zweier  Curvenzweige 
enter  rechtem  Winkel  statt;  einer  von  ihnen  bat  daselbst  sein 
Maximum«  der  andere  sein  Aliainium. 

Wenn  daher,  um  ansere  letkt  gezeichnete  flgor  befaabehal- 
ieo,  der  conjugirte  Corvenaweig,  der  sieh  daaelbat  abwftrCa  senkte, 
nur  irgendwo  wieder  erhebt  und  dadurdi  zu  einem  tie&ten  Punkte 
Ailass  gibt ,  so  wCirde  gleich  von  da  sich  eine  andere  Curve,  die 
ctstore  senkieeht  durchschneidend,  nach  abwSrts  senken»  um  einen 
ftSdnten  Punkt  herbeizultihren. 

Die  hier  gemachten  Sehlifsse  sind  unstatthaft,  wenn 

^{•"(Ä-fy  V^)=0,  aiso  auch  yV^)=a 

ist;  dann  geben  die  beiden  aus  (9)  entwickelten  Gleichungen  über  in: 

uDd  führen,  auf  dieselbe  Weise»  wie  die  Irüheren«  ihnen  analo- 
gen» behandelt»  z^i 

& = i  (cos  39  +         sin  39)  ^p"»    +  y  \f'^)d^ , 
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Ai»  der  Mxteii  Glekbnnr  erWf  Man  filr  9  M|s«ade  mikm 
(zD  drei  sieb  ooter  gleichen  Winkeln  schneidenden  Geraden. fah- 
rende) Wertbe: 

tt^HP,  «-1^120»,  u-^mSf^,  «-1-^»  u^^lSfXP, 

Setzt  man  für  cv  in  die  erste  der  (»leichuniicn  (11;  die  beiden,  in 
Beziehung  aul  den  l^uiikt  M  einander  iregenubcrstehenden  Punkte 
der  Curve,  entsprechei»den  ^^  f nhe  a  und  c  +  lbÜ^\  oder  «  +  60^ 
und  ti  t  240®,  oder  a  + 120*'  und  f'Hh300^,  so  erhält  man  in  jedem 
Falle  öz  einmal  positiv  und  ein  andermal  negativ,  also  hat  keine 
der  drei,  sich  im  Punkte  j:  ,  y ,  z  unter  gleichen  Winkeln  schnei- 
denden Turven  dasellj.-.t  einen  höchsten  oder  tiefsten  Punkt,  son- 
dern alle  drei  haben  da^selhst  einen  Wendepunkt. 

Die  hier  gemachten  Schlfisse  sind  wieder  nnstatthaft,  wenn 

<p^(«+y  V^)=0,  «iso  auch  ^^(aF— yV^)=0 

ist.  Durch  eine  ähnliche,  wie  die  eben  gemachte  Analyse  Ober-' 
zeugt  man  sich  in  diesem  Falle  von  dem  Vorhandensein  von  vier, 
unter  gleichen  Winkeln  sich  schneidenden  Curvenzweigen ,  wovon 
zwei  m  x,  z  ihren  höchsten  und  die  zu  ei  andern,  in  ihrer  Ho- 
ri/.ontalprojection  zwischen  iboen  liegenden,  ihren  üeläten  Punkt 
haben. 

Und  endlich  ganz  nfliremein:  I)(  stehen  fiir  irgend  einen  Paokt 
^»  Jf«  2  unserer  zu  untersuchenden  Curveo  die  Gleichmigeo : 


II 

so  findet  eine  Vereinigung  von  m  Cnrvenzweigen  unter  gfelebeii 
WInheln  statt,  die,  falls  m  gerade  ist,  dasumTheil  ihrehScbsten, 
xum  Theil  ihre  tiefsten  Punkte,  iails  aber  m  ungerade  ist,  da  lau- 
ter Wendepunkte  haben. 

Wir  Lrhen  ietzt  weiter  znr  Bestimmung  der  Asymptoten  an 
die  horizontale  Projeclioo  dieser  Curveo,  deren  Gleichung 

♦  » 

ist.  Sei 
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die  Gleichung  einer  Asymptote»  so  nmu  sieb  die  vorgelegte 
Gleichaug  auf  die  Form 

gebracht  denken  lassen.   Aus  ihr  ergeben  sich  die  Gleacbungeo: 

X 

lim  {jry  —  oo:*  —  6^)  =  a , 

wo  das  Ziehen  Bmes  sich  auf  fort  und  fort  waeliMDde  Wertbe 
Toa  X  bezieht  Om  a      bestimmeo»  biancht  man  in  der  Gleiehvng 

der  Corren  nur  ^=a,  d.  h.  m  setzen,  und  die  Grenze 

X  " 

tD  sBcheD,  gegen  welche  e  beim  onendlicben  Waetwen  Ten  9 
eoDfcrgirt.  Hat  man  m  gefunden»  so  ergibt  eich  wenn  man  In 
der  Gleichung  der  Corve 

wist  nnil  die  Grenie  nicht,  gegen  «reiche  6  für  hestind^  wach> 
'seade  x  «eh  nihert  Jedem  Syet^  reeller  Werthe  veo  a  vnd  b 
entspricht  alsdann  .eine  Asymptote.  Setat  man  daher  in  der  Yor* 
gelegten  Gleichung,  die  sich  noch  so  schreiben  iSsst: 

y  =  iu;,   so  erhält  man: 

fp{x-\-ax\f — l}=qp(ar— oarV  —1), 

md  wenn 

ist  (wo  sämmtiicbe  Coefücieoten  A  reell  sind): 

(x+fla?V^)«+ {x-{-axyf^)*-^  + ....  +  Jn_i(ar+cj:  V^)+^„= 
<»-oar    — V^)"-* + .... + ^«-U«— <L»  V^)+4i. 

Dividirt  man  beiderseiU  tlurch  or",  so  ist: 
Theil  XXII.  3 
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and  ili««0  Gklcbpog  aabert  sich  far  wachsende  «  ohne  Ends  der 

Gleichung 

(1  +  aV^y  =  (l  -  a V  ^)», 
welcher,   weil  sie  von»  ?iten  Grade  iä>t,  ?!  Wertlie  genügen,  wod 

denn,  setzt  man  in  ihr 

180» 

a=tgm.-^ 
so  erhSit  man  die  identische  Gleichung: 

<i+tg«..-!^.'V^=j)"=:(i-tsi».~!'.\'"=l)'.  '• 

weil  hieraus 

180«    ,/~T  >                 /         180«    ^/    ,  .  1*'' 
(costM.--  h  V— Isiiim.  — -)«  =  (cosm.  —  \  —Uium.---r 

oder  endlich 

hervorgeht. 

Setzt  man  jetzt  in  der  Gleichung- 

y = ad?    6 ,  so  erhält  man : 

oder  entwickelt: 

und  da  , 

9  (lf)=M'»  +  I  .4.>^/"-2-f ....  -f  .  ?„, 

u.   s.  w. 
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ist»  60  vernraudelt  sich  obige  Gleichung  in: 

t 

a;  —  axSf  — 

+  Ma— ^w(fi— 1)]  (a?  -  iwrV'^)^H— 
Nun  ist  a  so  geirfililt  worden»  dass 

ist;  man  kann  daher  beiderseits  das  erste  Glied  weglassen;  divi- 
dirt  mao  dann  Doch  durch  x^*~~^ ,  so  erhält  mao : 

iAi  +  6n    - 1)  (1  +  a  V  - 1 


und  dicss  nähert  sich  für  ohne  Ende  wacbseode  Wertbe  von  x 
fort  und  fort  der  Gleicbung: 

oder,  wenn  man  beiderseits  mit  (l+oV  — 1)(1— oV — 1)  midlipll^ 
cirt  und  dabei  berficksichtigt,  dass 

(1  +  aSr^iy={l  —oV^)» 

ist; 

(il,+6itV^)(l-a\r-l)==:(4  -^V^)(J  +iiV^, 
woraus  folgt:  ' 

n 

Die  Gleichung  dei#Asyiiiptoten  ist  daher: 

■       IW  180» 
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WO  m  Ute  Wertlie 

Oj   Ij  2,  3,  «...  Ä" ■" ) 


M.    AlU  s  Atfynptoten  >0cbneidaD  sieh 

.=-^. ,=0 


«od«  I>t  72  gerade,  so  gellt  die  Gieirfaiing  jener  Asysiptoto»  tur 
dw  »  S5  ^  ist,  oSmlieli 

Oker  in 

Da  die  sälgfeauäD»  Gleiebang  der  Asymptoten 

hl  Eeiben  ▼erwaodela  tob  der  Form 

diese  sind  fir  i^rasse  Werths  ts»  x  gewiss  cosTstgiMl  Msb 

konnte  nnn  die  Zahlen  a,  ß,  y»...*  ^enas  so  inden,  wie  wir  a 

und  6  iref linden  haben,  alleiii  Leqiienier  scheint  es  zu  sein,  den 
VVeti  ciiizuschlauen ,  den  wir  sre^nniien  sind  he\  der  Berethnuns 
der  VVur/eln  der  Gleiehunaeii :  die  einzelneü  Zitfern  derselben  sind 
äquivalent  den  einzelnen  Gliedere  dieser  Reihe,  and  so  wie  bei 
der  Aoflo.sun:»  der  GieacboDgeo  die  snecessire  Berechsssg  der 
sinxelnen  Ziffern  vor  sich  geht,  genau  so  geht  hier  die 
BerechnsDg  der  einssines  Glieder  der  Reihe  Ter  sieh. 

Zum  bessern  Verständoiss  diene  folgendes  Beispiel: 
Die  Gleichoog 


Digitized  by  Google 


Sptfer:  ZusäiM  M  'melnm  ArMun  hSkere  GMeJUmgtn.  87 
jeht  ia  diesem  Falle  Uber  in: 


Die  GteiehoDg  der  AeymptoteD  Ist,  da  man  Ai  ssO«  nssA  bat: 

and  da  m  die  Werths  0,  1,  2,  3  annimmt: 

5=0,  yss««  »=0»  5=s— 

Die  erste  Gleichanj;  ^^~ü  leistet  der  Gleich«!)»  (1)  identisch 

Genüsse,  es  sind  daher  die  mit  a,  ß,  y         hezcicliDetcn  Grössen 

io    diesem  Falle   sarDnitlich   gleicfi   Nnil.    Die  zweite  Gleichung 
entspricht  einer  Curve,  eieren  Gleichung 


Ist,  und  die  sich  voltstäadig  aus  (1)  herechDcii  lässt,  da  aus  der- 
selben tolgt: 


ond  sieh  hier  auf  gewShnliche  Art  leicht  die  Worzel  ziehen  liest; 
nllein  wir  sehlagen  doch  den  ▼orhin  angedeuteten  Weg  ein»  weil 
er  in  jedem  Falle  passt,  wie  hoch  auch  immer  der  Grad  der  Glel- 
cbong  (1)  Ist  Ordnet  man  daher  die  Gleichung 


ner'schen  Verfahrens  eine  neue  Gleichung,  deren  Wurseln  um  x 
kleiner  sind,  als  die  Wurzeln  ff  der  Gleichung  (2),  so  bat  man 
so  Torgehend: 


(1) 


yiW  +  9^  —  3— 2ary«;  =  0. 


0 


2«*  +  9.r-:5 


3  =  0, 
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Vemacblftssigt  man  jetzt  in  (d)  für  eioen  Aogenbiick  4m 
(ood  höheren)  Poteoien  von  ff,  bo  gebt  sie  dber  in: 

-4«a^+9a?— 3  =  0, 

y  ix  is? 

fol^t;  ei»  ist  somit 

9 

Bildet  man  nun  wieder  eine  neue  Gleicbuog,  deren  Wurzeio  uta 
9 

kleiner  sind,  als  die  Wnrseln  ff  von  (ß),  so  bat  man  nach  d» 
selben  Vorgangsweise: 

Die  CllelcbuDg 

(4)  -a»y*-~(4«HÖ)y~3-gj  =  0 

bat  daher  die  Auflösung 

Vernochiiisfeiigt  man  in  (4)  für  einen  Augenblick  das  Glied  mit  ^> 
an  erhttlt  mau  gen&bert: 

werans 

*   _  „  > 

herrofgebt.  Es  ist  daher  ß= — j-»  und  man  bat  weiter: 
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Durch  Division  des  letzten  Gliedes  durch  das  vorletzte  erbäU 
81       ,     _  81  , 

Die  Gleichung  (2),  der  eln^  Asymptote  y^Jt  entspricht,  liest 
sich  daher  in  folgender  Form  stellen: 

imd  da  aus  (2)  Uir  y  zwei  gleich  grosse»  einander  entgegengesetnf» 
'  Werthe  folgen,  seist  die  Gleichung  der  Conre,  deren  Asymp- 
tote jfs — X  ist: 

Der  Asymptote  j:~0  entspricht  eine  Ourve,  deren  Cilleichuiig 
von  der  Form  is^: 

Um  Af  ßf  C,....  zu  lieütininien,  hat  man  die  Gleichung 
2x'-f-^^~3 — 2;r^^=:0  statt  nach  ^  nach  x  xu  ordnen,  man  er- 
hält da: 

(?)  2a?«+x(9-*%»)— 3=0. 

Da  für  sehr  grosse  y  x  sehr  klein  ist,  l^uu  man  statt  dieser 
Gleichung  nahezu  setzen: 

d.h. 

_      3   3 


a 

CS  ist  somit  ^s— 


Nach  der  frühern  Weise  vorgehend,  hat  man: 


0 

-3 

*2 

3 

27 

2 

2 

1 

?7  . 


4y 
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9  ^  '2T^        ^  ^ 

 a  c 

r  W ►^rhri  :  t  ii^ai  nun  nähenni^ 


(^^-H>+^;r-^  

ist.  dMig>:  Aes-^ ^  nHHi  iiiMkai  omh  ffesterani  mruHte  "lYniM 

%      2r  JUS 


JL  JL 


3      _  _ 


•  gi<iiiiiwiBBi  «nnteni.  Dfca»  äuAs 

wn  rp(x)  f  mit  .^lURiahn&e  de»  adtoo  vaz&in  erwähnten  fi^aUaa^ 
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Werdeo  iliese  Werthe  in 

z=l[<p(x  +  yV^r)  +  9(a:~yV^)] 

eubstitairty  was  sich  wieder  leicht  durch  Anwendung  desselben 
Verfabrens  suceusive  bewerkstelligen  i&sst,  so  erhält  man: 

wo  jedes  i\f{x)  (wenn  n  gerade  ist»  mit  Ausnahme  eines  dnzigen 
Falles)  die  Form  annimmt: 

ilo«*  +  A^ai^"^  -1- J^-a + ....  +  An^^A^  +  ^  +  ^ + 

SB  *F 

Man  kann  daher  im  Allgemeinen  statt  der  aus  2  =  9(v)  hervor- 
gehenden Gleichungen  folgende  Systeme  von  Gleichungen  schreiben ; 

md  diese  entsprechen  den  n,  ajis  ;=9(u)  hervorgehenden  Curven.  . 

Gans  auf  dieselbe  Welse»  nnr  bei  weitem  einfaehet»  liest 
lieb  ans  der  Gleiehnng: 

jr*  In  Form  von  Rdbeo  der  Gestalt: 

ableiten.  ^ 

Es  ist  klar»  dass  man  diese  £)ntwickeluogsweise  einer  Fnnc- 
Hob  In  Reihen  sehr  ▼erallgemeinem  kann;  wir  erlauben  uns  tIsI- 
leidit  eio  andermal  daranf  zurficksukommen.  Zum  Schlüsse  machen 
wir  nur  noch  ema  Bemerkung  Aber  die  Canren»  die  aus  der  Gleichung 

q>(x,  t»)=0 

hervorgehen,  wenn  man  auch  hier,  analog  der  frühem  Vorfjangs- 

weise,  fi  =  ar  +  |/V^  — 1  setzt  und  z  als  reell  ansieht.  Da,  wo  bei 
dem  gewöhnlichen  Constnirtionsverfahren  ein  sinpilärer  Punkt 
anftreteu  würde,  erscheint  liier  im  Allgemeinen  derselbe  Punkt 
gleichsam  als  Durchschnitt  r  iiK^r  conjugirten  Curve  mit  der  an- 
^  Ebene;  so  ist  R.  nnr  fi  der  c^ewühnlicben  Constnictionsweise» 
wenn  u  und  x  die  Abscisse  und  Ordinate  bezeicbueo, 

i«=f^(i^— l) 
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die  Gleichung  einer  Curve»  und  u=0>  2=0  sind  die  0<M»rdiliateii 
eiaes  «ingulären  Punktes  derselben;  oaefa  unserem  Vorgänge  hin- 
gegen zerföUt  sie  in: 

und  aus  diesen  gehen  hervor  folgende  drei  Systeme  von  Gleichungen: 
0)    \  (2) 

Die  aus  der  Gleichung  (1)  hervorgehende  Carve  liegt  in  der 
Ebene  ^  woA  ecbneidet  die  Ebene  xt  in  dem  Punkte,  dessen 
Coordinaten  dr=0,  ^=0«  z^O  sind;  die  aus  (2)  hervorgehende 
Curve,  die  mit  der  auf  gewrihnliche  Weise  constrnirten  iden- 
tisch ist,  liegt  in  der  d»- Ebene,  ihrer  Gleiehung  leisten  die  Co- 
ordinaten desselben  Punktes  Genüge;  endlich  ftthrt  das  System  ^ 
auf  nachfolgende  Gleichungen :  . 


9 

denen  für  gar  keine  reeilen  Coordinaten  x,      i  entsprochen  wird« 
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Zur  Theorie  der  imai^iiären  Grossen« 

Herrn  Dr.  H.  Burhenne, 
Lehror  der  ]|lath«iuaftik  an  der  höheren  Genrerbschule  ia  CaefteL 


Es  ist  bdcannt,  dass  man  acbon  seit  längerer  Zeit  versneht 
bat,  auch  den  imaginären  Grrissen  eine  reelle  ttnd  anschanßche 

ßedeutuug  zu  «jebcn,  iiuleiii  man  V— 1  aul  die  zeitliche  (d.  i.  zur 
positiven  und  iies^ativen  senkrechte)  Riclitung  bczo<;.  In  der 
ucaeren  Zeit  ie>t  (lies»e  (^onstruction  des  Imaginären  in  mehreren 
Werken  ausführlich  eutuickeit,  t>o  dass  sich  bereits  eine  besoo* 
dere  Literatur  über  dieaeo  üegeustand  gebildet  bat 

In  den  bis  jetzt  darQber  erschienenen  Schriften  ist  nicbt  ge- 
zeigt» dass  die  geometriscbe  Auslegung  des  Imaginären  etiras 
Neues  oder  einen  wesentlicben  Nutzen  bei  der  Behandlung  Ton 
Aufgaben  zu  leisten  im  Stande  ist*  Daraus  würde«  wenn  aacb 
nicht  auf  die  Scbwiche«  doch  au£  die  Unfruchtbarkeit  der  neuen 
Theorie  zu  scbliessen  sein.  —  Es  ist  nun  auffallend,  dass  in  den 
natbematiscben  Wericen  nirgends  der  einzige  Fall  sur  Sprache 
gebracht  ist,  wo  die  Interpretation  des  Imaginären  wirklich  m 
etwas  Neuem»  nämlich  zu  einer  wichtigen  physikalischen  £nt> 
deckttog  geführt  hat.  Fresnel,  welchem  die  Undulatbnstheorie 
so  grosse  Fortschritte  verdankt«  suchte  seine  1821  bekannt  ge- 
machten Formeln  für  die  Polarisation  des  Lichtes  durch  Reflexion, 
In  den  folgenden  Jabren  anch  auf  diejenigen  Fälle,  besonders  bei 
den  Itefleuonen  des  Lichtes  im  Innern  der  Körper  anzuwenden« 
wo  diese  Formeln  imaginär  werden.  Dies  benrtbeilte  Fresnel 
auf  folgende  Weise:  '««In  yerscbiedenen  geometrischen  Fällen 
zeigt  das  Vorkommen  einer  imaginären  GrOsse  eine  Veränderung 

von  90  Graden  io  der  Lage  der  Linie  an,  deren  Länge  mit  V — 1 
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nlfiplkiit  ist,  weshalb  es  wahiwfceiiilidb  int,         wuA  hier  die 

Mdflplieatioo  ibÜ  anseigl,  ^aw  ilie  Phase  der  Tibrafimi 

mm  90  Gnde  TetÜndert  wird.«*    NSmridi  ic  de«  Fafle,  we  mb 

ffir  die  Vibratioos-Infensitai  H^-s  rHilecfIrien  Lichre.s  d*»ii  ima^nä- 

ren  Aasdrnck  #i-J-6V  — 1  erhälc,  wird  angeaommen ,  t!as>  dieselbe 
von  z^et  \Vellen«yateBie&  berrührt,  die  sieb  im  Gange  um  eine 
Viertel* Und alatioii  enierscheiden  ond  die  VibTations -  InteaeitileB 
m  nid  6  bealtieD*  Ihvcli  diese  Aealegmiir  des  inaginiren  waide 
Frespel  io  dea  fiMaiid  gesetzt,  die  EiseheinaageB  der  segeiuuuitei 
ciiealaieD  PsIaiiaatioD  des  Lichtes  TsraasnisageD,  sad  seiae  Crwar- 
Ingee  siad  sedaaa  daieh  ExperiiaeBte  TollkoiaBwa  heat^tigt  wordea. 

Dessemmgeachtet  liat  nach  awiaer  Ansicht  die  erwähnte  €ei^  i 
atraetioD  der  iaiagiaireD  GrSssea  keine  wesentliche  Bedevtimg  ' 
«nd  steht  nicht  aaf  gleicher  Stnfe  mit  der  hehannteo  geoaetriaehea 
Deotong  der  negativen  GrOsneD ,  welche  Bchaaptang  ich  dorch  iBa 

fblgCDiiea  iiemerkniigen  zn  nnterstutzen  sncbe. 

Man  eeaslmift  Ä-f-yV^^l  daieh  den  Kadiasvecter»  deasea 
Badpankt  i&m  reehfwinkllgea  Coordiaalsn  x  and  y  bat.  Mit  andern 

Worten:  Es  wird  x y  \ — i  auf  iJie  Form  ^  .  «*V^  !;ebracht 
und  (!nrch  den  Modnlas  ^  unter  dem  Winkel  rp  (in  Bczuc:  auf  die 
positive  Richtung)  dargestellt.  Aber  eben  darin,  dass  iiian  dabei 
X  TiTid  y  als  rechtwinUn^e  foordinatcn  betrachtet«  ii^t  etwaa 
Wiiikührliches.  Man  könnte  aacb  eine  aadere foaetion  7^^\^t 
leellen  Grossen  x  vnd  jf  wihlen.  Wi^l  man  die  aene  Theorie 
daraaf  atÜtseOf  dass  in  einem  Kreise  der  Badins  die  mittlen 
Pkoportienale  zwischea  dem  -{-r  and  — r  dea  senkrechten  Dnrch- 
messers  ist,  so  dehnt  man»  waa  auch  schon  Andere  gerügt  liahea» 
einen  8atz,  der  für  absolute  Linienlangen  silt  und  bewiesen  wird, 
iiLijo  Herecbligung  auf  Linkn  au£,  dereii  taciiiuD^en  durch  Vor* 
zeicheo  anterscbieden  werden. 

Dass  die  positiiren  und  negatlfen  Zahlen  des  Calcols  eiae 

reelle  Bedeutung  an  den  naofi  p^crad  entgegengesetzten  Riebtungen 
constmirten  Gr''5ssen  gefunden  baben,  ist  offenbar  darin  begründet, 
dass  der  (ie2;ensatz  zwischen  den  beiden  Richtungen  derselben 
.  Linie  dem  Gegensatze  zwischen  Addition  und  Subtraction  der 
Zahlen  entsprechend  ist  Aber  es  zeigt  sich  bei  den  Reehnungs- 
operatlonea  l^ein  Gegeasatz,  der  einer  seitücfaen  (odrr  >cnkrecbten) 
Riehtang  analog  wSre.  Aach  würde  eine  solche  Beziebaag  sogleieh 
etwas  Unhestimmtes  enthalten.  Nimlich  es  gehM  zwar  za 
jeder  Richtung  eine  einzige  bestimmte»  die  ihr  gerad  entgegen- 
gesetzt ist,  aller  zn  jeder  Richtung  geboren  unzlhlige  senkrechte 
Richtungen,  eine  Ebene  voll. 
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Die  reelle  Auslegung  des  Imaginären  ist  unverträglich  mit 
einer  andern^  bei  allen  Matbeoiatikem  üblichen  Oarstellungsweise. 
Z.  ß.  IVIau  betrachtet  bekanntlich  die  Hvperbel  als  eine  Ellipse, 
deren  zweite  Axe  iinaijinär  ist;  aber  dies  1j;U  mit  jener  Construction 
gar  Tii(  htö  zu  ischaQ'eii  und  liisst  sich  nur  im  analytischen  Sinne 
deuten.  Bei  der  Hyperbel  ist  die  R  ich  tu  nu  iler  Qucrax©  reell, 
aber  ihre  Länge  ist  imaginär.  Ucberliauiit  »«iiid  bei  der  Hyperbel 
die  Kiciitungen  zweier  conjugirteii  S)urchmesser  reell,  aber  die 
Länge  des  einen  ist  imaginär.  \Vie  stimmt  dies  mit  jener  Theorie? 
Wie  könnte  man  die  imiitjinnren  Grössen,  welche  in  der  allgemeinen 
Theorie  der  £^o!sf  bttltte  vorkonnuen,  auf  eine  einfache  Weise 
durch  ConstructioD  interpretircn  ^ 

Bei  der  Cooetraetlon  deis  Imaginüreii  glebt  toaii  der  Zahlenretlie 
gleicbeaiii  eine  iweite  Dimension.  Aber  der  Begriff  der  ZeM 
bedarf  nicht  deeRanmee,  sondern  ((rundet  eich  auf  die  Voreteflimg 
der  Zeit  Nämlich  durch  die  Wiederholung  der  Eine  ergicbt  eii£ 
die  natäriiche  Zahl»  und  Wiederholung  geschieht  in  der  Zelt  Die 
Zelt  hat  nur  Eine  Dimension  (mit  zivel  einander  entgegengesetsten 
Bichtnngen),  ebenso  die  Zahlenreihe. 

Wendet  man  jene  Construction  auf  eine  Worzelgrosse  des 
fz^en  Grades  an,  so  erscheinen  die  n  verschiedenen  Werthe  der 
Wurzel  als  dieselben  Langen,  nur  in  verschiedenen  Richtungen. 
Dies  ist  ein  b(  (incmes  Bild,  »velches  die  Auffassung  der  betreffenden 
Formeln  erleichtert.  Aber  bietet  sich  kein  solch  einfaches 
Bild  dar  für  die  unzhblijjen  \\  erthe  eines  Logarithmus.  Davon 
liegt  der  Grund  natürlich  darin,  dass  bei  der  ?{ten  Wurzel  aus 
einer  Grösse  alle  n  Werthe  denselben  Madulus  haben,  was  bei 
den  unzähligen  Werthen  eines  Logarithmus  nicht  der  Fall  ist. 

Beicanntlich  zeigen  in  der  Analysis  die  Formeln  filr  die 

Kreis functionen ,  welche  aus  der  Entwirkeinng  von  e-^V^  hervor- 
gehen, eine  durchgreifende  Analogie  mit  den  Formeln  für  die 
hyperbolischen  Functionen,  welche  aus  der  tntwickelung  von  e* 
hervorgehen.  Dagegen  bei  der  Coüstruction  der  imaginären  Grös- 
sen zeigt  sich  dies  nicht  mehr,  indem  e^^T—^  die  Einheit  unter 
dem  Winkel  x  bedeutet,  wfihrend  in  ^  der  Exponat  mit  der 
Richtung  gar  nichts  zu  schaffen  hat 

Wollte  man  die  gehrSnchllcbe  Construction  einer  Gleichung 
mit  zwei  Variabein  mittelst  einer  Cnrve»  und  jene  graphiseheDar- 
stellnng  des  Imi^niren  nebeneinander  anwenden»  so  wflide 
notliwendig  Vbrwiming  entstehen. 

Wenn  die  Construction  des  Imagjairen  in  mancheii  FlUen 
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gefephtterfij^l  erschi»int,  so  ist  dies  mehr  zulälliij  nid  durch 
besondere  (Jmstände  des  Probieiiis  bedingt»  fto  da^s  sieb  keine 
«Ilgeneine  Regel  daran»  machen  lisüt. 

Z.B.  Tür  eine  Ellipse  seien  t;  und  h  die  Halbaxen  nnc!  c  die 
Exccntridtät.  Jenachdem  nun  «>6  oder  a  </^,  hat  mau  die  lilei- 
cbung  ip'  —  c?- — oder  c*=:6^ — a^;  im  ersten  Falle  c  ai|f 
der  Halbaxe  a,  und  im  sweiten  Falle  auf  der  dazu  senkrechten 
Halhaxe  6  abantragen;  im  ersten  Falle'  iät  das  e  in  der  zweiten 
Cvleieluing«  Im  «weiten  Falle  das  e  in  der  ersten  Gleicbang  Imar 
ginSr*  Hier  besteht  der  Cebergaug  von  der  einen  Gleichung  sor 
andern  in  einer  Drehung  um  einen  Quadranten.  Freilich  steht 
nun  das  inia^itmre  c  der  einen  Gleichung  senkrecht  auf  dem  reel* 
len  c  der  andern  Gleichung^,  so  da^i?  hiar  der  imac»inäre  Factor 

V — 1  die  Rolle  eines  Zeichens  der  Perpendicuiarität  spielen  muaB. 
Aber  dies  liegt  in  den  besondern  Bedingungen  des  Gegenstandes. 

Wir  wählen  noch  eine  sehr  einfache  Aufgabe:  Eine  gerade 
Linie  Aß  —  a  vom  Drsprunprc  A  in  der  Richtiinfr  dnr  positiven  .t 
Ist  gegeben.  Es  wird  in  dieser  Linie  ein  Punkt  C  von  sokber 
Lage  gesucht,  dass  die  Broportion 

Ali:AC=^ACiBC 

stattfindet  Es  sei  AC=x.  Soll  nun  der  Punkt  C  Von  B  aus 

in  der  Richtung  nach  A  liegen,  so  hat  man  die  Gleichung 

(1)  ««-l-tfur— a*:=sA 
irekhe  die  beiden  reellen  Wurzeln 

it=|(-l  +  V6), 

♦ 

liefert,  wodurch  zwei  Lagen  für  C  bestimmt  werden.  iSoil  der 
Punkt  C  von  B  aus  nach  der  dem  BA  •  entgegengesetsten  Rich- 
tung liegen,  so  hat  man  die  Gleichung 

(2)  .  x^--ax^a^=zQ, 
welche  zwei  imaginäre  Wurzeln 
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liefert,  woraus  folirt,  dass  ein  solcher  Punkt  in  der  Verlängerung 
von  AB  nicht  cxistirt.  Wenn  man  nun  aber  tlie^e  imaginären 
Werth©  nach  der  oben  angegebenen  Weise  construirt,  80  erliaft 
man  zwei  f^unkte,  den  einen  recitts,  den  anderen  links  von  AI^, 
von  welchen  jeder  mit  den  Punkten  A  ui»d  //  ein  gleich.«eit(L'^p« 
Dreieck  bildet,  und  folglich  der  vorgeschriehenen  Prr>pi>rtion 
AI^',AC=AC:BCGe\\i\gQ  leistet,  sobald  man  davon  ab- 
geht, dass  der  Punkt  C  in  die  Linie  Ali  oder  ihre  Verl.ingeruii«:; 
fallen  soll.  Aber  l?isst  man  von  dieser  Forderung  nach,  s»»  üi*  ht 
es  11  n  endlich  viele  Punkte  in  <ler  Ebene  xy ,  welche  der  ange- 
gel)enen  Proportion  entsprechen,  und  in  einer  der  Gleichung  vom 
vierten  Grade 

(3)  +  f,*f  =  «2  [  (a  -a:)«  +  if] 

sugehürigen  Curve  liegen.  Dass  jene  Auslegung  der  beiden  ima- 
ginären Wurzeln  auf  zwei  einzelne  der  unzähligen  Lösungen  des 
allgemeiner  aufgcrnssten  Problenies  liiiideutet,  beruht  auf  der  be- 
sondern  Be.schnflVnheit  der  (ileichung  (3).  Nämlich  setzt  man 
in  dieser  Gleichung  ?/=0,  so  zerfällt  sie  in  die  beiden  Gleichungen 
(1)  uod  (2)  des  zweiten  Grades;  setzt  man  darin  ar=4a,  so  giebt 

aie  y=4:4«V3,  wodorcb  jene  beiden  gleichMitigen  Dreiecke  in 
symmetrischer  Lage  entateben- 

Versucht  man  demnach  hei  der  Anwendung  des  Caiculs  den 
imaginären  Äusdiii  I  rn,  auf  die  m;m  bei  der  Lösung  eines  Pro- 
blenies geführt  wild,  t'iiie  geomelN.Nclie  Bedeutung  zu  geben,  so 
muss  man  sieh  immer  noch  auf  anderem  Weire  versichern,  ob 
man,  begünstigt  durch  die  specitiscben  Umstände  des  Problems^ 
die  Wahrheit  getroffen  bat 

Zum  Scfaloase  mi  noch  beoierfct»  dasa  leb,  flberzengt  von  der 
Schwierigkeit,  fiber  den  fraglicben  Ö^eiistand  beatimmter  su  or- 
tbeilen»  diesen  Anfaats  nicbt  mit  dem  Gedanken,  etwas  Nenee  so 
nagen«,  sondern  mit  dem  Wnnscbe  ▼erOffentllcbet  Andere  sa  be- 
lebreaden  Disenssionen  sa  veranlassen« 
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VI. 

Zur  Theorie  der  Kväftepaare« 

Von 

Herrn  Essen ^ 


1)  la  Bezug  auf  die  berkominllchen  DefiDitioneii  des  Kräfle- 
paare  a.  s.  w.  gelten  fiir  die  vorliegende  Abbandioog  die  nacb- 
etebenden  Modificationen  s 

leb  nenne  die  Verbindungslinie  eine«  beliebigen  Punktes  lo 
der  Richtung  der  einen  Krallt  des  Paars  mit  einem  ebenfalls  be- 
liebig gewäblteo  Punkte  in  der  Ricbtung  der  andern  einen  Am* 
»  Das  Product  der  Kraft  des  Paars  in  einen  solcben  Arm  helsst 

das  ZQ  diesem  Arm  gebOrige  Moment.  Stebt  der  Arm  senk- 
recht aul  der  Hicbtung  der  Kräfte,  so  soll  das  zugebörii?e  I^ioment 
das  rechtvviiikÜi^e  Aloineut  «der  das  Moment  schleebtliiii  heissen. 
Bildet  also  dk;  Kraft  P  des  Paars  mit  ir(i<'nd  einem  Arm  p  den 
Winkel  g>,  so  ist  Pp  das  zugehörige,  Pp  sing)  das  rechtwinklige 
Moment  In  dem  besonderen  Falle,  dass  rp=0  oder  =  n  wird» 
also  Ppsih(jp  =  0,  liegen  beide  Kräfte  in  derselben  Geraden^  und 
beben  daher  einander  anf. 

2)  Aus  der  Lehre  von  den  Paaren,  wie  sie  sich  hei  Poin* 
sot  findet,  vrird  Folgendes  vorausgesetzt: 

1.  Zwei  Paare  in  derselben  oder  In  parallelen  Ebenen  sind 
gleichgeltend  9  wenn  sie  gleiches  (rechtwinkliges)  Moment  und 
gleichen  Sinn  haben. 

n.  Beliebig  viele  Paare  in  derselben  oder  in  parallelen  Fbe- 
nen  sind  einem  einzigen  gleichgeKendj  dessen  Ebene  den  Ebenen 
der  gegebenen  Paare  parallel  ist,  und  dessen  Moment  gleich  ist 
dem  Ueberschuss  der  Momentensnmme  aller  der  Paare,  welche 
in  dem  einen  Sinne  wirken»  Ober  die  Momentensomme  deijeni^eii» 
welclie  deD  entgegenge^etaten  Simi  babeD/ 
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III.  Kräftepaare  in  flerf^elben  oder  iu  parallelen  EbeiieD  «teh^p 
im  Gleicbr^ewicht,  wenn  die  .Alomentensumnae  4er  ri^rbtodfohiHli^ 
den  derjenageD  der.  Uiilaidi^lii^dep  ^leicU  ist 

3)  Ans  No.  1.  des  Torigen  Paragrapben  folgt  soglelcli:'*  Statt  * 
irgend  einaa  PaMev%  .kajWi.aifQ       .änderet  aebriiigen«  .deeaen 
Kilfte  denen  des-eteteren  ^avallel  eind,  Men  man  dloeen  KrST- 
ten  eise  aolcbe  Gr^üae  und  Lage  giebt»  das»  bei  pandlelen  cidei', 

lA  dlentlbe  Gerade  .fallenden  Armen  da«i  zugehörige  Moment  dee^ 
einen  Paaren  dem  den  anderen  gleicb  .vvird  und  bpide  Papre  .gleiqben 
Sinn  haben. 

Weiter  ers^iebt  sich:  Jede  Anzahl  von  Paaren,  deren  Arme 
parailel  sind  oder  in  dieselbe  Cüerade  fallen,  können  in  eins  ver- 
wandelt werden,  indem  man  zuerst  alle  Paare  »^o  verlegt  und  ver- 
ändert, dass  sie  an  einem  und  deiii.Nelhen  Anue  wirken,  und  so- 
dann alle  durch  denselben  Punkt  i^ehende  KrNfte  iu  eine  Re- 
•  sultante  vereinigt.  Am  bequemsten  wird  es  sein,  die  l^änge  des 
gemeio^Muneo  Anpf^  gleich  £i|iB  zu  nfihmeo.  • 

4)  Sind  zwei  Paare  gegeben  nnd  die  KrSfte  des  einen  denen 
des  andern  parallel«  eo  laesen  eicbf  dieselben  dnreb  eine  iebr  ein- 
fache Constmction  in  ein  reenKHrendee  Ptor  nnsaiMneneetten.' 
Man  siebt  an  jedem  Paar  einen  beliebigen  Arm»  verlegt  eedasn 
das  «ine  dieser  Paare  nach  3)  so*  dasa  die  beiden  Arme  in  A 
mki  Endpunkten  znsammenstosaen»  deren  Kräfte  nach  derselben 
Richtung  bin  wirken»  und  jtragt  von  A  ans  auf  jeden  Arm  da^  zn^ 
gehörige  Momeivt  auf.  Sind  AB  und  AC  die  erhaltenen  Längen, 
80  ergänze  man  znm  ParaUelograrom  und  ziebe  die  Diagonale  AD. 
Dann  kann  der  Arm  des  resoltirenden  Paares  beliebig  auf  der 
Geraden  AD  oder  Ibr^  parallel  gewählt  werden;  die  Kräfte  detsel- 
beu  mdssen  den  gegebenen  Kräften  parallel'  sein  nnd  eine  .nelehe' 
Grösse 'heben«  dass  das  Moment,  welches  znm' gemähUen  Asm 
gehört,  gleich  AiD  VFhrd.  Dabei  wird  diejenige -Ktafl»  welchn  in- 
ßezug  auf  den  AVm  änf  derselben  Seite  liegt»  wie  der  Punkt  A  in 
Hinsicht  auf  die  Diagonale»  mit  den  Kräften  an  A  nach  derselben 
Ö^ile  bin  wirken  mfissen. 

'  Beweis.  Dewn  man  kann  mitteist  Anwendung  ^  3)  das 
atf  AB  'wirkende  Paar;  nachdem  man  die  l^räfte  beider  Paare 
l^eich  Ehm  gemacht  hat,  an  den  Arm  CD  verlegen.  Dadarcli. 
$jtet  kommen  nach  C  zwei  gleiche,  entgegengesetzte  Kräfte»  die 
einender  auf bfeben.  Somit  bleibt  ein  eiozis^es  Paar,  dessen  Arm 
imd  mgehllrigee  Moment  die  Diagonale  AD  darstellt.  jSind  die 
IDiällB  isiDiS  4er  gegebeben  Paare  denen  des  andern  schon  gleich^ 
«DMibniiban  «ogileinb»  ahneidnMmn«die Kräfte «leichJi^nsmjk^ 
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Attto  belMfgaa  Atm^D  «ImPaiäUtflo^iiiin  emMkt^n*  INe  Kräfte 
den '  resultirmdeD  PaM«  wiiMii  d«mi>  miBn.lile  an'^mi  BoA» 
pnokten  der  Diagonal  aagelwiidit-  werden  »  deo  g^tmea  Sitf* 
teil  gleich  sein. 

6>  Umgekehrt:  bt  ein  Paar  g^gebe»,  ei»  Arn  desielb«! 
ond  ABiH)  cfin  Parallelogramm,  ao  wird  Niehta  geändert,  ^eu 
lükn  jede  der  gegebenen  KrSfte  sweimal  aetst«  dam» 'aber  die^bci- 
d«n'  Hl  D  angreifenden  KrSfte,  ohne  ihre  Rlehtung  an  inietav  aa 

die  Punkte  B  und  C  verÜieilt. 

6)  Sind  drei  Paare  gegeben»  deren  Kräfte  aftmmtlich  paraDci 
atiiii  und  deren  Arme  ao  in  die  Kanten  eines  Rurpermnkela  gelegt, 
8in([,  dass  am  Setieitel  desselben  alle  Krafiter  'nicb  derselben  Seite 

wirken,  so  kann  man,  um  ein  resnltirendes  Paar  zu  erhalten,  auf 
jene  Kanten  die  Momente  der  bezü^lit  hcn  Paare,  welche  zn  den 
gegebenen  Armen  ^jehoren,  auftra^jen  inid  ans  den  aiilgetrageneu 
Längen  ein  Paralieiepipedum  construiren.    Wird  nämlich  ein  be- 
liebiger Arm  parallel  mit  der  Diagonale  desselben  geiiönimen,  soi 
bestimmt  diese  Diagonale  das  augehürige  Moment  des  resulür«D'! 
dan.  Paara.   Dia  -Gonatructien  vereinfadit  a^h  auch  hier  wiedtfi 
wfBo  dle  dval  ^mponirendan  Paare  mif  gle^chjKn  Kräften  gi^ 
ben  sind.  ^ . 

7)  Ist  umgekehrt  ein  Paar  am  Arm  AE  gegeben  und  aind  ift 
ACt  AD  diet'  Kanten  einea  Paranele^ipedumn,  welches  AE  stf 
Diagonale  hat»  so  wird  Nichts  geändert»  wenn  man  jede  der  g^ 
gebenen  Kräfte  dreimal  set£t,  sodann  aber  die  drei  gleichen  KrifAs 

in  E  an  die  Pj^nkte  B,  C  und  D  vertheilt. 

8)  lat  eine  Kraft  P  am  Angriffspunkte  A  gegeben»,  ao  kaiia 
num  äffenbar»  ohne  etwas  so  ändeni,  diese  Kraft  alch  selbst  pa- 
rallel nach  einem  beliebigen  Punkte  B  verleiben ,  wenn  man  daf«| 

noch  die  ceiebene  K.rai't  wiederum  herstellt  und  sie  durch  eiDC 
andere»  in  B  angreifende  zu  eiueni  Paare  ergänzt« 

9)  Sind  Irgend  welche  Kräfte  an  einem  festen  System  gege- 
ben, die  sich  um  bestimmte  Angriffspunkte  wtlÜrUrlich  drehen  las- 
sen» dabei  aber  der  Bedingung  unterworlea  bind,  immer  dieselbe 
Stellung  gegen  einander  zu  behalten,  so  lässt  8ieli  diese  Bedio- 
gong  noch  auf  folgende»  aoachaullcheKC  Weise  hinstellen:  , 

Man  fahrt  ausser  einem  Systeme  im  Korper  teter  Azen  OX 
0F>  OZ  noeb  ein  zweites  Azensyatem  OJITg»  01^»  02k  ela». 
'  welchea  beliebig  um  O  drehbar  Ist»  ohne  daaa  jedaeh  dki  Neigimgi 
dMisr  Aken  gegen  elnaiider  i^arändett  werden  diirf.  Alsdann  aetill 
num  feat»  dass»  wenn  eine  Kraft  zu  Anfang  mit  0A|,  ÜVip  02a  i 
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bezuglich  die  Winkl»!  a,  /i,  y  bildet,  diese  Kraft  sich  bei  jeji^li- 
cher  Verstellung  diesos  Axeiisv.stpms  zugleich  um  ihrrn  Aii- 
griflfspankt  drehen  soiie,  dass  die  genanoten  Wiokel  anveränderitcli 
dieselben  bleiben.  '  ' 

'i:    .■ 

Mob  JiMt  sieb  jede  Kraft  P  eo  ihrem  ApgrifiqNtolct  Jf»  deeF 
seil  auf  die  im  KSrper  festen  Axen  bezogeoen  Koordinatoii  wir 
doreh  x^y^  %  beaeicliBeD,  in  drei  KomponeDten ,  bezüglich  parallel 
mit  OXxt  OYxt  OZg  zerlegen,  die  der  Reihe  nach  doreh  Ä,  T, 
Z  iMzeiebDet  werden  sollen.  Sodann  kann  man  stierst  die  Kern* 
penente  X  nach  O  verlegen,  indem  man  am  Arm  OM  ein  Paar 
mit  dem  dazu  gehörigen  Moment  •  OM  btosutreten  iSsst.  Dieses 
Pier  llsst  sich  naoh  7)  in  drei  Paare  serlegen,  deren  Anne 
OAs  OB,  OC  bezflglicb  auf  OÄ,  07,  OZ  liegen  und  Kanten 
eines  Fsrallelepipedums  sind«  welches  OM  znr  Diagonale  hat 
DAM  trfBden  die  filaasszahleii  dieser  Arme,  abgesehen  vom  Vor* 
aeieheD»  den  Koordlnatenwerthen  x,ys%  entsprechen.  SetsI  man 
mm  fest: 

* ' 

I*  dass  beispielsweise  die  Komponente  X  positiv  oder  nega- 
genommen  werden  soll,  jenachdem  sie  nach  der  Seite  OJTt 
oder  nndk  der  entgegengesetzten  Seite  wlrltt; 

n.  dass  einem  Paare,  wenn  sowohl  sein  Arm  OÄ,  als  auch 
die  an  A  wirkende  Kraft  X  nach  der  positiven  Seite  besflgllcli 
▼on  OX  und  OX^  liegen,  oder  wenn  es  gleichen  Sfam  mit  eineai 
aelchen  Paare  bat*  ein  positives«  sonst  aber  ein  ^i^aÜves  Moaieiit 
sakommen  solle; 

so  wird  mau  litiden,  dass  alsdann  das  Moment  sowohl  mit  X 
als  mit  X  jedesmal  zugleich  seia  Zeichen  wechsele.  Die  bezüg- 
lichen Momente  der  drei  in  Rede  siehenden  Paare  aind  daher  in 
jedem  Falle  der  Reibe  nach 

Xxt  Xif,  Xx. 

FJienso  peht  die  Komponente  F  in  zuerst  eine  Kraft  Y 
in  O  und  sodann  drei  Paare  mit  den  Momenten 

Ts,  Ty,  Fr. 

Endlich  erhalt  man  ans  der  Komponente  Z  eine  Kraft  Z'm  O 
upd  drei  Paare  mit  den  bezüglichen  Momenten 

Zx,  Zy,  Zt. 

Verirrt  man  auf  gleiche  Weise  mit  allen  gegebenen  Kräften, 
m  bat  man,  wenn  man  in  O  alle  Kräfte  gleicher  Richtung  zn- 
■anmepilasstt  di|selbst  die  drei  Kräfte 

4* 
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SX,  ST,  £Z% 

imd  wenn  man  alle  Paare,  deren  Kräl'te  parallel  siud  .i^ii^  deren 
Arme  zugleich  auf  einer  und  derselben  Aze  liegefn^  ,09el|..3J, 
vereinigt«  naehdem  man  vorher  allen  den  Arm  Eins  gegeben  bat; 
80  erhSit  man  neun  Paare  mit  den  beefiglichen  MombtilcAit  ^ 

SX^,  £Xsf,  £Xz;  . 

zi:,,  :i:ry,  2:}.,      -        ' ^ 

2Zw,  SZif,  SZz. 

Ks  ist  aber  offenbar  Oleichgeuicht  vorharuleii,  wenn  alle  so  eben 
aufgeführte  Summen  ^ammt  den  drei  vorhergehenden  ^A',  SZ 
der  Null  gleich  sind;  und  da  diese  Ausdrücke  in  Nichts  sich  äo* 
dem,  ffie  man  auch  das  Axensystem  OJ^»  OVir  OZi; gegen 
das  Im  - Korper  feste  Axensystem  stellea  mag-»  so  iDdeiCHekh» 
gewicht  bei  jeder  Slellang  desselben  statt  •  Dans  fnu»  »abfr 
die  ausgesprochene  Bedingung  nothwendig  erfäUt  sein  muiiSi?'':  da« 
mit  Gleichgewicht  bei  jeder  Stellung  vorhanden  sei,  gebt^aos 
folgender  Betrachtung  hervor;  •    ,         .»     ' .  •'• 

Man  verwandele  je  drei  Paare,  deren  Arme  iufdsräelMn  A# 

liegen,  wie  z«  ß.  diejenigen,  deren  Momente  hezfigiich  2!Xx, 
^Zx  sind,   nach  3)  in  ein   einziges.     Existiren   nun    alle.,  de« 
n^igUcheD  resultirenden  Paare^  so  kann  es  geschehen,         /  ^ 

I. '  dass  die  Kräfte  aller  drei  resultirenden  Paare  einand^> '  jpi* 
rallel  sind,  in  welchem  Falle  sich  dieselben  nach  0)  wiederaflr 

in  ein  einziges  Paar  zusammensetzen  lassen.  Nennen  wir  oiw 
OR  den  Arm  dieses  letzten  resultirenden  Paares,  urjrl  (ienkeo  wir 
den  Punkt  O  des  festen  Systenies  auf  unveränderlitfie  >\  eise  be* 
festigt,  so  werden  alle  Kräfte  unwirksam  bis  auf  die  in  R  arigrei* 
fende  Kraft.  Diese  aber  wird  nur  in  dem  einen  Ausnahmsfalie 
vernichtet,  dass  sie  in  die  Gerade  OR  fällt 

TT.  Ferner  kann  es  sich  ereignen,  dass  die  Kräfte  der  drei 
resultireodeD  Paare  zwar  nicht  unter  einander,  aber  doch  sämnit* 
lieh  einer  mit  dem  Axensysteme  OXx,  OF,,  OZj  fest  verbuodencD 
Ebene  parallel  sind.  Dann  kann  man  in  dieser  Ebene  zwei  neu« 
Azen  OV  und  OV  annehmen,  die  ihre  Stellung  gegen  die  ge- 
nannten Axen  niemals  verändern  dOrfen,  und  darauf  die  Krtft^ 
der  drei  Paare  nach  diesen  neuen  Azen  zerlegen.  Dadurch  e^ 
hält  man  sechs  Paare,  von  denen  sich  je  drei  nach  6)  in  eins 
verwandeln  lassen.  Somit  sind  also  nur  noch  zwei  Paare  vorhao» 
den,  deren  Kräfte  nicht  parallel  sein  werden.  Sind  nun  OR  und 
OS  die  Arme  dieser  beiden  Paare,  so  wird,  wenn  man  sich  die 
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Punkte  O  und  12, fest  denkt,  die  in  i$  angreifende  Kraft  nur  dann 
▼ernichtet,  nenn  sie  ausnabmewei^te  in  die  Ebene  ROS  flUt; 
sonst  wild  sie  das  System  am  OJ2  drehen. 

III.  Finden  aber  weder  die  \  urau^öctzuniicn  von  ISo,  I.  noch 
die  van  INo.  II.  statt,  so  denke  raan  sich  die  im  Körper  feste  *iie 
OA' uDbeu  eslich  und  das  Axensystein  OA'i ,  0)'j,  OZj  so  ee- 
ßtellt,  dass  die  Kraft  des  an  OY  wirkenden  Paars  in  die  Ebene 
XY  fällt.  Dann  wird ,  da  alle  fibri|»en  Kralte  unw  irksam  gewor- 
den sind  und  also  keinen  Widerstand  entffeuensetzen  können,  die 
an  OZ  wirkende  Kraft  das  System  um  OA  drehen,  wenn  sie 
nicht,  was  sich  immer  vermeiden  (ässt,  in  der  Ebene  AZ  oder 
auf  der  Geraden  OZ  liegen  äollte. 

Demnach  wird  das  Crleiehgewiebt  anch  dann  nicht  für  jede 
StelKnig  der  Kräfte  vorhanden  sein  können,  iveon  man  sich  den 
Kfirper  gaoa  frei  denkt. 

Eb<Mi  M)  ^^pnig  wird  dies  der  Fall  sein,  wenn  von  den  drei 
muglichen  resultirenden  Paaren  bezüglich  an  OA,  OY,  OZ  bloss 
zwei  oder  endlich  bloss  ein  (  in/isres  existiren  sollte,  wie  dies  so- 
gleich aus  iNr.  1.  und  Nr.  Ii.  des  vorbei utdienden  Falles  einleuch- 
tet. Damit  aber  keins  dieser  Paare  vorhanden  sei,  dürteo  keine 
Komponenten  dazu  existiren;  man  muss  also  haben: 

Dass  aber  auch  keine  der  Krüfte  EX^  £Y,  ZZ  existiren  dail, 
geht  daraus  hervor,  dass  man  sonst  imnier  eine  Ixesultanto  aus 
ihnen  zusammensetzen  könnte,  die  durch  Nichts  aufgehoben  würde. 

Sind  alle  gegebenen  Kräfte  parallel ,  sO'  geataltet  sieh  die 
Sache  viel  einfacher.  Man  verlegt  sodann  ohne  Weiteres  jede 
Kraft  P  nach  O  und  serlegt  das  hinsutretende  Paar  am  Arm 
OM  in  drei  Paare 

Poe,  Py,  Pi. 

Dann  sind  zum  Gleiebgewichft.bel  jedeir  Stellung  der  Kr&flo  iJhar. 
bar  nothwendig  und  hinreichend  die  Gleichungen 

  -  • 

wdbelijni\b«ftcht»o:  ist»  das»  man  die  Maasssahlen  der  Kiftfla  p^, 
i||i¥  odetiWgatlr.  au  .nehmen  bat»  jenacbdem  sie  «Mb  te  etnsi^ 
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vwffter  OMh  WSUfr  geiHnkllmi  Mte  o4«r  neh  dar  tul|^t§iqgi 

10)  icM  aolkii  di«  Bediogmif««  JW^—iitteit  imdeD,  weUe 
«iflOt  Mio  aOMm,  ibiiut  die  Krite  inr  flir  gmiwe  Stelln- 
gMi,  rteit  adbr  IHr  Jede  mSffieft«»  te  GMefcs«*«^ 

Wk  denke»  an«  Wde  AxeasfstOM  lethtwiaklig  nfll  iüHi 
jaiit  dieju^iy  SitUwifpiii  6mm  ^Ssmmm  gtgßn  da«  aadan  Avg» 
Ahm,  weUe  ■ggÜicfc  «od,  mmm  OZ  mA  02t  «■■■wtnfal- 
%m.  b  alltB  diMcii  SteOunsM  vencbriiidct  nichrt  das  ftat 
XZi,  wdl  «riM  Kriile  'm  di*  Wifhiwiig  aoM  Ahm»  fidloi; 
fner  yeifcM  vier  Paare,  nämlich 

^Fy 

beständig  in  der  Ebene  ÄV,  ond  lasBrn  sidi  daher  nach  2)  U. 
imAmmagim  ¥erwaodelii»  dmmm  racbtwnkfigesMeMBt  mib  wMs 

iidMi  wum  d»db  i^  de«  wiBdetiicbeD  WIbM  ^OXbeafliribML 

homaiee  noch  vier  Pasure^  deres  MiMnmIe  dtv  Rei^S 

aadi  «nd 

21z.  JSZjt,  ZZy. 

Rdd  ISmI  sieb  naeli  Ankkbaag  Tim  9)  ieicbt  bevreiacn..  dias 
nicit  bei  jeder  tmier  gegenfvM^er  Bescbiiiibnig  mögficheo  Siel- 
loag  Gleiebgeiricht  votbanden  «ein  fcaoo,  weon  Hiebt  die  beiJfr 

liehen  Momente  aOer  f^f  Paare  einzeln  gleich  Noll  sied.  Die 
Gleichuog 

xerföllt  aber  sogleich  wegeD  der  TeriederUcbkeit  de«  Winkels  ^ 
ie  die  beideo  folgeodeo: 

X(Xy- F*)=;a,  -S(JKa:+F5)=a. 

Sodano  uiü&^eo  aber  aasser  den  Gleicbnngeo 

wie  wum  leicbl  siebt,  die  fotgeodee  cdUlit  «ein: 

11)  Jetit  bleibt  noch  übrig,  die  Bedingungen  des  Glelchge*  - 
«Vichts  f&r  eine  einzige,  gans  bestimmte  StelHmg  auszumitteln 
Am  besten  tbiit  man  aUdano,  die  Azen  OXi,  OVi»  OZi  bezüg-^ 
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lieb  mit  OXy  OY,  OZ  zusamnienzuiegen,  während  diese  jede 
belielni^e  Neigung  zu  einander  haben  können.  Jetzt  verschwinden 
aber  von  den  neun  Paarmomeoteo  in  9)  an  und  fär  »ich  drei, 
oSmiicb 

£Äx^  £7^,  £Zz, 

weil  die  Kräfte  dieser  Paare  in  die  Richtung  ihre»  Armes  fallen. 
Von  den  übrigen  sechs  Paaren  fallen  je  zwei  in  eine  Ebene  und 
kSiinen  daher  nach  3)  in  ein  einziges  zusanimengefasst  werden. 
Die  rechtwinkligen  Momente  d^  drei  resultirenden  Paare  werden 
dann  der  Reihe  nach  sein: 

.  ±sin(XOr).i:{i^X^a:Y)  in  der  Ebene  XY, 

^a\ü(YOZ)i:izY^^Z)        „  rz. 


Dazu  kommen  dann  in  O  die  drei  Kräfte  ' 

2X,  SZ. 

£8  ist  aber  leicht  zu  zeigen,  dass,  wenn  Gleichgewicht  vor- 
banden .sein  soll,  jedes  einzelne  der  drei  vorstehenden  Momente 
und  jede  einzelne  der  genannten  drei  Kräfte  gleich  Null  sein  mfisse. 
Denn  wäre  z.  B.  das  Moment  Ah^mXOY .{yX—'xY)  nicht  gleich 
Null,  so  wiirden,  \\ii\m  man  sich  die  Axe  OZ  fest  dächte,  allei 
übrigen  Krätte  vernichtet  Iiis  auf  das  Paar,  dem  das  genannte 
Moment  zukommt.  Dieses  Paar  aher  würde  das  System  am  die 
Axe  ÜZ  drehen,  folglich  könnte  nicht  Gleichgewicht  sein.  Zur 
ßegrilndung  des  GleirhgewidUs  aind  aJflo  iiotbivendig  und  hin- 
reichend die  Gleic^ügeo 
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Tot 


••1. 

§fö  ^.ft<MM»  l^a«  I :   '  11,1  mmm  i ,  «dete 


^  X  SM  ABC  md  mhc  z^et  rac&t  '  Ifee  Dnicdb» 

gfeM,  miktA  A  ^  JB  wm4  mt 
mm      m9d  A€  iiWilii  lUcktecfce 

Fili^  ^  Ifier  Mr>H  di^  beiden  Dreiecke  so  in  eiDaiider  gtkgty  (Uas 
«  m       «6  in  di«  Riditimsr  in  die  Rkf^r?  2^  ^ 

i0t;  i»<MlaiMi  JHnd  JEC  and  ^  bct^idi  n»  €D^^ 
misAB  ttriinfert,  die  Reditncke  ACBE  wmd  Atdg 
wmä  endlieh  die  mUsSnien  BE  ind  ^  gezo^n.  Maa 
«egieiefc  die  Congnienz  der  Dreiecke  ABE  nnd  jlAr. 

|.  4.  lUeo  zwei  Panaielognmnn  AD  nnd  mf  gleiehe  Fli- 
U  nnd  int  Wialwl  ilssa,  no  int  noch  dnn  ans  »rel 

Seite»  den  dnen  ii^  md      «tbUdete  RecMöck 
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Rechteck  aus      ei  zusämmenstossendeti  Seüto  des  lUiW 
uüdmü  i»  HiiiMkM  aof  dfv  Vli«^  gleieh.  < 

Beweis.  Man  ziehe  in  Taf.  1.  Fig.  4.  und  Fig.  5.  die  Uühen  CF 
and  cf.   Dann  ist  der  V  orausäetzuiig  nacb 

1)  Rechteck  abXef=^  Rechteck  ABxCFi 

sodann  ist  nach  dem  vorigen  Satze 

2)  Rechteck  ACXef^  Rechteck  atxCF. 

Nun  5=eien  in  Taf.  I.  Fis.  6.  A'F*  und  a'f*  zwei  in  C  eich  recht* 
winklig  schneidende  Linien«  und  dabei: 

AO^AC,  CF=iCF; 

a'C  =  HC,   Cf  =,  ef\ 

mo  dase  also  Von '  O  ans  je^ee  'Mal  zwei  Seiten  «ln«B  und  des- 
selben Dreiecks  auf  dieselbe  Gerade  anlgetragea  sind.  Constndrt 
man  nun  das  Reditedc  JKJHL  Bö,  dass  sdne  S^n  besl^Hdl 
mit  A'F^  und  a*f  parallel  ^Hr^rden»  an  meas  wegeo  der  in  der 
Gleichung  2)  ausgesprochenen  Gleichheit  der  Rechtecke  Äff  «od 
a'F  die  Diagonale  JM  nach  §.  2.  durch  C  geben.  Macht  man 
nun  noch 

F'ß'  =  ^B, 


.  .  .    ,  1  ^ • 


so  dass  also  in  F*  und  Grundlinie  und  Hohe  zuerst  des  ein^n 
und  soilanu  des  andern  der  fre?el>enen  Pa^allelo^^anlme  zusam- 
meustossen:  so  wird  die  Diagonale  MN  des  Parallelogramms 
b'MB'JS  rbenfalls  durch  CV  geben.  Es  fallen  daher  die  bt  ideii, 
Diagonalen  MJ  und  MN  zusammen.  iSun  aber  «iud  die  Recht- 
ecke a'N  und  A'^  gleich,  als  Ergänzungen  im  Parallelograifuiiit 

folglich  ist  auch  ,,         .  .  . 

\     •  •  j '    Im"»."  j  ^  )  -.1.    >  '    .    .  '  .  f, 

Rechteck  NC  +  Rechteck  a'N  s  Reübtedt  i^C  +  R«efaleck  ^N^\ 


was  an  beweisen  war. 


•  *§i"&  ' Eö  '  öoieii '  die  Winkel  des  Dreiecks  ABC  denen  dei^ 
DMld^ks  bezat^licb  gleich,  so  ist  Rechteck  ACxB'C 

<;  /Beweis«.,  ps. seien,  ^sßi  t^ftUleii  gegebenen  Dreiecke  so  neben 
einander  gelegt,  wie  es  Taf.  I.  Fi^  7.  seigt,  so  dae/i  der  jP^nkt  A' 
In  B  liegt  und  J '1^  in  die  VerliDgemng  von  AB  tsät'  Constm* 
irt  maa  mui  das  ParallelograiBm'  dJWE  so,  dass  aefaie  Mten 
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«t^alk«  f'F  it  Tal  L  Fi£.  fe.  cibe  iiiiiiw«nn.  :miL 
^tstjil         ^i**  ^^lafiwB  T^wdbcB  'den  Ziuteiii  ■w4E»**rtf*lf:  wer- 

«M*  jr  r  iiii*iigt. 


iE«0  MM*  «  Ii»  <toe  F 
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Wtl«rff  BlM0  Jür/lNM«  ms  dir  MmkmtUu 


Nimnit  man  fmer  die  com4»«!»  LifP^e  OB^o  ao»  so  iodet 
flir  OD  deo  sw^ten  Aoodrackt 


Donmach  et  gibt  sich  swiscbeo  deo  Tariabeto  I  und  «  die  GUlcbung ! 


*  sin(9— «) 


■  ■  . — 2^—.  •        •  •  .hr-.i  !l 

Bevor  n  ir  diese  Gk'u  hung  weifer  betrachten,  wollen  wir  den 
in  der  kürzesten  Zeit  zuriicki^elegten  geradlinigen  Weg  von  YV 
nach  O  finden;  zu  diesem  Zwecke  hat  man  den  Werth  von  «  zu 
bestimmen,  für  den  i  ein  Minimum  6ein  wird.  - 

Difforeosirt  man  xa  diosera  Zwecke  obige  Glelcbnng,  so  er- 

bSlt 


Bat  2tg  sin  «  sin  ^(y  —  aj  * 

8<tet  man  dieses  efste  DiffimnzlalTerbilhiiss  =0,  so  erbSlt  maos 

o  sin  9  cos  (9  —  o)  —     cos  «sin  \(p — a)  =  0. 


•i 


Da  aber  i»g^^^^^^^^  Ut.  so  findet  sieb: 

sin  g)co8  0fsin(<p  —  «) 

Sin  op  cos  (g>  —  o)  =  —  r  ' 

^     ^     '  sma 

sin  (2« — 9)=0. 

Alsois^: 

Demnach  fvürde  der  kürzeste 'geradlinige  Weg  ve»  FF  aaeh- 
O  detjenige  sein,  der  zum  Horizont  eine  lialb  so  grosse  Neigung 
bat,  als  die  Linie  FF  selbst 

Macht  man  also  BI)—BO,  so  ist  DO  der  io  der  kürzesten 
Zeit  zurückgelegte  Weg  von  FF  nach  O. 

In  ähnlicher  Weise  findet  man  den  Weg  OC,  aiif  dem  det' 
KSiper  in  der  kürzesten  Zeit  von  O  znrflek  nach  FF  gelangt; 
es  mnss  für  ihn  OB=^B€  sein. 

Betrachten  wir  jetzt  weiter  die  obige  Gleichung: 


I 
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uod  drücken  wir  die  Fiuictioo  t  von  dem  Winkel  a  ireometrisch 
aus,  iodem  t  und  a  als  Spiraleoordinaten  betrachtet  werden  ,  so 
habeo  wir. in  obiger  Glei^Qog  dieGleicboog  einer  knuDmen  Lioie. 

Die  Länge  o  werde  ausgedruckt  durch  tVn^  oben  n äliur  be- 
trat Ii  tete  kürzeste  FalUeit  a  ?od  YV  nacti  O  aul  der  Gerades 
QU.  Es  iet: 


uod  da: 


eo  iet:  . 

■109 

Dinwcb  ergibt  aicb  «bö  <l!e  GleicliaBg  der  Linie: 

Aiii^ 

Aus  dieser  Gieicbuug  sieht  man: 

1 

1)  dass  flir  «=0  sowobi  als  lür  a=:9  <=q        d.  b.  (ur  die 

Hüter  dem  Winkel  fp  vom  HoiiiODt  geneigte,  so  wie  Air  die  hori- 
zontale Veiliindang  zwischen  O  und  FF  werden  die  LeitatmhiM' 

OX  und  O  V  (Taf.  I.  Fig.  9.)  Asymptoten  der  Linie. 

Drficfct  man  jetnt  die  Polarcoordinaten  durch  Paraüelcoocdina« 
ton  aus,  so  ist  filr  das  foehtwinklige.SyAtem.  XOYi 

ysslsln«, 

■  ♦ 

und  wenn  mau  diese  Wertho  In  dor  obigen  Gleidningf  aubofltnirt, 

so  erhäit  man :  > 


T  «  «    *  . 


o^in*ic- 
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Mäsiers:  Jäne  Au^lfmke  mm  Oer  M^tämtUi,  ^ 

Bezieht  man  feiner  die  Linie  fnf  eio  rechtwinkeliges 
^yiten  ÄgOYi,  deMeo  Abscissenaclia^  mit  OJT  dee 'WinklM 

^  bildet  und  dessen  Aulai^spunkt  ebeolalls  O  uti,  «o  erhlUt  mao, 
wm  MM  fiBr    und  y  die  \Vertlie 

3f  =:^co8| -I- arisin|, 

.  .  «     .  •  ' '.    ,  • 

ia  der  Gldehttng  2)  tebalitwft  uttd  «ugl^lob  dfe  bdices  forfliU 

r 


9> 


Um  Gieicliang  ver^infaclit  sich  zunSefatft  in: 


sin«®,     „   .  «in*«)      "  **"2 

ud  gibt  bei  gehöriger  Rednction: 
!   ^  ^+1  =  0. 

Ii  . 

0ie  Linie  iat  alao  .eine  Hyperbel,  deren  Helbaeheee  a.qni 

9tuig%  sind,  oder  in  der  Figur  AO  und  Aß,  ' 

Zar  Anfstellung  der  Äsymptdtengleicbuog  wurde  raau  iu  der 
Gleicliuijg  mit  Spiralcoordinaten 

.i^ain^r^leinv 

ood  ■  '     '  '  - 

'ulij»ütuiren.   Dann  verwandelt  aich  die  Gleichung  in  '  "  '  ' 


2b 
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§B  KS$f0f:  Bfne  Aufita^  mn  Oer  BMkmß. 


I 
I 

T 

<n  ■       <      ,  <  •  '  '  ■ 


:     *      .  üb 

™     2  sin  9)* 

■ 

Diese  Ist  die  Aeymptoteogleichnng  der  Hyperbel,  deren  Achse 
a  und  6  sind. 

Ebenso  wie  wir  för  die.  Fallzeit  I  auf  der  unter  dem  Winkl 
u  SU  OB  geneigten  Geraden  die  Hyperbelgleicbung  gefunden  habei 
findet  man  aucb»  wenn  man  die  Fallzeit  i  von  O  nacb  FF  11 
rück  als  Funetion  des  Winkels  ß  darstellt,  den  die  Fallscbiefe  M| 
Oß  macht:  • 

wo  a  die  kürzeste  Fallzeit  von  O  nacb  YV  ist. 

Besieben  wir  nocb  diese  Linie,  sowie  die  erste,  asfUneob« 

näher  bezeichneten  Asymptoten,  so  erhalten  wir: 

wo  also  Ol  und  a|Cotg^  die  Halbachsen  sind,  in  der  Figur  Oh\ 
s=aj  und  ^^X(A=:ai  cotg^- 
Vergleicbungshalber  will  ich  jetzt  durch  geometrische  €on 
struction  folgende  Aufgabe  lösen :  Den  geradlinigen  Weg  10  fio 
den,  auf  dem  ein  Kürper  In  der  kfiraesten  Zeit  von  einer  vs^ 
Horizont  geneigten  Geraden  nach  einem  beliebigen  Punkte  » 
Räume  und  dann  von  diesem  xurfick  zur  Geraden  gelangt. 

Ist  (Taf.  I.  Fig.  8.)  YV  die  Gerade  und  O  der  gegebene  Punkt 
so  siehe  man  durch  O  und  FF  eine  gerade  Linie- parallel  zu^i 
Horisont,  mache  BBz^  OB  nnd  BC^  OB,  «ehe  OD  und  OC 
so  sind  dieses  die  beiden  gesuchten  Wege. 

Beim  Beweise  der  allgemeinen  Auf  losung  dieser  Aulgabe  vnn 
man  fCIgUch  die  swei  F&Ue  unterscheiden: 

1)  wenn  der  Punkt  O  in  der  Ebene  des  Neigungswinkel«  ^ 
Geraden  YV  zum  Horizont  liegit; 

2)  wenn  dieses  nicht  der  Fall  ist  ' 
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Aüs/ers:   Eine  Aufgabe  au»  der  MecJiOHik, 

Nehmen  wir  zuerst  an,  dass  die  Gerade  FF  sam  Uofiioiit 
die  Neigung  XA  F=  (p  habe  und  dass  der  Punkt  O  lo  der  £bene 
des  Winkek  XAY  liege.  Man  ziehe  dann  dureh  O  die  Gerade 
L  senkrecht  auf  die  Horizontale  AX  und  beschreibe  svrei  Kreise 
M  und  N t  deren  Mittelpunkte  in  L  liegen  and  fvelche  durch  O 
gehen  nod  YV  berühren.  Die  so  beschriebenen  Kreise  werden 
FF  in  C  und  D  berühren,  und  die  Berührungssebnen 

OD  und  OC 

.  « 

iriMl;.idle  swei  geradlinigen  Wege,  die  In  der  kSneeeten  Zelt  von 
FF  nach  O  nnd  von  O  nach  FF  lUhren,.  jund  swar  sind  diese 
kOraesten  Zeiten  bekanntlich  gtetch  "itfen  Zeften,  in  den  die  verti- 
kalen Durchmesser  der  beiden  Kreise  M  und  iV  beim  freien  Falle 
durchlaufen  werden. 

Nimmt  man  dagegen  an»  das«  der  Punkt  O  nicht  In  der 
Ebene  den  Winkels  XAY  liegt,  bo  siehe  man  durch  O  die  Ver- 
6kaie  If  cum  Horizont  und  be^ch^ibe  die  zwei  Kugeln  M  und  if, 
deren  Mittelpunkte  In  L  Hegen  und  welche  durch  O  geben  und 
die  6emde  FF  berühren.  Diese  Kugeln 'werdeb  nun  eher-  FF 
hf  II 'und  CTbefdhren,  und  die  Sehnen  " 

:  OD  und  OC  : 

^beri'anch  hier  die  zwei  ceradfinigen  Wege,  die  Inder  kflociinn 
Zeli  Ton  FF  nach  O  und  von  O  tmeh'  =FF'  IMiren»  und-  siM 
Ahd  diese  karsesten  Zeiten  gleteb  d^o  Z^ltton,  In  welchen  din 
fiUkleh  Dürchmeaeer  der  Kiigeln  itf  und  iV  'b^in  Men  Falle  » 
fädkgelegt  werden. 


.  ■  ■  \l  .  • 
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I  1' 


Ueber  die  kürzeste  Linie  zwischen  zwei  Punkten  aui 
einer  beliebigen  Fläche  und  über  die  Grandformeifi 

der  sphäroidkchen  Trigonometrie. 

♦ 

I  ■ 

dem  Herausgeber« 

;  '  Die  Aussähe  tod  der  kSnesten  Linie  »risebien  zwei  Vfoiäm 
auf  einer  beliebigeq  FlScb«  gehurt  bekanntlicb  in  das  Gebiet 

Variationsrechnung  und  Iiat  die  Geometer  vielfach  beschäftigt.  Dü 
Auflöhuii^  dieser  Aufgabe  durch  die  Variatioiisrecbnunff  unterließ 
Iceiner  Sch\vier1<»keit  und  kann  in  meiner  Sph  Ii  ro  i  d  is  ch  en  Tn* 
g^n^ietrie.  Berlin.  1833.  4.  S.  11.  nacbe^esehen  werden, 
bat :jn]r  aber  iimner  lehrreich  und  interetisaiit  geschienen,  solci^^ 
eigentlich  in  die  VariaUfmar^choung  gehurende  Aufgaben 
elMie*  di<i^  V^wriettonsrechnmigfl  Mosa  durch  die  gewöhnliche  JLfehre 
vom  GrSesten  und  Kleinaten ,  wie  dieselbe  in  der  .DifferfntM^j 
nung  vorgetragen  wird,  an  lusen*)»  weil  man  dadurch  ufteis 
neue  nicht  uninteressante  Aufgaben  Qber  die  Maxima  und  Mioiio^ 
geführt  wird»  und  weil  solche  Auflösungen  fSr  AnfÜnger  mir 
beste  Vorbereitung  auf  das  Studiuni  dei  ci^eiitliclien  Variation«' 
rechnunsT  7M  sein  scheinen.    Hierzu  kommt  im  voHiejrenden  F^^* 
noch,  dass  tlie  kürzeste  T/mie  eine  eehr  crossr  praktische  Wich* 
tigkeit  für  sich  in  Anspruch  zu  nehmen  berechtigt  ist,   weil  s'* 
einerlei  ist  mit  der  Curve»  welche  auf  einer  krummen  Flache  durcb 
geodätische  Operationen  gezop^en  wird  und  deshalb  auch  deo 
tuen  der  geoditischeii  Cunre  filbrt  Bei  Vorlesongeii  Ober  b^ihef« 


M*  auch  meine  Aofldrang  der  Aufgab«  Ton  der  Brnrbji^i^ 
chffone  ohne  die  Vsriftiioatrechnttng  im  Archiv,  Thl.  VII.,  S.  308. 
Eine  ähnliche  Anflötang  der  Aufgabe  tob  dem  Körper  des  Itleio*^ 
WIdeietSBdet  werde  ich  In  ela«B  der  felgendea  Hefte  wmMm> 
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sflMtf  PmUttmi  auf  einer  ^iMigeH  fläche  unä  eie» 


Geodäsie  wird  man  nun  zwar  immer  die  beiden  ersten  Theile  der 
sogenannten  höheren  Analysis,  nanilich  die  Diflferential-  und  Inte* 
gralrechnun^,  vorauszusetzen  berechtigt  und  genothigt  sein:  oh 
man  aber  bei  allen  Zuhörern  in  solchen  Vorlesungen  auch  eine 
hinreichende  Bekanntschaft  mit  dem  dritten  Theile,  nfimlich  mit 
der  Variationsrechnung,  wird  voraussetzen  können,  lasse  ich  da- 
hin gesteilt  sein,  bemerke  aber,  dass  ich  durch  die  Erfahrung 
öfters  von  dem  Gegentheil  überzeugt  worden  bin,  und  glaube  da« 
her,  Lehrern  der  höheren  Geodäsie  auf  Universitäten  und  poly- 
technischen Lehranstalten,  militairischen  Akademieeo  u.  s.  w.  einen 
Dienst  zu  erweisen,  wenn  ich  im  Folgenden  eine  Auflösung  der 
Auf<;abe  von  der  kürzesten  Linie  ohne  die  Variationsrechnung 
niittheile  und  'zugleich  die  Uebereinstinimong  dieser  Curve  mit 
der  geodätischen  Linie  nachweise,  indem  ich  zugleich  diese  von 
mir  gefundene  und  zunächst  im  Interesse  meiner  eignen  Vörie- 
sangen  über  hdhere  Geodäsie  entwickelte  Auflösung  auch  in  all- 
gemein matbenatischer  Beziehung  für  so  lehrreich  und  interessant 
halte,  dass  sie  auch  deshalb  die  Mittheilang  ao  diesem  Orte 
wohl  verdienen  mag. 

§.  2. 

Bei  allen  solchen  eigentlich  in  das  Gebiet  der  Variationsreeb« 
imng  geburenden  Aufgaben,  die  man  ebne  diese  Wissenscbaft 
bloss  mittelst  der  gewöhnlichen  Lebre  von  dem  Grussten  und 
Kleinsten  aufzulösen  beabsichtigt,  muss  man  von  einem  In  diese 
Lehre  geburenden  Problem  ausgeben,  welcbes  dann  eine  mSglicbsC 
leicbte  und  unmittelbare  Anwendung  des  von  uns  nacbber  genau 
tmugebenden  allgemeiDeo  Principe  gestattet,  auf  das  eigentlicb 
üie  Auflösung  aller  solcher  Anfgabeii  der  Variationsrechnung  su 
grOnden  ist.  Wir  werden  hier  von  der  folgenden  Aufgabe  unseren 
Anslsnf  nehmen: 

Aufgabe. 

Wenn  swel  Punkte  im  Räume  und  eine  beliebige 
Fläche  gegeben  sind:  auf  dieser  Fl&che  einen  Punkt 
sn  finden,  welcher  von  den  beiden  gegebenen  Punk- 
ten gleich  weit  entfernt  ist  und  ausserdem  eine  solche 
Lage  hat,  dass  die  Summe  seiner  Entfernungen  von 
den  beiden  gegebenen  Punkteo  kleiner  ist  als  die 
Summe  der  Entfernungen  jedes  anderen  Punktes  auf 
der  FlSche  von  den  beiden  gegebenen  Punkten,  wel* 
eher  von  diesen  beiden  Punkten  gleich  weif  entfernt  Ist. 

ThettXm  5 
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g§  Gruner t:  leäer  die  MurtesU  Linie  vmücäm 

AaflSsaog. 

1»  Benig  auf  eia  beliebiges  racbtwinUiges  Coordmatensysteni 
Mien  a,  e  imd  Oi,  61 ,  die  Coordimtee  der  beides  gege- 
benen Ponbte  im  Baume,  uod 

sei  die  Gleichung  der  gegebenen  FÜcbe,  Die  Coerdinateo  de» 
gesuchten  PoDl^tes  wollen  wir  der  Eiafacbbeit  wegen  doreb  Xt^ftt 

jbelbst  bezeichoen.    Dann  sind  belttimtncb 

V  (J!— «)* + (y— 6)*  +  (i-c)*  und  V  (ar— Ai)*+(s-^ 

die  EntierfiuiJi^cn  fies  iresochten  Punktes  {xyz)  von  <lrn  heiden  ge- 
pehenrn  Pnnk(en  \alj<-'  und  (/7i^,ri):  und  da  nun  der  gesuchte 
Punkt  aul  der  gegebenen  Fläche  liefen  i?nd  von  den  beiden  gege- 
benen Punkten  gleich  weit  entternt  sein  soU,  so  erhalten  wir 
zvvii^chen  den  Coordinaten  a:,g,z  «iie  zwei  felgeiidcn  ßedingung»- 
gleicbongen: 

oder 

u  =  /lar,^,s)  =  0, 

eder 

a*+6a+c^  (fli*+ ^i^+ci^j  —  2(a— 01)0: — 2(6  -  b^i^ — 2(c— €4)2 = a 

Wegen  dieser  beiden  Bedingangsgleicbungen  ist  aiir  die  eine 
der  drei  ▼erftnderlicben  GrSssen  ff,  z,  etwa  die  Grosse  nn- 
abhängig  varialiel,  und  die  beiden  aoderen»  y  und  2, .sind  als 
Functionen  dieser  Grusse^  nimlicb  der  GrSsse  x,  aufxufiissen. 

Ferner  .geben  uns  die  Bedingungen  der  Aufgabe  die  folgende 

Gleichung : 

d.  h.  Hegen  der  zweiten  der  beiden  vorhergehenden  Bedingung»* 
glaichungen : 

2  V(«-a)»+  (y-*)» + («  -  c)>= Min. , 
eder,  was  offänbar  Dasselbe  ist:- 
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«Mir  funlUgn  auf  Hner  ketifkigw  Fläeke  MUf  Ue,  8^ 

V*(j: — «)*  +  (y  —  6)«  +  (;  —€)«=:  Min. , 

welches  nach  den  Regein  der  Differentialrecboaiig  auf  der  Stell« 
XU  der  BedingaDgctgleicbuog: 

also  xn  der  BediDgungsglelchting 

Die  beiden  erste«  Bedingnngegleichungen  filbren  nun,  Inden 

dtt     9u  du 

intfirlieb  partielle  Differentiatqiiotienten  bezeiebnen  *),  nnmittelbar 
N  den  beiden  felgeoden  Gleicbungen: 


•)  Man  hat  in  neuenier  Zfit  Int»  und  wiedfr  anf^efanjp^en  nnd  in  Vor- 
schlag jc^Rljracht,  gewöhnliche  Uillereutiale  durcii  r/,  partielle  DifTcren- 
tiale  durdi  d  zu  bezeichnen.  Vor  einem  solchen  Usus  ist  aber  nach 
nnterer  Ueberccugung  zu  warnen,  weil  wir  diese  Beseeicbaung  weder 
für  bequem,  nöch  fur  oülhig  halten  könoe»,  uod  twar  aa»  fulgenden 
Gründen«  ZHTÖr4f>rtl  bei  DIf feren Ciaiqnotienten  Ut  die  vorge- 
•chlagene  Unterecbeidnng  ganz  annüU  oad  völlig  äberfloMig,  veil  biet 
die  Greene »  nacb  ivelcher  dlfferentürt  Verden  toll,  eeiioii  DoCer  dem 
Stridi  «lebt,  nnd  bei  Fnactionea  mehrerer  Variabein  ee  eich  eb  for  alle 
Mal  ««^on  gnns  von  «elbet  verateht,  das«  der  Differentialqonüeat  nnr 

ein  partieUer  sein  kann,    i^i  U  eine  Function  nur  von        so  iat  ^ 

4er  gewShnlicbe  DtiTerenClalqnoCieat  von  u  nach  X%  iet     ton  mehreren 

du 

Variabein  abhängig,  i»u  kann  ^  nur  der  purticite  DilTerentialquotient  TOn 

II  nach  S  eefn;  wenn  cell  «e  also  helfen,  im  eraten  Falle        im  awei- 

tut 

tea  Falle  ^     zu  eehreihenff  Bei  Differentialen  femer,  wo  «ine 

nntencheidende  Bezeichnung  gerade  lie<«onderA  wünschenswerth  sein 
dürfie,  mgi  weder  3u  noch  dit  «iii,  nach  ^v(■lche^  Variabehl  die  Func- 
tion mehrerer  ▼cränderÜchen  Giuüsfn  u  tlilTtimiürt  werden  soll,  dasa 
man  also  i(i  diesem  Falle  doch,  wie  z.  B.  Cauchy  thut,  wenn  u  etwa 
mek  X  differentürt  wenden  «oll,  B^u  oder  meinetwegen  auch  dxU  achreL» 
ben  muM.  Mo  Glridinng 

5» 
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dir = ft^  <f  ^  4- ^+ 

drückt  2.  B.  ganz  bpätimmt  dm  Satz  ans.  dass  das  vollständ ?«_»■*'  Diffe- 
rentiai  hu  von  fi  der  Samne  aller  ^tiellm  Differentiale  Ten  u  gieidi 
iet;  «aa  aeU  deaa  aber 


=  ÖM  +  CK  -f       +  ••••  » 

•der,  idi  weite  aichC,  vieUeieht 

liai  =  6tf    dtf  -|-  -f- 

beieeeatt  Bedieat  naa  eich  in  TailiegeQden  Falle  der  DUfatetial" 

^  ^Qotientcn ,  «o  ist  viader 

gaas  beetimmt  ond  aasweideatig  aad  allee  Uebri^  igt  nnnöts,  weaa 
aiaa  aiebt  etwa«  um,  wie,  am  coaeeqaeot  au  ▼erfahren,  Caaehj  that, 

•chreiben  will.  Es  scheint  daher  narh  ^vie  \or  das  Beste  za  sein,  da« 
aogreoannle  pesphwnnj^enc  ?  d  u  rc  !?  «rr  r  1  f  e  ii  d  als  allscmeines  l)iffe-> 
rentialseich  en  %\\  hennt/cn,  wobei  man  noch  den  Vortheil  g^ewinnt, 
man  sich  d  zu  linderem  Gebrauch .  Bexeichnnng  einer  Gröaae^ 
rirt;  Ter  der  in  Rede  Atehendm  Nencriin^  ist  daher  nochmals  za 
80  sehr  aach  eine  möglichst  einfache  unterscheidende  Bezeidl- 
gewefaalicher '  nnd  partieller  Differentiale  als  wönsthen^^werth  er- 
maae.  Bie  jelat  iat  iauier  hzU  §ut  daa  partielle  Differaotial 
dxU 

aach  X  und  für  den  parüeUeo  Differcnüaic^uoUenten  nach  2  daa 

Beate,  wem  naa  eich  nicht  ait  dem,  wae  wir  ahea  angegchea  habaa, 
hcgaagea  will,  wae  aber,  aach  naaerer  Uehenteagaag,  ia  der  That  aach 
TailkaiBflieB  aaeffaichL  Aach  darfte  ea  gar  aicht  eo  leicht  aeia,  eich, 
weaa  maa  echaell  reehaet.  Inner  aa  eriaaera,  weaa  naa  H  aad  weaa 
aun  8  echiaibea  aall,  aad  hei'n  naadllchea  Taftiaga  iet  dleea  Baaaidk- 
■aagaart  Talleade  aabeqaem.  Wir  habea  Tantdieada  Benerinmgeii  hai 
diaaer  Cfolegenheit  alebt  aatafdridna  waiica,  w«ü  aae  dfo  Saeha  nleht 
ahaa  Wichtigkeit  sa  eeia  ediciat,  laeeea  öhiigaaa  Jeden  gerda  aefaw 
Waiaa,  waaa  m  Milch  aach  te  Wieeeaechall  wenig  fraaMnan  kann, 
waaa  Jeder  betafaa  aa  aeia  glaubt,  neaa  Beaeicinnugen  elaaafnhren, 
üa  dach ,  wla  dia  BtUmog  genngsan  lehrt,  naieleaa  haiaa  allgemet- 
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zwai  Funkicn  auf  einer  öeUeifigen  fläche  und  etc» 
du     hu  dv     du  dz  ^ 


•0  dass  man  jetst  die  drei  folgenden  Gleiehiwgen : 

dii  dz 
a— öi +(6— 61)     +  (c  -  ci)g^ =0. 

Bu     du  dy     du   dz   „ 

bat«  aus  deoeo  sich  die  Differeotialquotieiiten 

dy      .  dz  • 

ToUstSodig  eliminiren  lassen.  Man  erhält  oämlich  aus  den  beiden 
efften  Glekhaogen  sogleich: 

%_(c—g|)(a?— Ol)  (g— g) 

~  (6  -  61 )  (2  -  c)  -  ( c  -  ci )  ( 3^  -  ^ ) ' 
az  _  {a—a, )  (y~6)--(6— 6i)(a:— g) . 
^-{b-bO  (X  -  c)  -  (c- c^) (3^-6; ' 

eod  filhrt  man  dies  in  die  dritte  der  drei  obigen  Gieichnngen  ein. 
aa  eriiftlt  man  die  Gleichnog: 

^  .  V  du 

+       «k)(«— «)-(«— y  r=0. 

+  {(a-a,)(y-6)-(6-fti){a?-a)}g^ 

Also  hat  man  jetat  avr  Bestimmung  von  ^,  z  die  dtti  fol- 
genden Gleiehungeo: 

2) 

«H6*+c*— (aiH6iHci*)-^(fl--«i)*---2(6--Äi)^-2(c-C|)i==:0, 

a«  , 

+«(— •0(sr-*)-(^-»i)(<»-«)l^  /' 


f 
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\)\^  zweite  diesef  drei  ivleicbungen  kamt  man  aaeh  aul  eiae 
beideo  folgend«!!  Art^; 

+  2(a- II,) (o:  - a)  i  2(6 -  6i)  C5-6)  + -2 (c -  ci;u -c)  =0 
«der 

üa»is  man  sich  die  beiden  gessebenen  Punkte  {abc)  and  (ai6|C|) 
aoch  auf  der  gegebenen  Fläche  reibst  angenommen  denken  kann, 
versteht  >ic!i  von  selbst,   and  wird  hier  nur  deshalb  noch  besoB- 

ders  hervorirehohen .  neU  gerade  dieser  Fall  für  unsem  flaupt« 
zvreck  111  dieser  Ab hainiluitg,  uünilich  die  Enhrickelung  dec  Glei' 
chungen  der  kürze:»teD  Linie,  von  Wichtigkeit  ist.  » 

In  den  drei  Gleichongeo  2)  ist  die  AuHosiiiig  esserer  Aaf- 
gäbe  enthalten,  und  wir  werden  nachber  ein  Paar  specielle  Fälle 
ausfuhrlicher  betrachten,  indciB  wir  zuvor  noch  auf  das  ResaMat 
der  im  folgenden  Paregmplieii  angestellten  Betrachtnngen  besot* 
dere  aofroerksani  machen,  weil  dasselbe  lur  den  eigentliche! 
Siwecfc»  welehco  wir  in  dieser  Abhandkag  tu  eteidiB  btehmuh 
ÜgeD»  Ton  der  grSssten  Wicbtiglieit  w/L 

§.  3.* 

Dnreb  die  drei  Punkte  (a6c),  (cri^iCi)  und  (a^fz)  wetten  wir 
uns  eine  Ebene  gelegt  denken ,  deren  tileicfaiiiig,  weoD  i;  9»  }  die 
buifenden  Ceordinaten  bezeichnen» 

eeio  mag.  Da  diese  Ebene  durch  die  drei  Punkte  (e6e)»  («i^ei)» 
(jrjfx)  geben  soll,  so  beben  wir  die  drei  folgenden  Gleicbnnges: 

ans  denen  sieb  tekiit 
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ß  je — ci)  (jT— g)  —  (g—  Ot)  (2  —  c) 

«iglebt»  so  dass  wir,  wenn  fx  einen  gewissen  Factor  beseleiinel, 
bereebtigt  sind. 

A^ft  {b^h)  (y -  6)  I , 

C=AK«-«i)(3f-«-(6-W(;r^a)l 

SU  setzen.   Nun  ist  bekaDotiicli 

du  du  du .  A 

gj(«-*)+j^(9-3f)+S(l-»)=0 

die  Gleichung  der  Berfihronijsebene  der  durch  die  Gleichung  »r=0 
gegebenen  Fläche  in  dem  Pauiite  (jeyz)^  und  nach  der  dritten  der 
Gleicliitiigen  2)  ist: 

du 

aiso  nach  dem  V  orhe^ehenden : 
folglicb 


woraus  sich  nach  dea  Lehren  der  analytisdMn  Geometrie  er* 
giebt»  dass  die  beiden  durch  die  Gieichungen 

cbarakterisirten  Ebenen  auf  einander  senlcrecbt  stehen.  Dies  HUirt 
anralttelbar  an  dem  folgenden 

S  a  t  a. 

Die  durch  die  beiden  In  der  Aufgabe  des  vorher- 
gebenden  Paragra^ben  gegebenen  Punkte  (e6c)  und 
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(oiöiCi)  und  den  in  dieser  Aufgabe  gesuchten  Punkt 
(xyz)  gehende  Ebene  etebt  auf  der  die  ireuebene,  durch 
die  Gieicboiig  t|=/t^>|fy2)  charakterii^irte  Flüche  io 
dem  Pankte  (syt)  berGbrenden  Ebene  jederzeit  eenkn 
recht 

Von  diesem  Satze  wird  nachher  eine  sehr  wichtige  Anwen* 
dang  gemacht  werden« 


■  ■ 


i.  4. 

Vui  nun  die  Aufgai»  •  in      ^.  auf  eio  Paar  «jpecielle  1 
arizuweiiden,  «ei  xuTürderfit  die  gegebene  Fläche  ein  doicb  di« 
Gkachnng  . 

chamkterieirtee  Ellipeold;  se  ist  * 

??        — ?^  ?? 
Si""a»*   ^"ß^'  hi-^f 

Folglich  ist  in  diesem  i  aUe  diu  dritte  der  Gleichungen  2): 

+  t(c-ci)(*-  a)  -  (ö  -  aj  {z-c)\^\  =0, 

+  {(a  -  ai>        6)  — (6— 6i) (ar-^  a) } ^ 
oder*  wie  man  leicht  üodet: 
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Die  allgemefiM  Aiifl8suDg  dicoer  GleiofanngeD  tot  eiwMi  vcift* 
neig»  weshalb  wir  jetit  bloss  deo  Fall  einer  Kugel  betraebten 
wollen,  Id  welehem  «=:j3=:y  =  r  ist,  uod  die  drei  aufzulObuuden 
Gleichungen  also 

«•+^+,•  =  1*, 

i^d.  Weil  es  uns  aber  bloss  auf  ein  Rechnungsexempel  ankommt, 
so  Wüllen  wir  der  Einfachheit  wegen  noch  annehmen,  dass  die 
beiden  gej^ebenen  Punkte  (abc)  und  {a^h^c{)  auf  der  Oberfläche 
der  gegebenen  Kugel  liegen.  Dann  ist  offenbar 


md  die  diel  «vfnildsendeD  Gleidiungen  sind  daher: 


+(*-*i)(jJ-i)!» 


(tt-iit)«  +  (6-6A)^  +  (c— ci)j;=0, 
{bei  — c6 ja?  -i-  (fioi  -  aci)^  +  (o^j  — 6ai)x=0. 
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Mit  der  Auflösung  dieser  ^  drei  UleichuDgen  wollen  wir  uns 
jetzt  beschäftigen. 

Aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  folgt 

^  {a  —  fii)(nbi-'bax)'^(C'-Ci)(hci--cbi)^ 

*  "  (c— Ci)  (cai  —  aci)  —  (6  -  6^)  («64  —  60») 

Fflhren  wir  nun  diese  Ausdrilcke  in  die  erste  GleMiung.  «io 
und  bemerken»  dass,  wie  man  leicht  findet»  wenn  der  Kflrse  wegen 

gesetzt  wird,  wo  e  die  Eotfernuüg  der  beideü  gegebenen  Pttftfct» 
▼ou  einander  bezeichnet, 

+ 1  (6  —  61)  (6C|'^  cbi)  -^{a  —  Ol)  (ca^  —  ac^)]^ 
+Kc— Ci)(cfl,^-«c,)--.(6— 6,)(aÄi  -  6iit)P 

— t(tf-ai)         c6i)  +  (6—^1)  (cai—aci)  +  (1?— Ci)(afii— *a|)l», 
also*  weil  sich  leicht 

ifrgpebt, 

ist;  so  erhalten  wir  für  ;r,  ^.  2  ohne  l^chwieriglceit  die  IbtgehAen 
Aasdrücke,  in  dcueo  die  oberen  und  unteren  Zeichen  siich  anl 
einander  beziehen :  ' 

^"^^  V{abi  - 6al)« i ^6ci -c^i)»  +  (cni— ac^ *  •  ' 
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Ant  den  beiden  GleichoDgBO 

«*+y"  +  »*  =  rS 
(a— «i)a:  +  (6— ^i)^  +  (c— C4>2^0 
erhält  man  durch  Differenäatioii : 

,  +  +  (c-c.)  J  =  0 

uid 

*  Am  den  beide»  ersten  Gleichungen  folgt: 

und  aus  den  zitei  leUten  Gleichungen  erhält  maat 
a»>-  (6_6J,-(c-.c,)y  • 

Die  €rOsse,  welche  ein  Minimum  werden  eofl»  ist  bekannt- 
lich« wenn  wir  dieselbe  darch  St  bezeichnen« 

woraus  sicL  durch  Differentiation  ergiebtt 

und  hieran«  fenier«  vr^m  man  der  Kfine  wegen 
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ab,  nnd  dieses  ist  dalier'  nur  sa  «mitteliu  Nach  dflio  Vorher* 
gdiendeD  ist  aber 

.  =.-H<._jSr<?-,t,H.4©-.(D-,. 

(6-*»)j-(c-c,)3,"+W  +W 
M  dsMi  w  felgück  nur  mI  da*  Zeieben  von 

bci  —  cbi 

(6-6,)«— (c— 

ankomint.  Nach  dem  Obigen  Ist  aber,  wie  man  mit  RMsieht 
iof  die  schon  Torher  angewandte  Relation 

(a—Oi)  (6ci— c6i)  +  (6— 6i)  (cai — ocg) + (c— Ct)  (a6|— = 0 

leicht  ÜQdet: 

♦  (6— 6i)z— (c~ci)y 


Daher  iat 


_  ,  V  (fl6|-6aJH(6c^-c6i)H7c^i^ 
*  er 


6ci  — e6i  .  ö^-ß 


poeitiT  oder  negativ,  jenachdem  man  in  den  obigen  Ausdrücken 
▼on  X,  fft  X  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  nimmt;  nnd  es  fin- 
det  also  für  die  oberen  Zeichen  ein  Minimum «  für  die  unteren 
dagegen  ein  Mazimnm  Statt. 
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Bezeicbaet  man  das  Dreieck,  dessen  Spitzen  die Pwkie  {abe\ 
ißibiCi)  and  der  Mittelpnnkl  der  Kogeft  sind,  dmcli  J\  m%ak  W 
kanntiich 


also 


 22  V 

 .  ^  

Nnn  ist  aber,  wl#  man  leicbt  findet: 

=  (a  +  Ol)  (r* — «iij  —  bbx  — ccj) , 
und  foiglicb 

Nhamt  man  die  dnrcb  den  Mittelpunkt  der  Kngel  und  die  bei- 
den gegebenen  Pnokte  (#f6c)  nnd  («|6|G|)  bestimmte  Ebene  als 
Ebene  der  xy  an»  femer  den  anf  der  die  beiden  gegebenen  Pankte 
mit  einander  verbindenden  Sebne  der  Kogel  seoicrecbt  atehcaden 
Dnrcbmesser  derselben  als  Aze  der  jr;  so  ist  olenbar 

also  nacb  dem  Obigen: 

nnd  folglich»  weil  offenbar 
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Ut: 

Aber»  weon  man»  was  offenbar  verslattet  Ut,  a  poaltiv  «nIimiI; 
also 

^Iglicb*  w€ii  offenbar  e*s=46*  bt: 

a'=±r,  ^=0,  1=0. 

Dieses  leiebt  voraassuseheade  einfache  'Resultat  wird  bnui 
oboe  Schwierigkeit  geometrisch  KU  deuten  verstehen;  hier  hatten 
wir  nur  die  Absiclit,  eis  mriglichst  einfaches  Beispiel  lllr  die  An» 
Wendung  nnserer  allgemeinen  Formeln  an  gehen. 


{.  5. 

Bevor  wir  au  der  Entwickelung  der  Oleicbnngen  der  kdrie- 
stsD  Linie  übergeben,  wollen  wir  saror  noch  die  Gleichang  der 
sogenannten  Oseulations« Ebene  einer  Curve  von  doppelter 
KrAmmnng  entwickeln,  weil  diese  Ebene  weniger  bekannt  ist 
nnd  auch  die  Entwickelnng  Ihrer  Gleiehnng,  wie  mir  scbeini; 
nicht  immer  mit  der  nOthigen  Strenge  nnd  Evidenz  gegeben  wird. 

Es  seien  also 

die  Gleichuogen  einer  Curve  von  doppelter  Kräramung  oder  ffber- 
haupt  einer  beliebigen  Curve  im  Räume.  Lässt  man,  wenn  von 
jetzt  an  a:,  y,  z  die  Coordinaten  irgend  eines  iiestimmten  Punk- 
tes dieser  Curve  bezeichnen,  x  sich  um  da:  ändern,  so  mögen 
wie  ucuolinlich  und  dz  die  dadurch  herbeiijefiihrten  Aende- 
rur)£;cii  von  y  und  2  sein;  lässt  man  aber  a:  sich  um  — än- 
dern ,  80  mtiguii  die  dadurch  herbeigeführten  Aenderunsjeii  von  y 
und  z  durch  J^y  und  bezeichnet  vrerdeu.  Die  Gleichung  der 
durch  die  4fei  Punkte 

(x'-Jx,  ffi-Atf,  t+^i%) 

gelegten  Ebene  sei 
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wiMf  AUirt  AM  die2«se  Wertfie  vom  B  mmA  f   in  «g^ 
ein»  8<»  «rbält  aiaa; 

^  :s 

Glekbungen 
«fvrch  .Snbtraelion  die  (^leidbMg 

«mf  dien«  Oleieibmg  ist  dafar  Mdb  4«b  VarW^^ebMiai 

 [-0 
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oder 


/ix  dx  /  ^  / 


Da  man  nun  unter  der  Osculationa-Eben«  der  gegebe^eft 
dtrre  in  dem  Punkte  (aryz)  die  Ebene  veratebt,  deren  Lage  doreh 
zwei  in  dem  Punlcte  {xyi)  zusammenatoaaende  Elemente  der  GnrFe 
«der  durch  den  Punkt  \xyz)  und  zwei  andere  unendlich  nahe  bei 
demselben  liegende  Punkte  der  Gurre  bestimmt  wird>  so  erbllt 
man  die  Gleichung  der  Oscnlations- Ebene,-  wenn  man  in  vorate- 
besder  Gleichung  Ax  aich  der  Null  nähern  liaat  und  au  der  GrSns* 
gicicbung  ubergebt.  Zu  diesem  Ende  fat  nach  dem  Taylor- 
'•eben  Lehrsatze,  wenn  B  und.pi,  Bi  positive»  die  Einheit  nicht 
vbersteigende  Grüsaen  bezeicbnen: 

=i(p'ix),Jx^  l<p"{x  +  BJx) .  Jx*  , 


also 


ttnd 


--7-  —  €p*(x)  +  iqt'ix-l'BJx) .  Ax 

^x  « 


^  =-»'(*)+4»»(*-fli^).^*. 


♦ 
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djc  Ax' 

s(S + ix)--^'^"^' + ^^^^ + ^^^-^^^^ 

I 
I 


Gellt  »M  «un,  iadkM  ^JT  skk  ^  NnD  niliert»  s«  de«  Gnioe 
^cr,  M  erMt 


^Äx\m  ^  Lj^^  ^^^^' 


mid  Treil  m&o  m^i'        uLi^e  Gleichnng  miserer  Elb^eaie  wich  I 
Art  «du'eibeB  kmn; 


^a^V-dO-  Ax        J  i 
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so  ist  die  GriosgleichoDg,  1.  ilte  Glelclmiig  der  Osculatioos- 
Ebene  nacb  dem  VbrIiergeiieiideD : 

oder 

Denkt  man  sich  ar,  2  $äinintli<:h  von  eiwer  gewissen  ver 
Inderlicheii  Grösse  (o  abhängig,  so  ist 


ieraer 


r 


ö^^a^a«^  a^a^ 
8*2/  _  a<p^  aj:'e<o>  8«'ag>^""aitt  'aQ*. 

od  ganz  eben  eo: 

öz  _  &  .  a^r 

[  ar    c)2^     dz  (ßx 

a«!  _  a«'aio«~a«'Sg 
f  ^a  J 

folglkli         wie  man  lelcbt  findet: 

dy  a^z    az  a^ 
%  a«2  az  a^  ä^'g^^g^'aa)^ 
S  iSi^^fö  g^=~  "7ä^\- — ' 
I  W 

^  dekor  die  fiiielobiiiig  der  Oeeilitloiie-fibeDe: 


f 


6* 
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/dz   d'^a:     Li:    oh\         v  l  _a 

oder  auch  der  Kürze  ^egen,  weon  man  sich  nar  Immer f/t* 
sSmmtiioh  als  von  eloer  gewissen  verSnderlicben  GrOsse  abhtDgig 
denkt:  i 

3)  f  {dzd^s  -  dxd^z)  (»  —  y )  ^  =  0 


§.6. 

^ir  wollen  jetzt  zu  der  Entwickelung  der  Gleichungen  d«r 
kürzesten  Linie,  als  dem  Ilauptgegenstande  dieser  Abhandlung, 
übergehen.  Diese  Entwirkehiiig  ist,  ^vie  in  ähnlicher  Weise  bei 
allen  älinüchea  eigentlich  iii  das  Gebiet  der  VarlatloiisrechnuDgj 
gehörenden  Aufgaben,  auf  das  folgende  Princip  zu  griindeo:  | 

Wenn  zwischen  zwei  auf  einer  beliebigen  Fläche 
Ii  eilenden  Punkten  auf  dieser  Flache  die  iiürzeste 
Linie  gezogen  ist,  so  ist  auch  jeder  Theil  dieser 
Linie  die  kürzeste  Linie  zwischen  seinen  beiden  Eo^' 
punkten  aul  der  Fläche. 

Denn  wine.  dieser  Tiieil  nicht  die  kürzeste  Linie  zwischen 
seineu  Endpunkten,  so  würde  sich  zwischen  diesen  Endpunkteo 
auf  der  Fläche  eine  kürzere  Linie  als  dieser  Theil  ziehen  lassen, 
welcher  zusammen  mit  den  übrigen  T heilen  der  kürzesten  Linie 
zwischen  den  beiden  gegebenen  Punkten  anf  der  Fläche  ein« 
Linie  darstellen  wurde,  welche  ebenfalls  zwischen  den  beiden  ge- 
gebenen Punkten  läge  und  offenbar  kOrzer  wäre  als  die  ktaesM 
Linie  zwischen  diesen  beiden  Punkten,  was  ungereimt  ist. 

Denken  wir  uns  nun  zwei  in  dem  beliebigen  Punkte  (ifJfO 
der  zwischen  zwei  Punkten  auf  der  durch  die  Gleichung 

eharakterisirten  Fliehe  gezogenen  Kürzesten  zuaammentflMMends/ 
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einander  gleiche  unendlich  kleine,  und  daher  geradlinig  zu  be. 
trachtende  Elemente  dieser  Kurzesten,  so  muss  nach  dem  obigen 
Princip  die  Summe  dieser  beiden  Elemente  zwischen  ihren  beiden 
Sussersten  Endpunkten  die  Kfiraeste  auf  der  Fläche  sein ,  woraus 
sich  nach  dem  in  §.  3*  bewiesenen  Satze  ganz  unmittelbar  und 
auf  der  Stelle  ergieht,  dass  die  durch  die  beiden  in  Rede 
stehenden,  in  dem  Funkte  (xyz)  zusammenstossenden  Elemente 
imserer  Kürzesten  bestimmte  Ebene  auf  der  Berühnmgs -Ebene 
der  dur^Hi  die  obige  Gleichung  charakterisirten  Fläche  in  dem 
Punkte  (xyz)  senkrecht  stehen  muss.  Erinnern  wir  uns  jetzt  aber 
ferner  aus  §.  5.,  dass  man  die  durch  die  beiden  in  dem  Punkte 
{xffz)  zusammenstossenden  Elemente  bestimmte  Ebene  die  Oscu- 
lations-Ebene  unserer  Kürzesten  in  dem  Punkte  (0:1/2)  nennt;  so 
ist  klar,  dass  man  zur  Aufstellung  des  folgenden  Satzes  berech- 
tigt ist:  , 

'  Die  kürzeste  Linie  auf  einerFIftcbe  zwischen  zwei 
Punkten  wird  durch  die  Eigenschaft  charakterisirt, 
dass  in  jedem  ihrer  Punkte  Ihre  Osculations-Ebene 
auf  der  BerShruugs-Ebene  der  FiSche  in  diesem  Punkte 
senkrecht  steht. 

Mittelst  dieses  Satzes  ist  es  leicht^  die  Gleichungen  der  Kür- 
lesten  zu  finden«  Denn  zuvorderst  ist  die  Gleichung  der  BerQh- 
nmgS'Ebene  der  durch  die  obige  Gleichung  charakterisirten  Fliehe 
in  dem  Punkte  (xi/z)  nach  den  Lehren  der  analytischen  Geome- 
tiie  bekanntlich:  ^ 

Ferner  ist  nach  §.  5.  3)  fiie  GIcichuDg  der  Osculations- Ebene 
der  Kfirzesten  in  dem  Punkte  (^2:^2): 

(ajf»-8«0>sf)(ii-a:)  J 

Da  nun  nach  dem  Obigen  diese  beiden  Ebenen  auf  einander 
senkrecht  stehen  müssen,  so  erhalten  wir  nach  den  Lehren  der 
auaiytiBekeo  Geometrie  die  Gleichung; 

+^(aza««— ajp8«z)  }  =o. 
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Aimt  «iiid  die  CSMcbuBgM  der  KfirsMten: 

5) 

gf.(8y8«r-8x8»») 

dSl 


oder  andii 


6) 

fiilmioirt  mao  au«  diesen  beiden  Gleichungen  so  erhält 
man  die  Gleichung: 


oder 


=0, 


i  ay  (ad?a*a? + -  (a«» +a2a)  a^^  \ 

.  =0, 

-  ~  i  a«  (a^  a^iy + a«  aa«)  ^    + \ 

oder 

(a«a«ar + ^a^+aia«»)  -  (a«s» + ^-^ht^)  ^  \ 

=  0. 

(a4?(aa;a^ar + a^  av +aia''«i)— (a«^+%f -i-ai*;  a^o: } 
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aho,   wie  mau  «pgIvMch  findet: 

Aaf  diese  Weise  erhalten  wir  überliaupt  die  drei  folgenden 
Gleichungen : 

■ 

^  (aza»*  -a*a»i)  ---^^  (ö^  a«*  -^a#a^)s=o, 
'^"^  (aa:a»*^a«a«:ir)^^^(8za»i^ai0^)=o. 

Betrachten  wir  aber  ds  als  constaiit,  was  verstattet  ist,  setseii 
alio  a^j  =  U>  i>o  werden  diese  Gleiciiungea : 

8) 

^j?  ^3_^3  ——0 
a^c  ay^   a^  a«*  ' 

aÄ  a«z  aiz  av 

a^  a*'^'"  az  'a^^ 

aÄ  a*ar  aÄ 
ä»  'S» -öa?  'ai»— 

Ans  der  obigen  geometrischen  Eigeofichaft  der  kürzesten  Linie« 
welche  der  Eotwicl^elang  der  vorstehenden  Gleichungen  derselben 
mir  Grundlage  gedient  hat«  dass  nämlich  in  jedem  Punkte  der- 
selben die  Berfihrungs- Ebene  der  Fläche,  auf  welcher  sie  gezo- 
gen ist,  mul  tlie  Osctilation« - EI>eno  der  Curve  auf  einander  senk- 
recht  stehen,  geht  liuiuUtelbar  Folgendes  hervor: 

Wenn  man  sich  die  Kurzeste  in  Elemente  getbeilt 

denkt  und  jedes  dieser  Elemente  über  seinen  Endpunkt 

hiuaus  verlängert,  wobei  man  die  Elemente  in  einer 
gewi^^'^eii  Ordnung  zu  nehmen  oder  nach  einer  gewis- 
sen Richtung  biu  zu  zählen  hat,  so  ist  die  Projectj^o» 
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■ 

dar  Verlängerung  eines  jedeoElemeote  aaf  derFllebe, 
anf  welcber  die  Rtfrseete  gesogen  ist.  Immer  das  nSeliat 

folgende  Eleiueut  der  Curve. 

Hierin  ist  aller  mmitteiliar  das  Prineip  aosgeeprochen,  naeh 
welchem  In  der  GeedSsie  anf  einer  Pllclie  sogenannte  geodfttiseb* 
gerade  Linien  gezogen  werden,  worillier  wir  das  Weitere  der  ge- 
nannten Wissenschaft  überlassen  müssen  *).  Man  pflefft  daher 
die  kürzeste  Linie  auch  die  geodätiscbe  Linie  zu  nennen  ^« 


§.  7. 

Das  Rotaliens-Ellipsoidy  welches  ttr  die  mathematisebe  CSeo- 
graphie  nnd  GeodXme  Ton  Torzu^lieher  Wichtigkeit  ist»  wollen 

wir  jetzt  einer  besonderen  Betrachtung  uaterwerten. 

a 

Die  Gldchnng  desselben  sri 

0) 


.2 


•o  ict  im  irorhergeheadeo  Paragraphen 
m  setsen»  nnd  folglich 


*)  M.  ».  s.  B,  meine  «choii  angeführte  Sphäroidisehe  Trigo« 
Bometrie»  $•  L  und  $,  2. 

a*  O.  habe  ich  ans  der  obigen  Grundeigenschafit  der  geodft- 
tfadiea  Iilnie  ihre  Gleiefaongen  abgeleitet  nnd  dann  mittelgt  der  Taria- 
tiooireehnung  gezeigt,  data  diene  Linie  mit  der  Kärteeten  einerlei  fet, 
slio  eigentlich  den  nrogekehrCen  Weg  ron  dem  im  Obigen  eingeschla- 
genen Wege  Terfelgt  Hier  kam  et  mir  darauf  an»  die  Betrsehtnng  Ton 
der  Variatienerechnnng  gans  nnahhdngig  an  machen  nnd  in  das  Gebiet 
der  gewöhnlichen  Differentialredinung  hinnberxnfihren.  Bemerken  >vill 
ich  hier  noch  gelegentlich,  daaa  im  Vorhergehenden  immer  bloss  von 
der  Kurzeeten  ^ciproehcn  worden  iet>  indem  wohl  auf  <ler  Steile  in 
die  Angen  springt,  dass  Ton  einer  längsten  Linie  zwisclien  zwei  PüiL- 
tcn  auf  einer  Fläche  oder  von  einem  Maximum  überliaupt  gar  keine 
Bede  sein  k^nn. 
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also 

Daher  haben  wir  nach  dem  ▼orbergeheodeo  Paragraphen  die 

GleicbuDg 


^     dif    ^  da: 


iiso^  wenn  C  eine  Cuostante  bezeichnet: 

Bezeichnen  whr,  indem  der  positive  Theil  der  Aze  der  s  nach 

dem  Anfangspanlcte  der  Längen  hin  gerichtet  angenommen  wird, 

die  Länge  und  reducirte  Breite  durch  o  und       so  ist  bekanntlich 

xsacofloicosQ» 
11)      y=a  sind»  cos 
z  ssdsincS ; 


also 


ftr= — a(8in(eco8Sd(D4'C08CDsinSdS)» 
dy=s  a(eoscocosQa6> — simosincSacS), 
^  =  6cosQdS; 

folglich 

icos  cD^cos  c3^d(o— sin  ocos  0)5  in  ö)  cosG)^  Ö3  i 
-I-  eioo^oeS^o-f  ein»Goe<D9incScosS8c»* 

also 

12)  ady'—ydxs:ia^C08&&n* 
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Ferner  i«t 


«in  cos  5' do»'  4-  cos  «o^sin  €3<9S*  j 
OOS tt^eos  o^dtt*  -f  sio    sia  u^dö*  * 


also 


13)   a«2^  a^cos Q^ao}^    (a^«ia     -f  ^^cos 

ISacb  10)  ist 

aady  —^dx  =  Ca<» 

also  nach  12):  # 

14)      cos  ä^ao  =  C^. 

Folglich  iäl  oach  lo) : 

fl^cos  S«do«  =  C*|  <^cosl3«d»*-f  (a*sia  fi*cos  6^  8S*U 
woraus  sich  leicht 

ptangi5»  +  l 

also 


W       v->C0SW*  — J 


16)  a«=db-öö 


orgiebt>  wenn  nsD  das  obere  oder  untere  Zeichen  nunmt»  jenacb' 
dem  dm  und       ^leicbo  oder  ungleiche  Vorseichen  haben,  d.  b* 

jenachtlcm  w  und  S  f^Wchz^itifi^  zu-  oo^  abnehmen,  oder  »venu 
das  eine  zu-  oder  aboimiüt,  da^»  andere  ret!»|>ectiv e  ah  -  oder  zuimuiut. 

^lehmen  wir  jetzt  die  «eodätische  Linie  naeh  dersiilben  Ricli- 
tung  hin 3  nach  welcher  die  Langen  gezShIt  werden,  und  beselch- 

nen  das  Azimuth  durch  ^,  wo  belrsnntlich  B  nicht  grüsser  als  tt, 

und  j  ;nJi  der  Seite,  nach  ueldier  die  Liinixen  i^ezlihlt  werden, 
und  nach  der  Seite  des  poyuivtn  Erdpols  hin  fienonnueu  wird:  äo 
ist,  w()hv\  Taf.  II.  1  ig.  1*  zu  vergleichen,  offeubar,  jenachdem 
d<i»  oder  d>4ff  tat: 
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-  stf«f  ^miu$n  auf  ^hm  öeiMifm  F4ätke  wnä  me.  M 

oder 

ibo«  weil 

CO«  U  35  —  Ö>  =  CO«  (Ö  —  i») 

ist,  allgeiDAin  \ 

10)   ^ineds=:z\  ±^^,d(a. 
Migt  aber  oach  11): 

-f  .y*—  a*  (co«  co^-l-aiD     co«       o^co«  ö*, 

neil  G)«  absolut  geoommen,  uie  in  übersteigt: 

V"i* a  cos  ö, 

nii  folgUch  nach  16)  allgemein : 

17)  sin  60«    a  eos  tSdco. 

Nach  14)  uud  17)  bat  man  jetzt  al«o  die  beiden  folgenden 
Gleichungen ; 

«in  ^5  s=  a  CO«  o9(o ; 
aus  denen  niittelat  Division  «icK  • 

also 


e  cos  » « 


18)  acoBQ«ind=:C 
f  oder 

C 

i  19)  GOScSsittOsis: 

ergiebt,  in  welcher  Gleichung  der  fflr  die  sphäroidi.sche  Trigono- 
metrie lind  Geodäsie  hüclibt  wichtige  Satz  ansjjesproclien  ist, 
dass  jede  geodätische  Linie  aul'  einem  Rotations -El- 
lipsoid  die  ni  e  rivuürd  ige  Eig^enschalt  hat,  da««  da« 
Product  co«(i)«ia6  eine  conatante  Gru««e  l«t  '>if  > 
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Weil  ö,  absolut  erenomnien,  nicht  grösser  als  \n,  und  da« 
stets  })ositive  Q  nicht  grösser  als  n  ist.  so  ergiebt  sich  aus  der 
Gleichung  18),  dass  die  Constantc  C  stets  positiv  ist»  was  man 
im  Folgenden  immer  za  beachten  bat. 

Dnrcb  DlfferentiatioR  ergiebt  sieh  aus  der  Gleicbung  19) : 

— sin  ^  sin  ddQ  +  cos  ö  cos  6dd =0, 

also 

20)  cotdda=:taDg(öci(ö. 
Wir  wollen  nun  8»»  dcS,  d$  sämmtlicb  bloss  durch  $  amaQdeOcfcai 

r 

•Dchen. 

Aus  der  Gleicbuni;  20)  ergiebt  sich  zuFordevst: 


COtö  jj 


Nach  19)  ist 


folglich 


cos  S*s=  -^s*  C086C  Ö*,  sin    s  1  — ^  cosec  ; 


1 — s- cosec  • 

ÜnigQ*:=: — l^ä  =g5SIBÖ«— 1; 

-«  cosec 


also 


indem  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt»  jenachdem  c5 
positiv  oder  negativ  ist  Also  ist  nach  dem  Obigen : 

21)  ai5=+ 


das  obere  oder  untere  Zeichen  genommen,  jenachdem  o  positiv 
oder  negativ  ist 


Femer  ist 


jQ^cos  S*— 1  =cosec  6*  —  1  =:cot0* 


und 
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p  taug  o)H  1  =  ^«  •     «»"  ^'^  - 

wir  vrie  geivvbniich 

Ketzin.  Also  ht  nach  15)  und  21),  wie  mau  leicht  findet: 

8111 6«-€«  *  ^ 

a«* = -2  öö*=  - — ^  aö«, 

HM 


23)  aa)r^±aöm/  - — -^^ 


1— coaecÖ* 


1  s-  cosec  6* 


voeineBestliiiinang  wegen  de^Zeichens  nachhergegeben  werden  wird* 

Endlich  ist  nach  17)  und  18) 


^      a  cos  6>  ^         C  „ 
8ina  sintP 


folglich  nach  23) : 


C       4  / 

^'^±än6^^^V/    —  IT' 

W      1  — -^coaecö* 

wo  in  den  Formeln  '23)  und  24)  die  obereti  und  unteren  Zeichen 
*icli  auf  einander  beziehen.  In  den  Fonneln  23)  und  24)  ist  nun 
noch  eine  ßestimmung  wegen  der  Vorzeichen  nöthig. 

Wegen  der  Gleich.  17)  haben  dto,  dt  gleiche  Vorzeichen,  was  sich 
iQch  unter  den  oben  gemachten  Voraussetzungen  von  selbst  versteht. 

Nach  2Ü)  ist 

dß = taog  6  tang  üdti. 

Ist  Dan  zuerst  ö<i^,  so  haben  nac  li  dieser  Gleichung  und 
deiche  oder  ungleiche  Vorzeichen,  jena(  bdem  ö  positiv  oder  ne- 
gativ ist    Aus  Taf.  II.  Fig.  1.  erhellet  aber  auf  der  Stelle,  dass 
diesem  Falle,  wenn  n&mUdi  6<i3K  ist,  9o  und  Bs  mit 
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i;lMcbes  Vorzelcbeii  haben,  hlso  haben  dm  nnd  mit  cd  gleiches 
odtr  DDgleicbes  VomiclieD,  jeMcbdem  ö  ponliw  #d«r  ii^pUiT  ist 

Ut  feraer  <^>i«,  «o  haben  wegev  der  oUf^  €9eichoiig  96 
mid  8S  nn^leidie  oder  irfeieke  VoraeicheD,  je— chdem  S  positiv 
oder  negativ  ist.   Ans  Taf.  11.  Fij^.  1.  erhellet  aber  aaf  der  Stelie, 

dajss  in  diesem  Falle,  wenn  nämlich  (9>>;r  ist,  f  o  und  c.t  mit 
nugleiches  Vorzeichen  hahea.    Also  bal>eii  cia  uüd  ci  mit  c6  glei- 
ches oder  ungleiches  Vorzeichen,  jeuacbdem  ü  poeiÜF  oder  ne- 
gativ ist. 

Folglich  haben  allgemein  dm  und  9$  waihB  gieichee  oder  in» 
gleiches  Voneichen»  jenaehdem  5  poaitiT  oder  negattv  Ist,  und 
man  moss  also  offenlmr  In  den  Formeln  23)  nod  21)  die  oberen 
oder  nnteren  Zdcfaen  nehmen,  jenaehdem  ä  posifiv  oder  negativ  ist 

!\ach  23).  21),  24)  i«t  also,  wenn  man  in  aüen  Formeln  die 
obere  n  oder  uutereo  Zeicbeo  nimmt«  jenaehdem  ü  positiv  odet 
negativ  ist: 


oder  auch,  wie  leicht  erhellet: 
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Bezeichnen  wir  jetzt  zwei  zussmimeageliürende  bestimmte 
Werthe  von  Bt  ^  durck  6^,  Qo»  haben  wir  narb  18)  die  Glel- 
duugen 

«Oft  denen  sicli  die  Gleichung 

26)  sin  ^0  cos  c5o  =  sin  6  cos  c5 

«dir 

sio^sin(UO<>— Oo)  -sin(180<»— 0}sin(OO<'— S), 
Wer  die  Proportion 

sin  öo :  siu  (ibU*>  -  6)  =  sin (W— ö) ;  .>in (90'»— öo) 

er^itbt  Diese  Proportion  Dllirt  unmittelbar  dazn,  ein  spfiäriselies 

flulfsd  re  ieclc  mit  den  Seiten  90^ — 6)(,,  90^— ö  und  d(^n  (Jegen- 
winkeln  180^ — ^,  fj^y  .mzunehmen,  in  welchem  der  dritte  Winliel 
darch  P  un<l  j?eine  Gegenseite  durch  Q  bezeichin^t  v\orden  mag, 
»ue  durch  Taf.  II.  Fig. 'i.  erläutert  wird  ,  wo  nun  P  und  Q  gewisse 
Hulfsgrussen  sind,  welche  wir  zur  V  ereint'acbuog  der  Formeln 
benntzen. 

In  dem  Hülfädreieck  ist  nacli  den  Lehren  der  sphärischen 
irigonometrie; 


•)  Es  ist  mir  iiiiffallend  f;cwcsen,  das«  der  <]er  WisRcnKchaft  711  früh 
«itriuRcne  (jr  u  d  c  r  m  a nn  in  eine  r  AMiundliin^r  .  dio  sic  h  tuitcr  lieiu  J  it i»! : 
Fu  n  tl  am  en  ta  T  r  i  g  o  n  o  m  e  t  r  i  a  c  s  p  ha  c  r  o  i  d  i  cae  cxactu;  i  m  |*  r  i - 
mi8  de  li-ncis  hre  v  i  s  c  i  m  i  s  .  vtlgn  dintis  g  e  o  d  a  e  t  i  ci  ,  in 
iu  |)  e  r  i  i  c  ie  s  p  h  a  c  r  o  i  d  i  i;  a  in  (  i  <  i  t  e  *  r  .)  o  ti  r  n  a  I.  T  hh  S.  294. 

findet,  den  so  wichtigen  Gcbranch  des  llülfsdrfiprks  in  der  sphnroidi- 
icben  Trigonometrie  gar  nicht  pekuniit  zu  Imlun  ii  litint,  so  wie  denn 
überhaupt  diese  Abhandliiii^  schon  rltirrlj  diu  TittJ:  Ftjndanicnta 
Trigonoinetriae  s  p  h  a  e  ru  id  i  c  a  e  exactffc  {2rrns>(*rc  Lrwartung^en 
zu  erregen  n\n  rn  hpfriediifcn  scheint,  weil  sie  nur  weui^  «j^eeignet  «ein 
'ffirfte,  einen  driitln  lK  ii  lle^^rill  ^  011  dem  eigentlichen  Wesen  der  sphii- 
oidischen  TriL';i»[iometric  y.u  ^irchrn  namentlich  wenn  es  sieh  nin  die 
>o  wiclitijz^e  Anwendung  df  rs»  h>en  in  der  Get)däsifi  handelt.  Die 
\chtang,  welche  ich  vor  dem  \  erstorbcrirn  stets  gehallt  habe  und  noch 
habe,  konnte  mich  nicht  liindem,  dies  hier  zu  bemerken,  im  InteresM 
ijgqwijglMi»  vekfan  irMlialolu  ■adi  j«ur  Abhaadknig  greifen  «oUteB. 
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HS  erunert:  Veber  me  kßrteite  UiUe  mftseheH 

_  cos (90^— 6))—  ros(90Q-- G>o)C08Q 

»«./ifino    i»\    cos (90»  —  6)o)  —  cos  («iQo  -  m) cos Q 
co«<lW>--«  =  ^„(900-Q)s»i^  ' 


also : 


sin  6o  cos    = sin  ^  cos  Q ; 

Ä  sin  6)  -  sin  ö),,  nos  Q 
COSOts: 


CO»  Üq^uiQ 

.  _  cos  ^-^ COS COS  P. 
SIO  üft  —  : — A     •    r%  » 

^  Sin  6*0  sin  P 


costf-=5 

sinö  =: 
und  folglich  hieraas: 


COS  cä  sin  ^  ' 

cos  6*0  —  cos  gcos  P . 
sin^sinP  ' 


sia  ^0  cos  c5o = sio  $  cos  ; 

sin  ü  —  t»iu  ÜqCOS  Q -f  cos6^coäQQ&in 

cos  0  =  cos  6^  cos  P    sin    sin  So  ^* 

sin  So  =  sio  S  cos  ^  —  cos  Q  cos  c3  sin 

cos(fi,  ^cos^  cos  P  -f  sind  sin  5  sin  P. 

Aus  den  drei  ersten  dieser  Gleichungen  folgt  durch  Differen« 
tiation,  nenn  man       ^o       constant  betrachtet: 

Osscos  B  cos      ^  sin  9sin  ödS , 

COS  SdcS  =s(co«  6*0  cos  Oo^os  Q — sin  So  sin  Q)BQ, 

sin  6bd  —  (sin  Öq  sin     cos  P  +  cos  Bq  sin  üP. 

Aber 

sin  S  cos  Q = sin  So  ^  ^  *f     ^  CO«  So  wn  Q  cos  Q 

s  sin  So  +  (cos  Öq  cos  So  cos  Q — sio  So  sin  Q)  bIdQ, 
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zwei  i'ufdUen  auf  einer  öeüebigen  Fläche  und  etc.  fg 
(cos    cos  Üq  cos  Q  —  sio     sin  Q)  sin  Q  =:Bin  ü  cos  Q — sin  cS^ 

cos    cos  cjoCOS  Q — sin  Uosin  Q  ==  cos  6  cos  c5 ; 

und 

cos  6  cos       cos  öo  cos  P2  —  gj^  />eos  P 

= €08  6>o — (sin  <^8ui  «5o  cos  p-f  cos  6^0*^0^  s^n^» 

(sin  6|q  sin     cos  P + cos    sin  P)  sin  P  =  cos  ^ —  cos  6  cos  P 

s  sin  B  sin  ö  sio  P« 

sin  6^0  sin  q^^os  P  +  cos  d^^sin  7^=  sin  6  sin  u ; 

aUo: 

sin  6  sin  Q^(ä  =cos  6  cos  ^80, 
cos  SdeS  :=  cos6(os  QdQ» 
sxnBhB  =sindsinödP;  • 


/o^üch: 


snd  hieraus: 


also 


27)    \  aS=sGos6a<}, 

=sin  ööP; 

=tang  ^  tang  »dS 
=  sin6tang(ödQ9 

dlS=cot9eotQdd 

sicosO  cotddP; 

88  =:siiiSdP=:sin8taD||?JdQ, 
dcS  =scos  8dQ = OOS  S  eoft^dP. 


Führen  wir  in  die  Formeln  25*)  für  C  seinen  Wertii 
asm  60 cos  Oo  ^^^9  werden  dieselben,  indem  wir  immer  die  oberen 
odcroDteFeD  Zeichen  nehmen«  jenacbdem  ö  positiv  oder  negativ  ist: 

.         ,  4  r sin    -  e!^  sin  f9o^  cos  Oq«^^ 
sinÖ«-sioöo*cosöo*  "^^^ 

29>  j  a5=db  .-^"^^^^i-aa, 

^    ^  ^V^sinö^-sin^o^cosoo» 


^  sin^pCOSiOQ^/  8in8**^s*sin6'of  cosOo*^^ 

shiö«     J  aB^^8iii«|»Seosc3o< 

Theil  XUI.  7 
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_      1  — ^-COÄÖ» 

reu  €L*CMi  eu*  ^ —  » 


Also  i>t  nach  *J*  ,  iridem  man  imr.'«*r  die  oberen  cnier 
Zciclieo  nioimt»  jemarkdem  ö  yoitiy  oder  negativ  ist: 


r-:^ö« . cQ  =  ^^^^^  V  i-e^^  ,BQ, 


cos 


V^l  — «*  CO»  o* . 


Wir  lubcs  daher  die  toigeiideo  Formdii 
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810  60  cos  (j„  =  «»in  6  cog  Ö , 

Sowohl  als  31)  ist  ein  2$y«tem  ?oa  drei  Gieichimg^  jmri«cbfia 
den  «ech«  (srusseo 

ireU  P  ond  4}  von  0o>  ^*  6f  c5  «bbingig  «iod. 

Nach  dem  Obijireo  ist 

» 

Man  setze,  weno  Uq,      zwei  Uulisuiulkei  bezeicfaneo: 

COS  a^)8iD  00  CM  Q    COSa^  €0890810 

also«  trenn  nnn  die«  atit  dem  Obigcp  vergleicht: 

cos  tig  sin  tQ—^iuLig,  cos    cos    =:  cos  6!a  cos  üo ; 

folgdeb 


16^ 
and 

€08  «o^ss  Oio        +  COB  S^'COO  , 

wo  die  Grosse  aaf  der  rechten  Seite  de8  Gleidüicttsielclieno  offen« 
.bar  kleiner  nie  die  £iobeit  iat. 


sin  Oo*  +  cos  ©o*  Ä 1 
iat  Die  leiebteeten  Fonneln  lor  Beiecbnnng  Ten  t^^  nnd  eind; 

32)  tagea- .  eo8n,- 

Fenwr  let 

cos =  1  —€08 sio (c^  -f  Q)* 
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.j[frMHßr,L'  .Meäjer,^äi0  kürzeste  litUe  lixpiscämm 


1  —    cos  G)*^ 


/ 


oder,  wenn  wir 


j'n/j  iwr7  i.ivv  />:  {][ }  \r\  \'\      yOJ»  (ilgtfoR 


■3?)  .'=^, 


MtMn 


.  Daher  haben  wir  nach  ^)  die  folgendeu  Formeln: 


wo  die  PM^^iilüld  daf  der  rechi^^  Seite  der  GJeiclifitiiszel^«« 
bloBs  Too  der  verfioderllcheii  GrOase  Q  abbüngen.  ,  >1 

Bezeichnet  von  jetzt  an-«  die  kürzeste  oder  geod&tiscbe  Lioii 
nnd  09  die  Liogeodiiferenz  ' zwischen  den  beiden  Punkten  (da 
und  den  ersten  als  Anfangspunkt  gedacht»  so  ist  oienl 


'  taDgi?o=  ^^"/i   »  cosi/q  ^* 


sin6^eosftSo=ssindieiMrs^^%i      l  -  I  »ib  -  :   'ini  .iJ 
35)  \      ,  /^Q        v.v:v.  ^  v  . 


'    1  5=6  /      y  1  f  €*cos      ?in     1  Q)^^^Q,, 


Ules  sind  die  Fundaipontal- Formein  der  SphSroidi sehen 
9,     M  WM>rfg«i^  Mit 


igitized  by  G( 


%wet  PmiHten  auf  einer  »eUeMfen  PiOihe  und  etc.  |01 


9. 

Es  kann  Datdrlich  in  dieser  Abhandlung  nicht  meine  Abstellt 
\»  a«a  dtoaeB  Gfintdfoniiels  die  epliäroidische  Trigunomefrie  zu 
entnriclceln ,  worüber  man  mein  mehr  erwähntes  Werk  nachselien 
kann.  Indess  will  ieb  doch  die  folgenden  Bemerkuiigen  nicht  nn- 
terdrucken,  um  eiaigermasseii  die  Anwendung  der  in  Rede  ste- 
henden Fonneln,  anch  in  Bezug  aaf  den  n&chsten  Zweck  dieser 
Abhandlung,  zu  zeigen* 

Bei  den  Anwendungen  in  der  Geodäsie  und  mathematischen 
Geographie  werden  immer  c  und  auch  Q  sehr  kleine  Grossen  sein, 
und  es  wirti  also  verstattet  sein,  i  und  «  in  nach  den  Potenzen 
von  Q  fortschreitende  lieiheu  zu  entwickein  *). 

Setzt  man  nun 

36)   taug  (7  =  e  cosuosio (r^  4-  Q)> 
•o  ist  naeb  34): 

t  

g^ssftV  l  +  tangl7*«6secü'* 

wenn  man  nur  Immer»  was  offenbar  ^erstattet  Ist»  V 
sointen  Werthe  nacb  nicht  grosser  als  \%  nimmt 


WeU  nun 


bt>  so  ist 


au     atang  V  ctang  V  ,,^atang(7 

=  ecos  «acos     cos  (vo  +  Q) 

=  sin  Ucoa  I7cot(i;o  +  Q) 

^=6siiii;cosl?-*|j 

SS  6  sin  C/^cos  ü"^  eotiVf^-k-Q) 

ib cos  t<0 sin  U cos  (to-l-Q)* 

woraus  ferner 

*)  BItlicff  bat  naa  '<dle  beMTemlen  Reiben  -meisti^M  iomier  naeb 
Peliaiea  fem  m  foitwbfditcD  isMcn. 


4 
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101  Brunen:.  Veker  die  J^neHe  Unie  mrtecMem 

=  £6 COS uot  COS  ü COS (vq  +  Q) ^ — sio  Vem  (vq  +  Q)  \ 

STfOCOSUnSlO  O  r-7  :  

folgt 

Setzen  H  ir  uuo 

37)   tang  Gssecos  7/o  sin 

md  bezeichnen  die  Werthe,  welche  die  Differentialquotienteo  von 
s  erhalten»  weoo  man  Q=0  setzt,  durch  Einschliesnung  dersel* 
ben  in  Parenthesen»  so  ist  nach  dem  Vorhergehenden  offenbar: 


(^)= 

0 


1=    eo  cos  Uq  cos  Cq  sin  u  > 

^bJ^~  ^  Go«[«^  sin  «0     Cr  (1  —  cot  üo*  cos  ; 

^80»  weil  t  för  QssOyerscb windet»  nachdem  Maclaurin'scben 
Theofen: 

38)  ^=  QsecG 

-f  icQ^costtoCosvosin  G 

— ^sQ'coflUoSinrosin  G(L  — cot«o*  coe  G*) 

-h  .  

Ferner  iat.  nach  34) : 

ö©     6  .  _      _      sec  f/ 


3^  =  -8in(>oCOSöo^  tang^C;« 

6  ,  ^       _        «*cos  17 

— ""wnwacosön-^ — Tf« — « — 
u     ^  "sini'^* — i*cos  17' 

^     -  *  .  -        cos  ?7 

~  sm  öo  cos  öo  l^(H.,2)eosü»' 

woraus  durch  fernere  Differentiation  sich  leicht 

a^M     ,6  .  ^      _    .  y-l+(l+««)co8l7«  BU 
£«  j  Sin  öocos  Wo  810  17  i^i^),^^  •  ^ 
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Mgj^-  ftwMtfffw  mf^imir  Mt9ki§$m  Fiä^  $m4  9ic.  }W 
alio  «Mb  d«iii  Obinea 

ergiebt,  m  dafi»  also«  wenn  wir  wMer  QasO setzen»  in.&lmlicher 
BeeeicinuMg  wie  TOfher  . 

/CCÜ  N  .    Ä  -r  COS  (7 

l  >>n  j  = —f     SinöoCOSÖA  5 — >|  ,   >^> 

\vQ/       -   a       "        "  1— (I +€^)cos  Cr* 

also,  neil  o)  für  Q=0  verschwindet,  nach  dem  Maclaurln- 
sehen  8atze: 

+  4«*  -  Q»sm6oco»<«)otiot»gsm  Cr*cos  6  |  ^|  ^  ^.^^^  q2 
+  

ist 

Die  Grundfaftnelii  der  sphSroidineben  Trigonooietrie  kOnoeo 
also  unter  den  gemaehten  Voraueeeteuogeo  aef  folgenden  Ausdruck 
gebracht  werden:  • 

eio  6*41  coe     =  «in  d  cos  S  / 

-|-  fC  f^'  eis    coe  Co  ein  6* 

+  

«6  ^  .  _       -  cosG 

.  ^  ^  «    ^  -       .  "    ,    ^         ^  1  I  (1  I  £*)  cos  C?« 

+  
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IlM  Trümer t:  fkHr  äU  lainetU  UmU 

Ceberlegt  man,  dass  wegen  der  iHnirhmig  37>  m  ücsan^  «of 
Jj«  kleia»  CridflM  t  offenbar  sin  C  von  der  enten  Drdnmig  ist,  m 
iiit  Mar»  dm  am  erst  mit  VcmaehliflwignDgr  ^Uedern,  welAe 
io  Bmg  aof  die  tdeieeo  GrSwen  e  nd  Q  brt  «  tod  der  ▼ierlen, 
l^i  •  voa  der  «eehsteii  OidoiiBg  eMf  die  ventelMedee  Gk»- 
^nogen  Bttgeuyiniie  eaf  des  foigeodee  Aydiuflli  hriDgen  kems 

«) 

tan<jö||    sin 

taug  Cr  =  £  €Oä     ^^^^         ^  ^'^'^  » 

m  6^€oe  c»|^  s=  and  €06  S, 
«ssAQsecG, 

'  Co  (ji 

«sin  <»aC085o  r_(l+^^jco»G»- 

'  Von  der  grüssten  Wichtigkeit  ffir  die  Geodäsie  ist  die  fol- 
gende Aufgabe: 

Aus  dorn  Asimeth  ^9  der  redneirteu  Breite 
der  kürzesten  oder  geodStieeken  Liefe  t  dae  Asimuth 

(He  reducirte  Breite  Q  und  die  LSngesdiffereoz  m 
zu  linden« 

Weil  man  6^  mid  So  iteont,  so  kann  man  i^,       Cr  mltfolat 

der  Farmelii 

^"««^o^-iSTdif'  ^"^^^Sii'  ^-»^§^-^«"^«0 

finden;  nnd  weil  man  nnn  aneli  s  kennt,  so  ergiebt  sich  nachü) 
ein  erster  Nfiherangswertb  von  Q  mittelst  der  Formel 

worauf  es  nun  leitlH  sein  wird,  diesen  Naherungswerth  von  Q 
welter  za  Terbessern,  bis  derselbe  der  Gleichung 

l-ss  QaecG 

-|-4€Q^coat(oCOSCoSia 

—  i«Q"cost<osmi?osiD  G(l— eotüo*co8€r*) 
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gBBOg^  Dam  ergMl  tidi  m  miMM  d»  F«mi«l 

+ 1«*  -  <?^s»n  öocos  Qq  cot  uosin  CPcos  "^i^^i^^i^^öi^ 


und  durch  Auflösung?  des  Hiilfsdreiecks,  in  welchem  man  Bq, 
Q  kennt,  findet  man  6  und  iü,  wobei  man  auch  die  Gieichung 

810  $Q  cos  Q^^BtDß  cos  S 

benutzen  kann. 

Am  N&clisteu  liegt  uns  io  dieser  Abhandlung  die  folgende 
Au%ab6: 

Aus  d  er  Län^endifferenz  round  den  reducirten  Brei- 
ten ^0  und  ö)  die  kürzeste  oder  geodätische  Linie  f 
und  die  Azimuthe      und  6  zu  finden. 

Diese  Aufgabe  llsst  sich,  wie  die  meisten  Aufgaben  der 
spbSroldlschen  Trigonometrie  nur  indirect,  etwa  auf  folgende  Ar^ 
auf IGsen.  4^8  der  dritten  der  Gleicbnngen  31)  ergiebt  sich  leicht: 

ai=P— J^y^^cosS^P— ie*y^^  cos3«ÖP— ....j 

woraus  man  meht,  dass  n  als  ein  erster  Nfiherongsvrerth  tod  P 
angenommen  werden  kann.  Indem  man  also  nSherongsweise  m 
für  P  setst,  berechne  man  im  Hdlfsdreieck  ans  cSq»  6«  P  die 
übrigen  Stdcke  6^,     Q,  und  dann  auch  G  mittelst  der  Formel 

tang  G  =  s  sin  Qq* 

Sucht  man  nun  »  mittelst  der  Formel 

„  6  ^  .  ^       _         cos  G 

«-  -  «2  _  Q  s,„  öo  cos  Oo  ll^^iq^— ^ 

.  I  2^  /la   •  ^       *       W  2  ^l+(l+f*)C08(;^ 

+  U  -  Q*sm  öocos  (Ogcot VqSib  6 


so  wird  sich  seigcn»  ob  der  hiernach  berechnete  Werth  Fon  m 
mit  dem  gegebenen  Werthe  dieser  Grosse  fibereinstimmt.  Findet 
keine  Uebereinstimmung  Statt,  somuss  man  den  Werth  Ton  P,  yon 
welchem  man  ausging,  so  lange  verhessem*  bSb  die  in  Rede 
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deiienHe  UcfccieragtifliHiwg  erreiebt  «M.  tras  aacb  den 
tn  :'Väbennig»*Netfv)4ea  keine  SebwIcriKkeH  kO.  Uml 

w^^  00  niltebt  der  Fotncfai 


fmd  erbäit  dann  die  Kürzeste  s  mitteist  der  Fomei: 

+  • 

womaf  die  gewichten  Stfleke  eimaitiidk  ge^odco  eiod. 

Iii  es  mag  hier  zar  Eriäotenii^  der  Anweadcng  der  eiligen 
Grnndfornieln  snir  AoflSeon^  der  Tcwchiedcnem  Anfgnbea  der 
epbiieidiecbeo  Trigoneactrie  binieichcn. 

Mehrere  neuere  l^Iathernaiiker ,  J  i>achi  msthal,  Chasles 
üm  babeo  nocb  verschiedene  bemerken» weftbe  Eigeoschafteii 
der  geodätiecben  Cerve  gefaoden.  «reiche  iodM»  dem  ■^tbftjH 
Zwetk  der  vorü^enden  Abbnndhing  zn  fern  bgeo ,  bis  jetst  ancb 
aar  zn  eebr  Mees  ein  rein  ibeoreliecbo»  Intereene  bnben»  nls  daM 
icb  nnf  die  Entiriekeinng  derselben  hier  hälfe  eingehen  können, 
weil  dndntcb  der  Umfang  'der  Abhandlung  zn  sehr  vergrSsffif 
worden  wire.  Ich  hoffe  «her,  diene  in  theoretischer  Beziehung 
allerdings  merk«  ürdiscn  Eigenschaften  zum  Gegenistaode  eioet 
hesonderen  Abhandlmie  zu  machen ,  für  weiche  dann  die  vorlie- 
gende als  Grundlage  dienen  ivird. 
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Srmmert:  Mar  mt  iUmm       Mimmmfr  ttc.  Wt 


Ueber  die  Kimm  oder  Kimmtiefe  oder  über  die  De- 
pression des  MeerhorizoDts. 

Ton 

dem  Herausgeber. 


WeoB  auch  d»  Air  4ie  Naotik  iriditige  Lebra  f«io  der  Kiann 
aa  ganz  eleneafarcr  €p€geastand  tat,  m>  adbeiat  mir  dieaatfae  docb 
aidit  iMiar  mit  der  erfbrderlicbao  j^etUehkeit  ohd  Crenaalgkelt 
kchandelt  zn  werden,  hiabeeondere  wird  eicbt  rnnner  avf  die  tar^ 
lealriache  Rafracäon  gebGrig  Rdckaicbi  geaonmieii«  and  aadi  ael- 
teaer  iadet  bmo  eine  keaaadere  Berttekakbtigmie  dce  Mla>  wem 
die  Kfiate  ao  nahe  iat,  daaa  der  eigeptHche  Bleerboriaovl:  niabt 
gceehea  wevdea  kann.  Hiecdarcb  bin  iab«  im  Intcfeaac  dea*  nan« 
tiacheB  Unterriebta»  TeFaBlaast  werden ,  dienen  an  aleb  gana  ele-  * 
■entaren  Gegeaafand  im  Folgenden  einer  nenen  aorgfilltigen  Be- 
bandlang  an  unterwerfen. 

§.  I. 

Allgemeiner  Begriff  der  Kimm  oder  Kimmtiefe. 

Wenn  anf  einen  ScbUla  die  HSbe  einea  Gcetirna  fker  dem 
Horisoete  mit  dem  Sextanten  oder  einem  ibnUcbcn  Inatramenle 
gemeaaen  werden  aell»  ao  iat  dien  nickt  andere  ronglieb,  ale  dMa 
man  die  Bikler  dea  Meerboilaonta  and  dea  Gcetina  mit  einander 
anr  Berfihmng  bricgt  und  ako  elgantlick  den  am  Auge  dea  Beek- 
.aahtera  ala  Spitie  liegenden  Winkel  miaat,  weleken  die  bddea 
von  dem  Auge  oaeb  dem  Meerborlaonte  and  dem  Gentime  geae- 
gmien  Geatebtalinien  mit  einander  eioacblieaaen.  Dieeer  Winkel 
Iat  aber  der  geeocbten  Boke  dea  Geatima  nickt  genan  gleidi  nad 
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s 


erfordert,  um  letztere  zu  erhalten,  eine  Gomction,  welche  die 
Kimm  oder  die  Kimmtiefe  oder  die  Depressioo  des  Meer* 
borlsoots  *)  genaiiDt  wird« 

Um  dies  dentiieher  xn  machen,  «ei  C  (Taf.  II.  Fig.  3.)  der 

Mittelpunkt  der  Erde  und  A  der  Standpunkt  des  Beobachters,  in 
der  Hübe  AA'  über  der  IMeeresfläche.  Zielit  man  durch  A'  die 
l)eruhrende  A' H'  an  die  Meerestläche  und  tlurch  mit  derselben 
die  l^araliele  AH,  so  ist  AH  der  Horizont  von  A,  und  wenn  nuo 
jS  ein  Gestirn  ist,  so  ist  der  Winkel  SAH  die  Höhe  dieses  Ge- 
stirns über  dem  Horizonte  vim'A*  Dieser  Winkel  kann  aber  auf 
dem  Schiffe  nicht  unmittelbar  gemessen  werden.  Vielmehr  mqji||i 
man  sich  ron  Ä  aas  die  Berffhrende  AB  an  die  Meei^eeflftcllb'-^jd- 
zogeti  denken,  wo  dann  der  Fonkt  B  im  Meerliorizonte  liegl^  und 
mit  dem  Sextanten  oder  einem  Shniichen  Instrumente  kann  bloss 
der  Winkel  SAB  gemessen  werden,  indem  man  das  Gestirn  S 
und  den  Punkt  B  im  3Ieerhorizoute  mit  einajuicr  zur  Berührun» 
hrins^t.  Dieser  gemessene  ^Vinkel  SAB  ist  aber  um  den  Winkel 
HAB  grosser  als  die  zu  lindende  Hohe  SAH  des  Gestirns,  so 
dass  also  der  Winkel  HAB  von  dem  gemessenen  Winkel  SAB 
abgezogen  werden  muss»  um  die  zu  bestimmende  Höhe  SAH  an 
erhaiteo;  daher  ist  der  Winkel  HAR  die  an  dem  gemewenM 
Winkel  SAB»  um  die  wirkliche  Hohe  SAU  so  erhalten»  ana» 
bffingeade  Correetioii,  welche  wir  vorher  unter  dem  Namen  te 
Kimm  oder  Kimmtiefe  oder  der  Depression  des  Me6rboriaoiili 
kennen  gelernt  haben,  wesbalb  man  auch  den  Winkel  «elhst 
mit  euiciii  dieser  ISamen  zu  belegen  pflegt. 

Zu  bemerken  ist  aber  hierbei  noch,  dass  wegen  der  Retrac- 
*  tfon  die  Linie  AB  eigentlich  keine  gerade,  sondern  eine  gegen 
die  Erde  concave  krumme  Linie  ist,  ein  Umstand,  auf  welchen 
bei  der  Bestimmung  der  Kimmtiefe  gleichtalis  Rfieksicbt  geiion* 
men  werden  muss»  wie  wir  auch  im  Folgenden  thun  werden. 
Nachdem  man  die  Kimmtiefe  mit  Rücksicht  auf  die  Refractioa 
bestimmt  hat,  zieht  man  sie  von  dem  gemessenen  Winkel  ab, 
wonach  die  noch  von  der  Refraction  afÜcirte  Höhe  des  Gestirns 
librig  bleibt;  corrigit  t  man  nun  diesen  üln  ig  bleibenden  \\  inivcl 
noch  Tuf  gewuliniicbe  Weise  wegen  der  Refraction.  so  erhait  man 
die  von  iler  Kimmtiefe  und  Hefraction  befreite  Höhe  des  Gestirns, 
die  dann  noch  in  ailed  den  Fällen»  wo  es  not  big  ist.,  wegen  der 
Parallaxe  corrigirt  werden  mnss.  Das  Vorhergehende  setzt, 
voraus,  dass  der  Meerhorisont  siebtbar  ist  Es  louin  aller  apdk 
der  Fall  eintreten»  dass  der  Meerhorisont  nicbt  sichtbar  Ist 
Diesen  Fall  werden  wir  nachher  besonders  betrachten; 

4ash  die  DAckiag.  . 
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S.  2. 

BastimmnDg  der  Kimmtiefe«  wenn  der  Bf eerhorlzoot 

sichtbar  ist 

In<!ein  üliriuens  Alles  wie  vorher  bleibt,  sei  jetzt  nur  in  Taf.  II. 
Ftü,  4.  die  zwiscbeti  «len  Punkten  A  nnfl  B  liegende,  gegen  die 
Knie  concave  krumme  Linie  der  von  dem  Meerhorizonte  B  in  das 
Auge  des  Beobachters  A  Sfelangende  Lichtstrahl.  Zieht  man 
dann  an  diese  kruniTiie  I/inle  in  A  und  B  die  Herülirrndcn  AE 
und  BFt  so  hat  man  eigenlüch  den  Winkel  SAE  gemessen,  und 
von  diesem  Winkel  muss  der  Winkel  IIAE  abgezogen  werden, 
um  die.  übrigens  noch  von  der  Refraction  aftlcirte  Hr»he  SAH 
des  Gestirns  zu  ünden.  Der  Wiukel  UAIu  kanu  aber  aat  fol- 
gende  Art  bestimmt  Yverden. 

Der  Erdlialbmesser  BC  oder  Ä*C  werde  darch  r,  die  HShe 
AÄ'  des  Anges  Ä  des  Beobachters  über  dem  Meere  durch  h  lie- 
seichDet;  beide  GrSssen  raSssen  als  gegeben  betrachtet,  und  na- 
neDflich  letstere  in  jedem  einseinen  Falle  dorch  besondere  nies- 
snng  mit  m5glichster  Sorgfalt  bestimmt  werden.  Beseichnen  wir 
onn  den  Winlcel  BAB  oder,  was  Dasselbe  Ist,  den  diesem  Win- 
kel offenbar  gleichen  Winicel  ACB,  durch  k,  so  ist  in  dem  bei 
B  recbfwioUigen  Dreiecke  ABC  offenbar 

BC  r 


cosk  = 


Wegen  der  Kleinheit  des  Winirels  k  ist  aber  diese  Formel 
zu  dessen  Bestimrouni^  nicht  sebr  geeignet,  da  sieb,  wie  ein  Bück 
in  die  trigonometrischen  Tafeln  lehrt,  die  Cosinus  sehr  kleiner 
Winkel  sehr  langsam  Sndem.  'Deshalb  ist  es  besser,  den  Win- 
kel k  durch  seine  Tangente  m  bestimmen.  Es  ist  .aber 

^    ,     Aß  V AC^—BC* 
taDg^  =  2jg=  • 

also 

oder,  wi«  Bau  sogleicfa  findet: 
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gm  ßrmmeri:  Meätr 

Weesen  der  ii«iir  g«friii^^  liU'iiBaiiiiaB^  iKnutuniiiiii^ie^  L*icbt- 
strabU  wM  aUM  4«ii#^efhen  ohae  merkücfacB  Fehler  als  einen 
KfeUbo^en  anflehen,  nnd  im  Wini^ei  vii  daher  ehoe 

MrUidhen  Fehler  ehnaier  glbichj  ahMi 


eeten  btnnen.  Her  Wiahel  JVOC  iet  eher  eigcallich  der  VTia* 
fcel«  weldien  wir  m  der  Ahhandbair  ThL  XXI.  XVL«  a»f  die 
wir  nne  hier  besiehe»  wellen,  die  R^ftaetiea  fenaant  haiwii,  mii 

zngfeieb  mt  m  dieser  Abbandlan^r  grezeurt  wurden,  daae  die  DiF- 

ferenz  der  Wir,k*M  .1^  .^  'jn'i  BüE  zu  ieni  Winkel  in  eioem 

ennsf;^nten  VerhaitnU^  ät«^kL  Setzea  wir  aim»  4«ei^tul'ol^y  in* 
dem  s  eine  coaeUate  GrtMiae  bezekbaei: 

ACBSOE  =  m.EOE, 
eo  iet  nacb  dem  Obijsen 


oder,  frenn  wir  der  kürze  wegen 

1 

eetaea»  we  aalCrIicfa  anch  I  *)  eine  conelaBle  GrCaee  ist: 

BAL  =  ik. 

Beselehnen  wir  aoa  den  Wiakei  HAE^  die  eigentiiebe  Kimmliere, 
weiche  wir  hier  auchen«  durch  J^,  ae  Ist»  weil 

/  /  ^  ^  A 

HAE  =  UJM—BA£:^aCB'-  bae 

iais 

aad  »an  bat  daher  aar  Berecbnang  von  K  jetat  die  Fonaela : 


INn  aasififchwi  W«>tt  ran  I    ai.  TU.  Xll.  S.  Sl«. 
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tangA-  =  ^        ,  Ä.  =  (l  — 

Weil  aber  k  inmier  ein  sehr  kleiner  Winkel  ist,  so  kann  man 
nSherungSHeise,  wenn  k  in  SecunHen  ausgedrückt  »ein  soll: 

oder,  »eiin  k  in  Minatea  ausgedrückt  sein  soll: 

r 

■eltflii.  Also  Ist,  w«nD  K  in  Seconden  amgedriiclit  «loin  «olli 
oder  auch 

md  wenn     in  Minuten  ausgedruckt  sein  soll : 
Es  ist  aber 

oder 

und  weil  nun  \  jedenfalls  immer  eine  selir  Ideine  Gctese  ist, 
ie  louui  mm  ntt  hinreicliender  Aanäberuiig 

■etsen.   Soll  also  K  iu,6ecttoden  ausgedrückt  sein«  so  ist 


NatäfiUfti  Bit  asnifcewid,  w^m  wi  aiaeh  im  reigendw  Immer  su 
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oder 

Soll  dagegen  K  io  Minuten  ausgedrückt  sein,  so  ist 

baw  die  mf  diese  Weise  berechnete  Kimmtiefe  K  Ton  dem 
geneaitfenen  oder  beobaebteten  Wiolcel  SAE  abgezogen  werden 
mnsa,  um  die,  IllMrigene  noch  von  der  Reftaction  afficirte.  Hübe 
SAM      erbaiten,  wissen  wir  scbon  ans  dem  Obigen. 

Hatte  man,  statt  Torber  den  Winirai  SAE,  den  Winkel  SAEi 
in  Taf.  IL  Fig. 5.  gemessen,  so  bleibt,  wie  auf  der  Steile  ans  der 

Figur  erhellet,  die  Berechnung  der  KimnUieie  UiAE^  und  mittelst 
derselben  des  Winisela  SAHi  aus  dem  gemessenen  Winkel  SAE^ 

ganz  dieselbe  wie  vorher  die  Berechnung  dci  Klaiiiitiefe  flAE 
und  mittelst  demselben  des  Winkels  SAH  ans  (U  m  jjemefis;>enen 
Winkel  SJE.  Den  Winkel  SAH^  muss  man  aber  noch  von  180^ 
abziehen  und  den  dadurch  erhaltenen  Winkel  auf  jreuohnliche 
Weise  wegen  der  Refraction  corrigiren,  um  die  Böbe  SAH  des 
1$  za  erhalten. 


«  3. 

« 

Bestimmnng  der  Kimmtiefe,  wenn  der  Meerborisont 

nicbt  siebtbar  Ist 

Es  Irinnen  Fülle  vorlcommen^  wo  die  Kfiste  dem  Schilfe  so 

nahe  ist,  dass  der  Blick  nicht  bis  za  dem  Meerhorizonte  hinans 
reicht.  In  solche»  Fällen  niuss  man  (Tai.  II.  l  1«^.  G.)  den  W  inkel 
SAB  zwischen  dem  lileistjine  »S  und  der  Küste  Jb ,  wo  nun  ABC 
nicht  wie  vorher  eiu  rechter  Winkel  ist,  oder  wegen  der  Refrac* 

A 

tion  eigentlich  den  Winkel  SAE  messen,  wo  nun  wieder  HAB 
die  Kimmtiefe  ist,  welche  wir  auch  jetzt  durch  K  bezeichnen 
wollen.  Eben  so  werde  der  Winkel  II  AH  wieder  durch  k  he?  <;]  eb- 
net. Um  nun  A  berechnen  zu  kontjen,  niuss  man  die  Entternung 
A'B  der  li^üate  B  von  dem  iSchiffe  wenigstens  näherangsweise 
kennen,  vnd  dieselbe  daher,  wenn  man  sie  nicht  aaderweitic 
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kennt»  durch  Schätzung  bestimmen.  BezeichneD  wir  diese  £nt* 
fenrang  durch  e,  deo  Winkel  ACß  durch  C,  so  ist,  in  Secnoden 
aosgfldrackt: 


oder 


C:=  200204,8-  =  - cot  1* 


£7—  — .  e=  e: 


und»  in  Minuten  ausgedrückt: 

nnd  der  'Winkel  C  kann  also  hiernach  im  Folgenden  als  iiekannt 
iagenemmen  werden.  Im  Dreiecke  AÜC  Ist  mn  aber 

sinil^C:sini^C:s  ACiBC, 

iIbo 

sin  \  1800—  C-  (900— :  «in  (gO«— ife)  =s  r  +  A :  r 

«der 

cos  (/c  —  C) :  cos =  r  +  A  :r. 


Daber  int 


folglich 


COsArcOsCH-  sin  A:  sin  C _  r  h 
cosA  "  "  T 


cos  C  -f  taug  k  sin  6'=  ^  ^  • 


•leb 


tang«  —  —  2rsiniCcos4C' 

alte»  wie  man  soglelcb  tÜMrelebt» 


tang/r=tangiC  f 


Theil  im 
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tu 


firfgt  an»  tfer  liniescftaag 


2 

— 1 


r.  *i   '  —  O  —  co»^'         1^  Ä 


kann  man  bereefcneii,"  wmMtm  mb  sacfc  dem  Obigen  C  ge 
fiiüden  hat.    A  aber  findet  man  nun  fexnei  ujo^  i«>fgende  Art. 

An!  aliBliebe  Art  wie  Torfcer  wM  man  wegco  der  «ehr  gcria- 
gtn  Krfimmaog  dem  kmmmliDigea  LichtstraU«  .^If  denselben  «ha» 
»cfUielwtt  Fdbler  ab  dam  KreiabogeB  anaeiwB»  «nd  die  Winkel 
BAE  und  ABF  dalMr  ahae  neiUUca  Fahler  «iaaadcr  glekh,  ako 


aetzen  kdooen.  Der  Wtakel  jffOfT  iat  aber  dgentüdi  der  Win. 
\ct'\ ,   if'^ilchen    vir  in  der  oben  angeftbrten  Abhandiane  Hie  R#- 

frartion  !;rf.>najirit  h  ^h^Mi,  ofid  zogieich  i*t  früher  gezeigt  norden, 
d?jHs  <lie  UifferCT)/  Her  Winkel  und  BüL  zu  dem  Wiokei 

ßÜ£  in  einem  constanten  Verhältnisse  steht.  6etaee  wir  alaa 
damzofolge^  kidem  m  wieder  dieaelbe  conaUnte  GrSaae  wie  Mber 
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10  ist  nach  ilem  Obigen 

also 

C»2(i»+1).Bik. 

foigiicb 


oder«  wenn  wir  wieder  der  Kürze  wegen 

•-2(n  +  l) 

letien«  wo  iiat0rlicli  auch  i  eioe  constante  (irüsse  Ut: 


Weil  nun 


B^=ia 


HAE^BAB-BAE 


ist,  so  ist  io  den  eingeführten  Bezeichnungen: 

mittelst  welcher  Formel  die  Kimmtiefe  K  gefunden  werden  kann. 
Ana  äet  Gleichung 

tangÄ=tang4G+;:2j^ 

sfgiebt  sieh,  wenn  C  und  k  in  Secnnden  ausgedrüekt  sind»  «die 
Niberangsformel 

_k  \C       h  206264,8 

2062ü4,b  ~  2Ü62Ö4,8    r*      C  * 

also 

.  .  A  (206264,8)' 
Ä  =  ,C  +  -  g  

« 

Nun  ist  aber  nach  dem  Obigen 

C= 206264,8.-, 

T 
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'Xieht  nali^         eii"* .  sr^sa  aiW  Waikei  in 


51^  IT— • 
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Aber 


ibo 


oder 


•1  »ena     in  Minuten  aoagedräckt  «eia  soll : 

Diese  NäheruDgsformeln  gehen  io  die  vorhergehenden  Nähe- 
raogsforineln  iiber^  wenn  man 

eh 

setzt,  also  die  GrSase  ^  Temachlfimigt  oder  als  ▼eracbwiodend 

betrachtet.        •  , 


}.  4. 

Weitere  Aasiffibrung  des  Vorhergehenden. 

Weii  die  vorhergehende  Methode  ▼oraaaaetzt»  dass  die  Entfer- 
mng  der  Küste  von  dem  Schiffe  bekaant  sei»  mah  eher  so  dieser 
yofaaseetittng  sch^eriidi  in  vielen  Fällen  mit  hinreiebendet  6e- 
iaa%r|celt  liereefctigt  sein  vrird,  so  hat  man  vorgesehlagen ,  dass 
wei  Beobachter  auf  dem  Schiffe  in  demselben  Zeltniomente  in 
\e\  möglichst  von  einatHler  verschiederitjM  Höhen  ufM;r  dem  Meere, 
Uo  etwa  (Taf.  Ii.  Fi».  7.)  iu  den  in  derselben  Vertikale  liegenden 
'ankten  A  und  Ay,  die  Winkel  SAE  und  SA^Ei  messen  sollen, 
OB  denen  steh  dann,  in  Verbindung  mit  den  bekannten  Höben 
er  Ponlite  Ä  und  Ai  über  dem  Meere,  die  Kimmtiefe  auf  fol- 
eode  Art  bestimmen  iSast. 

Die  Höhen  AA'  und  AyA'  der  Punkte  A  und  Ai  über  dem 
leere  seien  respective  Ä  .und  A^;  ferner  sei  wie  gewöhnlich;«  -I 
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und 

AtB:=:Aj,tB=Ci 

endlich  sei  ' 

A'B^e. 

DaoD  haben  wir  zuvörderst,  wenn  C  in  Secnnden  ausEjedröckt 
sein  soll,  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen,  indem  r  wie 
gewöhniicb  den  Erdhalbmesser  bezeichnet,  dieiGieichung: 

C=2062HS*!ssfcotK 

T  T 

Ferner  ist 
also 

E'-KiSzk-^ki  oder  Ki''K=iki'^k. 

Weil  nun  die  von  A  und  nach  dem  Gestirne  S  gezogenen 
Linien  AS  und  AiS  offenbar  ohne  allen  merklichen  Fehler  einan 
der  parallel  sind,  so  ist 

A  A 

SAB  SS  SA^Bff 

aläo 

sX^i-BiA^Ei  ^  shi'-BAE% 
d.  i.  nach  dem  Vorhergehenden: 

SAgBi^M^  SS  SAE^^MCf 

Hieraus  sieht  man,  dass  ky—k  oder  Ä'i  —  Ä  eine  bekannte 
Grosse,  nämlich  der  Differenz  der  beiden  sremesseiien  \Vinkel 
SAxE>\  und  SAE  gleich  ist.  Bezeichnen  wir  also  diese  Uiffereoi 
dnrch  dt  eo  ist 

kx^k^Kx-^R^d. 
riuD  ist  aber  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen: 

tangÄ=tangtC+^^, 

tang  srtangiC 


Digitized  by  Google 
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md  man  hat  daher  jetzt  die  fulgendon  sechs  Gleichungea: 


IT  T 


^k:=^t^jig^C^  tangAi=taog4C+j:A-; 

,R^k-iC,  Kt=k^-'iC 

mit  den  sechs  uobekaonten  Grossen 

Cf  kf  kit  Kf  R\> 

welche  sich  also  mit  Hülfe  dieser  sechs  Gleichungen  bestimmen 
lassen  müssen.  Man  nuiss  sich  aber  mit  einer  na herungs weisen 
Auliüsung  dieser  Gleichungen  hegnügen. 

Nehmen  wir  alle  Winkol  in  Secunden  ausgedrückt  an,  so 
lassen  sich  wegen  der  Kleinheit  der  Winkel  C  und  k^  kl^  statt 
der  Gleichungen 

h  /i 
tangA:=tangiC  +  ^^,    tang^i  =  tangiC  +  ^-^ 

uäherungsiveise  die  beiden  folgenden  Gleichuni^en  setzen: 


ilao 


Ä,sinl"=4Csinr+j:jj^; 


rC(sinrO** 


**"^^+rc4nP)5- 
Ana  diesen  beiden  Gleichungen  folgt  durch  Subtraction 

'^"•rC(8inF?' 

also 

oder  nach  dem  Obigen 

r(alor)* — 3~ 


• 
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1^         Gruner i:  Heiter  Hie  hwim  oder  Kimmüefe  Hc, 
Führt  man  dieseu  Wertb  von  C*  in  die  Gieichuiig€fi 

ein,  eoefhält  n«i: 

.  1        hl — h  ,  4kl 

Hat  man  mittelst  dieser  Formeln  k  und  gefnuden,  so  ergeben 
sfcb  £  und  Kl  mittelst  der  Formeln 

« 

also,  nach  gehöriger  Substitution  aus  dem  Obigeu,  mittelst  der 
Formeln: 

^  _  1  — 2i'        1  ~k  dh 

^  _1  -2g       1        Ä,— ü 

Wollte  man  noch  $  haben«  so  hfttte  man  nadi  dem  Obigen 

€  ^  r  Ctang]  "  ssrCsin  T » 


also 


Die  AnsfSbrnng  der  obigen  Metbode  nnterliegl  Tersebiedenen 

Schwierigkeiten;  denn  abgesehen  von  der  Unsicherheit  der  ßeob- 

achtnn?»  auf  einem  so  srhwankeadeii  St.indpunlite  wie  der  Mast- 
koih  (  iiJ(  >  Schiffes  ist,  wird  es  aucli  den  beid<  m  »^f^oharhit  rn 
wohl  ijur  iseften  ^reiiu  jcn,  mit  (ieinscihcn  Pnnltte  der  Kiüste  das 
beobachtete  üe^tirn  zur  Berührung  oder  Coineidenz  zu  bringen. 
Deshalb  wird  diese  Methode  nach  nnr  selten  anf  der  See  angewandt 

Die  Rcchniinj?  natli  den  in  den  vorhergehenden  Paragraphen 
entwicicelk'it  i  urmeln  pflegt  man  sich  durch  Tafeln  zu  erleichtern, 
die  sich  in  allen  Sammiungen  nautischer  Tafeln  finden.  Die  Ein- 
richtung und  der  Gebrauch  dieser  Tafeln  ergieht  sich  aus  deren 
Ansieht  leicht  von  seihst  nnd  braucht  hier  nicht  noch  b«ttÜD(ii<M& 
crttotert  lu  werden.    ^  i 

••  '\  ' 
•  «  I».. 
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so. 

Ueber  undgentliclie  Punkte  und  Tangenten  der  Kegel- 
schnitte« 

Von 

Herrn  Christoph  Jt^aulus^ 

Lehrer  der  Mstiieiiifttik  m  der  £rsie1iDngeaii»(all  mif  dem  Satoo  bei 

IindwigeliiiVg* 


In  einem  früheren  Aufsatze  des  Archiv*»  Theil  XXi.  Seite 
175.  habe  ich  gezeigt,  dass  der  Hegrifif  der  Ordminifselemente 
einfnrnii|»er  involntorischer  Grundgebilde  einer  Eru  citeruTig  fähig 
sel^  und  dass  diese  Begriffserweiterung  einen  bedeutenden  Cinfluss 
auf  die  canzü  Lehre  von  den  Kegelschnitten  habe.  So  gewiss  es 
nun  auch  ist.  dass  Cv*!  Rir  die  Wissenschaft  grossen  Werth  hat, 
Begriffe  von  einer  solchen  Allgemeinheit  zu  besitzerj .  wie  sie  dem 
Wesen  des  Objektes,  an  dem  sie  orsrheinen,  zukommen,  so  ge- 
wiss ist  es  anch,  dass  für  Nin  lü  /n  veraüi^emeinern  schon  oft 
mehr  Nachtheii  als  \  ortlieil  gebracht  hat.  Ich  habe  daher  in  jener 
Abhandlung  nicht  blos  die  Mi'lirlichkeit  einer  Begriffsei  Weiterung, 
sondern  aneh  ihre  Zweckmässigkeit  und  Nothwendigkeit,  sowohl 
von  der  intensiven  als  auch  von  der  extensiven  Seite  des  Be- 
griffes ans  nachzuweisen  eesiicht.  Ich  habe  gezeigt,  wie  auf  jeden 
Fall  auch  in  der  einstimmigen  Involution  neben  den  Normalele« 
menten  noch  zwei  andere  IJementenpaare,  die  sich  wechselseitig 
decken,  unterseliieden  werden  müssen,  weil  sie  hinsichtlich  ihrer 
Lage  ebenso  ausgezeichnet  sind,  wie  die  Ordnungseleniente  der 
OTtgegenges^tzten  Involution,  und  es  wurde  auch  für  sie  der  Name 
„Ordnungseleniente  *  in  Anspruch  genommen,  weil  sie  mit  dem, 
was  man  bisher  unter  diesem  Begriff  befasste,  zwei  coordmirto 
Arten  eines  höheren  Begriffes  darstellten.  Ich  habe  sodann  wd* 
Itr  nacligewiwcD,  wie  diese  Bcgrafiisi«rwelt«coDg»  in  iiirw  Abm^ 

Theil  X%SL  9 
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dang  auf  andere  Gei»taltnn  des  KannK^s,  namentlich  auf  die  Ke« 
ge!«chnitte,  eine  pehr  wuchtige  Steile  tiiinehme,   indem  sie  nicht 
nur  die  Unterschei<^uiig  der  imaginären  ElemeiUe  entbehrlich  mache 
ond  dadurch  zu  eioer  klareren  Anschaoong  luhre,  i^ondeni  anch 
Boch  eio  neues  Feld  für  die  Erforschnog  jener  Gestalten  cruibt» 
«od  Daroenttich  auch  iieeignet  sei,  in  den  besonderen  Fonnes  der 
Kegelielinitte  das  üebereinstinroeode  erkennen  zn  lassen,  üa 
diess  am  zeigen,  genSgte  es,  gewisse  Eigenscballen'  der  K^el- 
sehnitte»  welche  besonders  tanglidi  schienen,  henrorsnbeben,  da- 
mit an  ihnen  derFIntsen  jener  BegtifiierweHerang  ersehen  frerdes 
kunnte.    Statt  der  imaginären  v^urden  uLi:ss;entIiche  EletiiCuie  des 
Ke<:els(:hmft9  tinterschieden ,    die  vor  jenen   den  Yortttg  haben, 
wirklich  zu  cxistiren  und  construirt  werden  zu  können.  Nachdem 
ich  nun  in  jener  Abhandlung  die  Berechtigung  der  em  eiterteo 
Ordnnngsetemente,  als  auch,  was  damit  zosamnienhängt,  dieEln> 
flibnnig  der  undgenlticben  Elemente  der  Kegelschnitte  nacbge- 
wfesen  xn  ballen  gjanbe,  so  bebe  icb  mir  nncb  die  Piiicbf  aufer- 
legt, die  Lehre  Ton  den' vneigeoflicben  Elenenfen  der  Kegelsdinitfe 
weiterhin  In  die  Hand  zu  nebmen.  Mein  nScbstes  GsscbSft  wer, 
das,  was  sich  frflher  nur  gelegentlich  nnd  fiSr  besondere  Fälle 
ergeben  hatte,  auf  seine  alli^enieinen  Gesetze  zurückzuführen  und 
döts,  wa»  Uliiii  ittelbar  mit  denselben  zusammeiihärigt,  näher  zu 
uiiterhiirlu  n.    Die  Kesoltate  dieser  Arbeit  bin  ich  jetzt  im  Be- 
griffe, der  Oeffentliclikeit  zu  ubergeben,  weil  ich  hoffe,  dnieb 
diese  Mittiieiinng  neue  Kräfte  für  die  »Sache  zu  gewiimen  nnd 
einen  kleinen  Beitrag  für  «^e  Wissenschaft  zu  liefern,   l^b  •ge* 
dsnkn  snerst  die  uneigentlichen  kegeisclinitte  auf  einer  gegeho- 
Ben  Rtebtnng,  sodsnn  anf  den  Strahlen  gewisser  Vieislmblcn, 
niehber  die  nneigentlieben  .Tangenten  eines  gegebenen  Inneius 
Pnnbtns  und  endlieb  diejenigen  gewisser  PnalUreihen*  an.  b*- 
spreciisn.         •  -  ■ 

A.'  Die  nneigentllchen  Kegelsebnittpnnfcte  ^ln'^*'|^- 

gebeneo  Richtung. 

'  •Vi . 

"  Wo  liegen  die  nneigsntlidien  Kegelnebnittpunktfe  anf  ofasr 
gegebenen,  anssemn  Geraden  in  der  Ebwe  des  KtgekebnUint 
DIess  Ist  die  Frage,  tun  det  alles  Andern  abbSagt  Wo  Aatlnett 

scheint  nicht  sebwietig  sn  sein.  .  Dienn  nhnnit  mu  anf  einer  sol- 
chen Geraden  f>  zwei  bciiebigo  Punkte  A  und  ß  und  i;onstfQArt 
ihre  Fohren  a  und  6  im  KegelschuiU,  so  n erden  dieselbeh  auf 
1^  zwei  i^unkto  A'  nn  l  /V  bestimmen,  die  beziikunmäH eij^  .den 
Punkten  ^  und  M  conjugirt  sind.  jJie  OrduuugapiUikte.i.4er  otib 
iBfvokition..Adi'ü^'  sind  dio' -.gesuchten  TirtfjgpUHirlwa 
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KetrHschDittpunkte  seihst.  hthI  da  die  (  onstruktion  derselben  ip 
der  IKiheren  AbiiandLung  äeite  177.  geielirt  i»t«  40  die  Aul* 
gäbe  als  gelöst  betrachtet  werden. 

Obgleiek  mm  aber  4ieBe  Constnüküoe  fiir  idle  gegebeoea  Ge- 
ndten  -leiebt  aneföbrlHur  i«t*  ae  genügt  aW  doch  aSabt»  wapa  man 
heabaiobtigt,  diaCleaataa  aa  «ntdeclaa«  waldia^  jea»  aaeAgeol* 
liabaii  If^'^^efeduiittpuakte  tintiefwoiAia  aied.  Ea  tvifii  almlieb  bei 
Aeaar  Caaatribktion  ala  HU&lKreia  baautst,  der  die  namittelbafa 
BanalMiDg  svtiaelien  jeuen  Panbten  vnd  4er  Clirva  daa  Kegal- 
aabaitla  oalarbifebt  aad  irifliiaf  4ifllralH^a  Eiaaklit  umSglioh  macht 
Ha  AnHtaiDg  jener  Aulj^ba  üMiaa  daba?  auf  ainaia  aadarea  direk- 
ten, alle  rremden  Mittelglieder  aejsschliafiaetideD  Wega  mspobt 
werden,  —  und  diese  foQ  atui  in  dieaam  eraten  Abacfanitte  ge- 
acheheo^  Das  Mittelglied  dea  Krelsea  ift  In  der  Tbat  auch  cot» 
behrlich»  v^  ett  alle  Kegelschnitte  eiiiem  geiaeinschafltlichen  Gesetz 
der  Polarität  unterworfen  aind,  welcbeabiean  benutzt  werden  kann. 
Naraentiich  dient  hiezu  ein  bekannter  Satz,  der  Seite  247.  meiner 
Grundlinien  angeführt  ist:  „Wenn  die  Eckpunkte  eines  Dreiecks 
in  einem  Kegelschnitt  sich  bewegen,  wahrend  zwei  Seiten  des- 
selben sich  um  zwei  feste,  einander  conjugirte  Punkte  drehen, 
«M>  droht  sich  auch  die  dritte  Seite  um  einen  Punkt,  den  Pol 
der  durch  jene  festen  Punkte  bestimmten  Richtung.**  In  der 
That  darf  dieser  Satz  nur  umgekehrt  werden,  um  sogleich  in  dem- 
eelben  das  .Mittel  der  gesuchten  Construktion  zu  erkennen.  In 
dieser  i  orm  lautet  jener  Satz  folgendermaassen : 

I.  Tbeilt  man  einen  Kegelschnitt  durch  eineSehne, 
welche  durch  den  Pol  einer  gegebenen  Geraden  geht, 
in  zwei  Abschnitte»  und  zeichnet  in  einem  derselben 
einen  Peripheriewinkel  nach  Belieben,  ao  bestimmen 
die  Schenkel  desselben  auf  der  gegebenen  Geraden 
stets  zwei  Punkte,  welche  in  Beziehung  auf  deu  Ke- 
gelschnitt conjncirt  sind. 

lat  also  etwa  P  (Taf.  IH.  Fi|$.  1.)  der  Pol  der  Geraden  p  iai 
KagalBehnitt  O,  so  wird  man  an  einem  Punkt  C  dar  Geraden  p 
dan  eonjui^irtcn  Punkt  C  d&durch  finden,  dass  man  die  Sehne 
Aach  Belieben  durch  P  zieht,  die  Punkte  C  und  <C  datcfa 
aioa  Gerade  yerbindet,  welche  dan  Kegebchnitt  in  c  trUR  vaA 
«üe  lSchtiing  c(£'  »eht,  welche  den  gesuchten  Punkt  C  bestbnini. 
naaa  Segel  fahrt  unmittelbar  auch  lar  Construktion  desjenigen. 
Nnfctea  dar  InvahrtkNi  der  Geraden  p,  welcher  ihrem  Pankt  de» 
— endHdhen  Haaroes  conjugirt  ist,  nämlich  zur  Bestimmung  dea; 
MlkiiblpiiBftiteai  BaM  aJraqbat  Maaa  niehla  iiMlg».«la  4m  Ptt> 
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ffipherieivinkel  so  eu  zeicTinen,  dass  c^iii  Schenkel  desselben 
ist,  M»  wird  der  andere  Scbeokel  qji'  tu  dem  MormaKpoiikt  Q  filb* 
oder  allgemein: 

II.  Ist  ein  K  <Mi  1  h  ni  tt  u  !m1  eine  Gerade  in  <  iiifT 
Fibene  gegeben,  und  zeichnet  man  in  einem  der  Ah- 
aebnitte,  welche  durch  eine  durch  den  Pol  jener  Ge* 
raden  gehende  Sehne  gebildet  werden,  einen  Peripberie* 
Winkel  ab  ein«  daaa  ein  Schenkel  deaaelben  mit  der 
gegebenen  Geraden  parallel  ist,  ao  gebt  der  andere 
Schenkel  dnreb  denNermalpankt  der  InTelatien,  weiche 
durcb  die  cenjagirten  Punkte  jener  Geraden  gehii* 
d  e  t  w  i  r  d. 

Dieser  Normalpunkt  hat  noch  eine  weitere  Bedeutung  fSr  den 
KegelaehDitt;  denn  die  Richtung  FQ^  welche  durch  denselben  miil 
den  Pol  bestimmt  wird«  ist  die  Polare  des  unendlicb  entfemlea 
Punktes  Q'»  der  dem  Normaipnnkt  Q  conjugirt  Ist.  Die  swei 
conjngirten  Pankfe  Q  und  der  Richtung  p  bilden  nSmIicb  mit 
dem  Pol  P  dieser  Richtnn»  ein  Polardreieck  QQ'P,  in  welchem 
auch  QP  die  Polare  von  </  ist.  Die  Gerado  QP  aU  Polare  eines 
unendlicb  entferoteu  Punktes  ist  aber  ein  Durchmesser  des  Ke* 
gebchui tts.  Man  schliesst  also: 

* 

III.  Der  Durchmesser  eines  K  e  u  cl  -  r  }i  n  i  i  tes  seht 
durcb  den  Pol  und  den  ^ormalpunki  jeder  t^eraiieiiy 
der  er  conjugirt  Ist 

Ffir  den  besonderen  Fall  einer  Geraden,  welche  den  Kegel- 
schnitt schneidet  und  eine  Sehne  bildet,  die  von  dem  Norroal- 
punkt  haibirt  wird,  ist  der  letzte  Satz  \^^n^^  iiekannt,  iu  dieser 
bfsrlirnnkten  Form  war  er  jedoch  fiir  den  vorliegenden  Zweck 
unbrauchbar,  wo  nur  solche  Gerade  betrachtet  vrerden  sollen, 
welche  den  Kegelschnitt  nicht  schneiden.  Zieht  man  nun  durch 
den  Pol  P  der  Geraden  p  die  Sehne  mUüp  (Ta f.  III.  Fig.  2.), 
so  ist  auch  sie  dem  Durchmesser  conjugirt»  da  alle  dem  Dnicb- 
messer  coojugirten  Richtungen  einander  parallel  sind»  sie  wird 
also  ancb  von  MV  in  dem  Punkte  P  haibirt  werden.  Verbindet 
man  sodann  die  Endpunkte  Hl  und  II  dieser  S^hne  mit  den  End- 
punkten il  und  )3  des  Durchmessers,  so  werden  die  Wrhindiniir^. 
linien  iJXtl  und  BÄ,   ÜH  und  paarweise  in  zwei  Punkten  M 

und  TV"  der  Kichtuni^  p  convergiren  (weil  p  die  Polare  von  P  ist), 
und  damit  zwei  weitere  conjugirtc  Punkte  der  Involution  der  Rieb, 
tang  p  liefern.  Weil  aber  MUÜp  ist«  so  werden  diese  Greraden 
durch  den  Dreistrahl  M  proportional  getheilt,  und  wie  P  in  der 
mite  m  WM  lisgt«  ab  muas  audb  Q  fai  der  Mitte  vün  MN  lle- 
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gtn.  INeMi  «eigt,  dsM  if  UMÜIV  die  Ordaungapaikl»  «id  eeMit 
•Mb  die  uiieigeiililoiieB  Kegeladuiittpiiolite  der  Richtung  p  eiad* 
Mer  allgemein : 

IV.  Ist  ein  Kegelschnitt  und  eine  Gerade  in  einer 
ßbene  gegeben,  so  bestimmen  der  Durchmesser,  wel- 
cher der  Gerade n  conjugirt  ist,  unddie  Polare  desNor- 
inal punkts  jener  Geraden  in  ihren  Endpunkten  vier 
Richtungen,  die  paarweise  in  den  oneigentiichen  Ke* 
geltfchnittpunicten  jener  Geraden  convergiren. 

Vermöge  dieser  vier  Sätze  können  die  uneigentlichen  Kegel- 
Schnittpunkte  auf  direktem  Wege  in  allen  Fallen  construirt  wer- 
den, und  es  bleibt  nur  noch  iihriij»  die  Lacrt'  jener  I-^unkte  mit 
einander  zu  vergleichen,  welche  auf  den  Strahlen  gewisser  Viel- 
strahlen liegen ,  und  diess  wird  in  den  zwei  folgenden  Abschnitten 
geschehen. 

B.   Die  uneigentlichen  Uyperbeldurchniesser. 

Obgleich  die  uneigentlichen  Hyperbelpunkte  auf  den  Kichtun- 
geo  der  unaginaren  Durchmesser  in  der  früheren  Abhandlung 
Seite  185.  bereits  betrachtet  wurrlen,  so  muss  dieser  Gegenstand 
doch  noch  einmal  aufgenoninuMi  werHof),  \veil  jotzt  ein«' allgemeine 
Construktion  vorliegt,  die  auf  den  besonderen  Fall  angewendet 
werden  kann.  Ist  also  CD  (Taf.  III.  Fig.  3.)  ein  reeller  Durch- 
messer einer  Hyperbel,  welche  die  Hichtungen  SS  und  zu 
Asymptoten  und  den  Punkt  O  zum  Mittelpunkt  hat,  so  findet  man 
die  Kichtung  des  conjugirten  imaginären  Durchmessers  dadurch, 
dass  man  den  Strahl  OC  sucht,  welcher  mit  OC  die  Asynipto- 
tenrichtungen  OS  und  OS"  harmonisch  trennt.  Sollen  sodann  auf 
der  Richtung  OD'  des  imaginären  Durchmessers  die  uneigent- 
lichen Hyperhelpunkte  gefunden  werden,  so  müssen  zuerst  der 
Normalpunkt  auf  CD'  und  dessen  Polare  gesucht  werden.  Nach 
HI.  ist  aber  der  Punkt  O,  in  \velcheni  die  Richtung  Cl^  vom 
conjugirten  Durchmesser  Cl)  geschnitten  wird,  dieser  Normal- 
punkt  selbst,  und  die  Polare  dieses  Punktes  O  ist  die  Beruh- 
mngssehne  seiner  Tangenten.  Die  Tangenten  des  Mittelpunkts 
O  sind  aber  die  Asymptoten  SS  und  TZ  der  Hyperbel  und  die 
Berfihrungssehne  derselben  ist  eine  Gerade  des  unendlichen  Raa- 
ves.  Obgleich  jedoch  diese  Gerade  des  unendlichen  Raumes  . 
nicht  gezeichnet  werden  kann,  so  kann  man  doch  durch  die  Punkte^ 
fcr  welchen  sie  die  Hyperbel  schneidet,  gerade  Richtungen  ziehen, 
tarn  jede  Riohtoiig,  die  mit  eiaer  Asymptote  parallel  Ist,  ist  als 
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■  teo  Benihri]ne?*punkt  coavtnrirt,   <iurch     eichen  aach  die  ßcHÜH 
raoffii#f;hne   ^re'it     Man  h^t  also   nur  nach  d«^r  Hesel  l\  -  liurch 

raUeie  Ricbtuop^en  mit  den  A^iymptoten  zu  ziehen,  um  auf  der 
Hrchtang  de^«  imagioSren  Lhirchmes^eT»  ilie  gencbtai  aDeigeat» 
lictoi  Byperbelpaokte  C  und  i^'  zd  bestimBen;  allgMciB: 

V.  Wenn  man  von  d  e  i)'»  »S  r  h  e  i  t  e  i  i  n  e  s  r  <  ■  e  1 1  e  rt  Dür  eh  • 
messers  eirrer  Mjperbei  aas  zvet  Üichtungen  nit  dem 
Asymptoten  parallel  sieht,  so  bezeiebnea  dieselben 
auf  der  Ricbtaag  des  cenjagirteTi  imagiDären  Dofcb- 
aaaaera  die  swei  aaeigeatlickeB  Hyperbelpaakta. 

Die  uneii^enHicfceii  H^'perbelp unkte  a:if  allen  stetisr  aufeinan- 
der foli^eovieti  Iticbtiitigen  der  inia^iaiice»  liurcKnie^^er  iverden 
offenbar  auch  eine  stetige  Ptmktreibe,  eine  Linie  eneageiK  wekfbe 
Bieines  Wi:>sens  vom  Standpunkt  der  neneren  Geometrie  noch  nicbt 
entwickelt  wurde ,  ohslelcb  sie  manebe';  Interesaante  darbietet.  Con- 
almirt  aian  daber  die  aneigentücben  flyperbelpoakte  aad  B^p 
V  and  &  dadnreh,  daaa  man  von  den  Scbeitela  A  and  C  die 
Ricfatangea  AB'  aad  CDf  parallel  55  und  Toa  den  Sckeüeia  B 
and  D  die  Kiebtungen  BAf  and  BC  parallel  SS  zieht,  ao  Ist 
zu  antersochen,  wie  «ich  das  Sy^stem  der  nneigentlicheo  Hypec 
belfiiinkte  A\  C,  Ii' ,  1)'  zu  dem  System  <ler  eigenüiehea  ilypet- 
IjeliMinkte  A,  C»  /?,  I)  verhalte.  Wt^il  ruin  die  Asvniptoten  OS 
and  O  T  durch  die  conjagirteit  Darchnie.s«)er  OA  und  OA' ,  UC 
aad  OO  etc.  iiarmoBiacfa  getrennt  irerden,  ao  folgt*  dasa 

Viebtrabl  O.TACSJ  0,TA' C S. 

Weil  femer  die  Vieraeke  AA'BB,  CCB&  etc.  Paralleki^ 
gramme  sind,  ao  wird  man  aehlieaaen,  da^  der  Vielatmhi  der 

Parallelfin  S5 ,  C/)' ,  Ali'  etc.  dem  Vielstrahl  der  Parallelen  7'5, 
V Ii  y  A' B  »gleich  ij*t,  oder  wenn  man  den  l^unkt  des  unendlichen 
Ratime^,  tn  welrhcm  alle  dieae  Parallelen  couvergirea«  mit  jS 
bezeiehnety  »o  folgt 

Vielstrahl  S,ACO a  S,A'V  O. 

Esfdnd  alao  dieaa-el  Vtelstrahlen  O^TACSmA  S.TAOKmMm 
ia  dea  Punkten  T,  A,  C,  O  der  gegebeaen  Hyperbel  eeaveniri. 

ren,  den  zwei  Vielstrahlen  0,TA'C'S  und  S.^A'C'O  des  zu  iie- 
Ktinunendcn  Systems  conform.  Die  homn!oo:en  Stiaiilen  zweier 
crn  i  iniiön  VielstraJdenpaare  bei>Un4iuen  al>er  z^vei  «^ollineäre  Svsteme 
(Ciiruodl.  §.  43).    I^s  ist  also  das  System  «lor   HueigeiiUichen  Uly- 

perbelpimkta.  C«dX'0£  den  Punkten  2ACÜS  der  gegebaw 


Digitized  by  Google 


und  TanfeMeß  dsr  A'ff^scMUte, 


Hyperbel  eoilUMir;  die  uneigeDtHebea  Hyperbelpwlde  Hegen  ee* 
vAt  ebeefalle  aef  der  Com  eines  Kegetsciioitte.  Neeb  mebrt 
well' der  Pbnlrt  O,  so  wici  die  unendlitli  entfemfen  Peilicte'fland 
S,  T  und  <I  sieb  seilMt  entsprecbeode  Punlcte  der  swel  Systeme 
sind,  so  bat  die  Curve  der  uneigentlichen  Hyperbelpunlcte  wie 
die  gegebene  ilypeiM*  iwei  Pnnlcte  Im  QbendAeben  Raome  und 
gebfSrt  eise  ebenfiiils  witor  die  Klasse  der  Hyperbeln;  uad  Mw6 
bat  ele  mit  der  gegebenen  Hyperbel  die  Asymptoten  getteb^ 
scbaftliob.  Bemerkt  man  neeb/dass  A'B*  vnd  CIK  etd  thndn 
meaeef  der  abgeleitelmi  Hyperbel  sind,  se  bM^  med  folgdodei 
Sdblnäei 

1 

VI.  Die  Kndpunkte  der  uneigentl'^ch  en  Durclimes- 
«er  einer  Hyperi)e!  liegen  wieder  auf  der  Curve  einer 
Hyperbel,  welche  mit  der  ^e 2^ ebenen  Hyperbel  die 
Aijymp toten  und  überhaupt  alle  Durchmesser  gemein- 
schaftlich hnt,  doch  hinsichtlich  der  letzteren  mit  dem 
Unterschiede,  dass  die  eigentlichen  Durchmesser  der 
einen  Hyperbel  sugleicb  aucb  die  un eigentlicbeo  der 

anderen  sind.  '  . 
dl 

Weil  jede  Hyperbel  durch  einen  eigentlichen  und  den  conja- 
glrten  uneiojentlirbon  Durchmesser  volikoninien  bestimmt  ist  (Grund- 
linien, Aufg.  81.  c.)»  so  kann  mau  diesen  Satz  auch  umkehren  und 

"»^J  \7\i  Wenn  zwei  Hyperbeln  zwei  einander  conjn- 
girte  Durchmesser  auf  die  Weise  mit  einander  gemein 
haben,  dass  der  eigentliche  Durch mcKser  der  einen 
Hyperbel  zugleich  der  uneigentliche  der  anderen  ist, 
so  haben  sie  auch  die  Asymptoten  und  alle  anderen 
Durchmesser  auf  eben  dieselbe  Weise  mit  einauder 
gemein.  .  * 

Schon  längst  sah  man  sich  veranlasst,  diese  zweite  abgeleiu 
tete  Hyperbel  zu  unterscheiden,  und  hat  sie  mit  dem  Namen  der 
ziiireordncten  Hyperbel  bezeichnet  und  gefunden ,  dass  sie  eine 
solche  Begrenzung  der  imaginären  Hyperbeldun  hmesser  begründe, 
weiche  es  möglich  mache,  für  eine  treibe  von  Eigenschaften,  die 
an  der  Ellipse  wahrgenommen  werden,  eine  Analogie  bei  der  Hy- 
perbel Dachzuwelsen.  Den  tieferen  Cilrund  für  diese  Analogie 
gfcMibe  ich  durch  die  im  Vorausgehenden  gegebene  Anschauungs- 
weise aufgeschlossen  sa  baben,  gedenke  jedocb^^uicbt  länger  bie» 
bei  a«.  nerweiUn. 
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C  Die  «nelgentlieheD  KegelschnlttpoDlLte  »nC  elDeni 

Paralleivieistrahi.  ^' 

Dnrch  dasselbe  Mittel  und  mit  derselben  Leichtigkeit,  wie 
bei  dem  uooigeutlicheu  Uyperbetdurchniesäer  be«tiiuiiit  man  aucli 
die  Carve,  welche  durch  die  einem  Durchmesser  conjugirten  m- 
eigentlicheo  Sebneo  eines  Kegelschnitts  eneogt  wird«  und  es  hat 
die  Kenatniss  derselben  um  ss  mehr  Interesse,  als  man  hier  olcbt 
blos  anf  eine  einzige  Klasse*  Ton  Kegelschnitten  besehrünkt  ist» 
Gesetzt  also,  es  sei  ein  Kegelschnitt  O  (Taf.  III.  Fig.  4.)  mit  zwei 
einander  conjugirten  Durchmessern  AB  nnd  ÜJJ  gegeben;  so  sind 
alle  Richtungen  fj' ,  W  ,  «,  welche  mit  <  iiicni  jener  Diircbniesser, 
etwa  mit  ÜVt  y  parallel  sind,  dem  anderen  AB  tonjugirt,  und 
diL'  Rithtiiiiu,  ff,  welche  durch  den  Scheitei  Ä  dieses  Durchmes- 
sers geht,  berührt  deu  Kegelschnitt  .Wenn  die  Richtuogeti  y',  A' 
den  Kegelschnitt  nicht  schneiden,  so  bezeichnet  der  Durchmesser 
AB  auf  denselben  doch  auch  die  Normalponkte  nnd  U*  (III.); 
eenstmirt  man  also  za  diesen  Punkten  die  Polaren  g  und  h  fan 
Kegelschnitt»  so  vrerden  diesellien  mit  dem  Dnrchmesser  AB  In 
Ihren  Carvenponkten  die  Inlieschriehenen  Vierecke  ACBD-  nnd 
AEBF  bestimmen,  deren  Gegenseiten  In  den  naeigentlichen  Ke- 
geischnittpunkten  C  und  />',  L'  und  der  Richtungen  g'  nnAh* 
coiivcrgiren.  Weil  nun  aber  in  dem  Vierseit  ACBD  die  Diairn- 
nale  AB  durch  die  Diagonalen  CD  und  CD'  harnionisch  getbeilt 
wird,  so  sind  die  Punkte  B,  A,  G',  G  und  also  auch  die  Punkte 
^»  ^  harmonisch,  so  fern  die  letzteren  durch  die  Paralle* 

len  a,  g*,  g  auf  ßC  bestimmt  werden.  Hieraus  folgt,  dasi;  avch 
der  VIerslrabI  AJiyC'C  und  ans  gleichem  Grund  auch  der  Vier* 
strahl  AtByE^E  und  überhaupt  jeder  andere  ähnlich  constrairte 
Ylelstrahl  harmonisch  seit  Hieraus  schliesst  man  wieder  weiter,  dass 

Vielstrahl  A,BaCE  a  A^aC'B, 

wid  da  ohoehio 

VieUtrahl  D,AC£  7^  B^CE, 

hat  man  zwei  Paare  eonformm  Viebtrahlen«  welche  In  dmi 
Convergenzponkten  ihrer  homologen  Strahlenpaare  zwei  collineftr» 

ebene  Systeme  bestimmen;  es  ist  also  das  System  der  Punkte 

/>,  A,  C'y  E'  dem  System  der  Punkte  J,  C,  E  cüllinaär, 
und  weil  die  letzteren  der  Curve  eines  KegeUchnil ts  angehüreo» 
so  liegen  aucli  Ute  ersteren  auf  der  Curve  eines  Kegelschnitts. 
Diese  zwei  KegelschuUte  haben  überdiess  eine  perspektivisGlM 
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Lage  g«90ii  eiModer,  weil  ihre  Systeme  den  Vleli^mlil-  B^AfX 

genemscbafliich  haben.  Der  Scheitel  Ii  diese^^  Vielstrahln  d^s 
Centruni  und  die  liichtu»|^  a  der  iicheitt'Itan^ente  ist.  aU  eine 
beiden  ^Jystemen  j^emeinscliaitliche,  auch  durch  das  Cet»truiii 
gebende  Gerade  die  Axe  der  Collineation.  Weil  ferner  die  \  erbiii- 
dongsllnien  CD'  und  CD  der  sich  nicht  entsprechenden  Punltte 
der  iHMDologea  Paare  C  ond  D  nnd  //  in  einem  Punkt  A 
dtt  Aze  eoHTergiren»  eo  sind  «He  Syateme  flberdleaa  auch  noch 
hvohitoriach.  (Grondt.  f«  48.) 

Es  ist  auch  leicht  zu  ersehen,  welcher  Art  der  abgeleitete 
Kegelschnitt  ist    Weil  nflmlich  die  Richtung  des  cotijugtrten 
Duthmesser»  ÜB  nicht  nur  mit  der  Axe  a  parallel  lat^  aondem 
tack  den  Strahl  BÄ  hälftei»  so  iat  ele  die  Gegenaxe  der  awei 
kidutorischen  Systeme.  (Gründl.  §.  48.)    Ist  nun  der  gegebene 
lU|elächiiitt  eilte  L^Uipse,  so  bezeichnet  die  Richtung  der  iUtu^an- 
mSC^,  als  die  eines  Durchmessers,  wirklich  zwei  eigentiicha 
ft/nkte  ihrer  (Jurve.    Oiesen  Cnrvenpunkten  Ü  und  ^  des  Systems 
der  Ellipse  entsprechen,  als  Punkten  der  Gegenaxe,  im  System 
des  abgeleiteten  Kegelachnittes  CAD'  zwei  eigentliche  Punkte 
^es  miendlichen  Raumes;  der  Kegeiechnitt  CAD'  »t  also  eine 
flyperbel  (Gründl.  {.  lOL),  nnd  awar  sind  die  Riehtungen  ST  and 
5f  y  welche  mit  AM  und  AJf  parallel  gezogen  werden»  die  Asymp« 
(den  der  Hyperbel. 

Ut  der  gegebene  Kegelschoitt  eine  Hyperbel,  eo  tritfit  die 
Riebtnng  der  C^genaxe,  ÄB»  als  die  eines  imaginSr^n  Durchmes* 
ters,  welcher  den  reellen  Dnrdhmeeeer  AS  conjugirt  M»  kehie 
eigentlichen  Punkte  der  Hyperbelcurve,  es  geht  also  auch  die 

homologe  Gerade  des  «abgeleiteten  Kegelschnitts,  welche  im  un- 
endlichen Räume  liegt,  durch  keine  eigentiithen  Punkte  dieser 
Curve  9  und  dieselbe  ist  daher  eine  Ellipse.  (Gründl.  §.  100.) 

Ist  endlich  der  gegebene  Kegelschnitt  eine  Paiabel,  so  liegt 
!er  ^Scheitel  A  und  also  auch  die  Collineaf ionsaxe  a  im  endlichen 
\aum  y  tler  andere  Scheitel  Ii  des  Durcbmessers  aber,  d.  i.  das 
Jentruna  der  Collineation,  liegt  im  unendlichen  Raum,  die  zwei 
lysteme  sind  also  alBn  nnd  der  abgeleitete  Kegelschnitt  ist  da« 
er  eine  Parabel,  ja  noch  mehr,  die  Systeme  dieser  zwei  Para- 
elo  sind»  weil  sie  involutorisch»  nicht  bloe  aAin»  sondern  auch 
Diforin  (Gründl.  §.  45.  a.),  die  zwei  Parabeln  sind  also  congrnent  • 
der  wenn  man  alle  diese  Resultate  znsammenfasst: 

Vlii«  Die  nnelgentiiehen  lehnen»  welch»  eieeni 
vrehSD^esei'  eine«  Kegelsehnlitee  conjugirt  sind» 
BhOren  ebeaf*IU  wieder  el^e»  KegeieehniftC  an»  wel» 
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IQQ  Paulus:  üeöer  uneipenitiche  Punkte 


e^er  m  It  dem  gegehrneii  kegelschrütt  den  ^efrebenen 
und  den  cotij  ii  irir t  e n  I)  nrrh ni  esser  gemeio  bat.  Uak»! 
ist  noch  beaooders  2u  bemerken: 

■ 

a)  dass  einer  dieser  zwei  K  ei; elschnitte  eine  Hy-. 
per  bei  ist,  wenn  der  andere  eine  Lliipse  isf  umi  um- 
gekehrt, und  dasij  die  Asyiap toten  der  Hypeibe!  dou 
8piteii  des  Vierecks  parallel  geben,  welcbes  durch  die, 
gemeinachaftlicheD  conjugirteo  Dorcliia^after  beatin^mt 
wird; 

•     ■■■■'»'  \ 

b)  dass  der  eine  derselben  eine  Parabel  ist«  6o  oft 
der  andere  diese  Gestalt  bat,  und  daaa  diese  ivfel  Fa- 
i^abelii  einander  congrueat  sind;  ; 

dass  dl©  i5vvei  Kegel 8 chnitte  eine  doppelte  Bfe- 
rtibrung  haben;  ,  ' '  • 

.  d)>4aa«nie  «leh  In  invoNtiirlfleher,  perspektWI* 

iicher  Lage  befinden,  so  nämlich,  dass  ein  Scheitel 
des  gemeinschaftlichen  eigentlichen  D u i  Lbinessera 
da&  Centruni,  nn  1  die  Tangente  des  anderen  Scheitels 
die  Axe  und  der  gemeinschaitliche  conjugirte  Durch: 
a«aaor  die  OegenaiLa  de?  lnFoivtorieeheo  ^oiline«* 
tion  ist. 

Weil  ein  Kegeiscbnitt  durch  zwei  conjui^irte  Durchmesser  be- 
stimnit  tät,  von  welchen  bekannt  ist,  ob  sie  zur  Gattung  der 
elgeotlicben  oder  uneigentlichea  gehuren,  so  Icaoii  mao  den  yer^ 
«aegehendea  Sats  auch  umkehren  uod  sagen: 

IX.  ^Wenn  awei  Kegelseheitte  ein  Paar  conjugirte 
Durchmesser  gemein  haben«  T.en  welchen  der  eioe  in 
beiden  Kegelschnitten  ein  eigentlicher,  der  andere 
aber  in  dem  einen  ein  eigentlicher  und  in  dem  anderen 
•in  unei gentiicher  ist»  se  sind  die  dem  gemeinsehaft« 
liehen  eigentlichen  Durchmesser  conjugirten  eigent- 
lichen Sehnen  des  einen  K  e  ii;  e  1  s  c  h  n  i  1 1  s  zugleich  fi  u  c  h 
die  uneigentlichen  iSebuen  des  anderen  Kegelschnitts. 

Dieser  DmkehrnngssatB  Afbrt  noch  weiter.  In  der  Hyperbel 

können  nSmlich  «war  nur  diejenigen  Sehnen  nneigentliche  sein, 
weh  hr  einem  eigentlichen  Durchmesser  corjjugirt  sind;  in  ihr 
gieht  es  daher  für  jndes  Paar  con  ju^irter  Durchmesser  nur  eine 
einzige  Schaar  unei^e^it^lcher  Sehnen,  welche  einer  Ellipse  an<?e- 
lidren.  In  der  Ellipse  dagegen,  die  nur  eigentliche  Durchmesser 
hni>  denen  immer  eiieh  uneigentilche  Sehnen  cenjnglit  sbMl»  giehl 
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vpn  4W«igetitiieheii  SelMeBtf  dl«  :mit  wM.'Ccaijug\r|fp,i|Miifl)HII4Mb 
«•rn  iiaraUei  »qd  «ad  «^1  Hyperbel«  «ngehviiwi,,  M«-.  Umm 
Uyperii#tn  hat  dio^lbe»swei  DardinicMfc  mit  d«r  Ellipse  geineUi» 
nor-  init  dem  Uoteiscliiede  >  dass-deraelbe  Duidimecser  in  der  ein^n 
Hyperbel  als  eia  et^eiitlivher  und  in'  der  eoderenialB  e|p  imeif 
gentiicber  figu^'^v^-  Hieraiis  folgt  aber»  daaa  dieee  zwei  Hyper^ 
Mb  feugleicb  audk  noch  In  dem  Verhftltniee  stehen,  daeadle^iae 
Hyperbel  die  uneigentücheo  Durchmesser  der  anderen  entkSlt.  (VII«) 


X.  Die  zwei  Hyperbeln,  welcfae  In  einer  Ellipse 
dvrch  die  nneigentiichcn  Sehnen  efaeugt  werden,  die 
zweien  conjugirten  D urch nieeeern  parallel  gehen, 
stehen  auch  untereinander  in  dem  niss,,  dass 
die  eigentlichen  Durchmeseer  der  elnen'zngleich  auch 
die  Qneigeiitliehen  Durchmesser  der  anderep  sind. 

XI.  Wenn  man  zwei  einander  zugeortinete  Hyper- 
beln hat  (d.  h.  in  welchen  die  eigentlichen  Durchmesser  der 
einen  die  uncis;eTitlichen  der  anderen  sind)  und  wenn  man  /. u 
ei ne m  g eni c  i  n s ch  a f t lic h e II  Durchmesser  derselben  die 
Ellipse  der  conjuGfir  ten  u  n  oi  n tl i c Ii e n  Selirien  cou- 
struirt,  so  ist  diese  Ellipse  zugleich  an  ob  die  Curve, 
welche  die  dem  anderen  conjugirten  Durchmesser  der 
anderen  Hyperbel  paralleleo,  uueigentlicheo  Sehnen 
ein  schliesst. 


D.   Die  uneigentlicben  Tangenten  eines  Punktes.^  ' 

Die  in  einem  Punkte  eines  Kegelschnitts  convergircnden 
'Ordnungsstrahlon  der  in  jenem  Punkte  con\ f r^riremlen ,  conjugir- 
ten, involutorisehcn  Stralilen  heisson  die  uueigentiicfien  Tangenten 
jenes  Pu?»ktos.  Dleso  nncigentliclien  Tno^cnten  der  inneren  Pnnlcte 
um  die  uiieigcntlichen  Keiielschniff punkte  der  äusseren  Richtungen 
sieben  nun  zwar  in  einem  Verhiiltniss  der  Reciprocität,  und  es 
Itünntf^  dessweg:en  scheinen,  dass  es  «jeratiKinfr  tTewesen  uSre* 
die  reciproken  Si  tze  gleicbzellig  zu  eniwii  kc  in  un(i  neben  einan- 
der zu  stellen.  Allein  ein  tieleres  Eingebe n  /ei«t,  dass  dieses 
Verhältriiss  der  Reciprocität  keine  durch^reir<  ii<le  Duulit.it  lies^rün- 
det,  indem  bald  bedeutende  Ünterscbiede  sich  einsteilen,  welche 
dem  l  all  der  uneigentlicheii  Tangenten  (  ine  uenisse  Eiijenthüm- 
lichkeit  vei  U  ilien.  Ein  Grund  dieser  Versebieden bei t  wurde «chon 
heim  ein.stimmigeu  invoJutorischeu  Vielstrahl  in  der  früheren  Ab- 

.^Bfiliwg  äkoUe       ecwfl^n^* :  .Qb^leigh*  nftttliob«  in.  ^nesi  soii^Mw 
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Paulus:  üeber  uneigenUiche  Punkte 


Viel^traM  j^e  TraiisverBale  in  einer  involuturiscben  l*unktreihe 
geschnitten  wird,  80.  stimmen  doch  die  Normal-  itnd  Ordnuiii^s« 
strahlen  der  Reihe  nicht  mit  den  Normal-  und  Ordnangsstrableti 
des  einstimmigen  involutorischen  VielstrahUi  fiberein,  wie  dies« 
•llerdings  bei  den  Ordiinngspnnkten  der  entgegengeaefsten  inte* 
lotlon  der  Fall  ist,  sondern  «s  findet  diese  Tleimebr  nur  in  den 
besonderen  Falle  Statt,  wenn  die  Transversale  anf  dem  Normal- 
etrahle  des  Vielstrahls  senlnrecbt  steht.  Diese  üntersehl^de^ 
welche  sehen  an  den  einförmigen  Involutorischen  Grundi^ebildeB 
zu  bemerken  sind,  oÜtiiibaren  sich  noch  gewaltiger  in  dem  Polar- 
system eines  Kpcelschnitts  und  heben  vollständig  die  Dualität 
auf,  ivelrlic  hin.si(  lit lu  !i  di  i  iovolütorisrhen  Punktreihen  und  der 
involutorischen  Vielstrahieo  erwartet  werden  konnte,  sobald  man 
nlmlich  dieselben  in  Betreff  ihrer  Normal-  und  Ordnungselemente 
SU  vergleichen  sucht.  Diese  abweichenden  Verhältnisse  veran- 
lassteo  mich«  den  Fall  der  uneigentlichen  Tangenten  von  demje- 
nigen der  unelgeotlichen  Punkte  au  trennen  und  einer  besonderen 
Betrachtung  su  unteralehen. 

Was  nun  zunfichst  die  Constrnktion  der  nneigentliehen  Tan- 
genten seihst  betrifft»  so  ist  vorerst  an  bemerken,  dase  sie,  wie 
die  entsprechende  Aber  die  uneigentlichen  Punkte  einer  ftusseren 
Richtung»  dadurch  jederseit  gel3st  werden  kann»  dass  man  die 

Ordnungsstrahlen  des  durch  die  conjugirten  Richtungen  gebildeten 
involntorischen  Vielstrahls  nacli  der  Seite  181.  X\l.  Bd*..  dieses 
Archivs  angegeheiicn  Regel  mittelst  eines  Hilfskreises  aufsucht. 
Allein  auch  hier  ist  diese  Construktion  ungeiiüir«'" d  utid  man  ist 
darauf  hingewiesen ,  eine  direkte  Auflösung  ohne  UiUscurve  auf- 
zusuchen. Diess  hat,  so  lange  man  sich  noch  auf's  Allgemeine 
beschriaken  w*ll,  keine  iSchwierigkeit^  denn  so  lange  nicht  nach 
den  Normal-  und  Ordnungsaablen  selbst  gefragt  wird,  gelten  noch 
die  Dualitiltsgesetse  der  RectprocitSt.  In  der  That,  wenn  es  sich 
blas  darum  handelt,  an  jedem  Strahl  eines  gegebenen  Punktes 
den  conjugirten  an  finden,  so  leisten  die  bei  1.  aogeföhrten  Sätze, 
wenn  man  ihre  reciproke  Form  aufsucht,  die  nöthigen  Dicu^te. 
%Venu  zwei  Ecken  eines  um  einen  Kegelschnitt  beschriebenen 
Dreiecks  sich  auf  zwei  einander  conjugirten  Richtungen  bewegeo, 
SO  bewegt  sich  auch  das  dritte  Eck  des  Üreiecks  auf  einer  Ge» 
raden,  nHmüch  auf  der  Polaren  des  Convergenzpunktes  jener  zwei 
conjugirten  Richtungen.  Dieser  Sats  führt  sodann  su  folgender 
Cennlraktioo  der  conjugirten  Richtungen: 

XII.  Wenn  zwei  Tangenten  eines  Kegelschniltn 
von  einer  dritten  Tangente  geschnliten  werden,  so 
•Ind  jede  mw ei  Kichtangen  einander  conjngirt«  welch« 
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dnrcb  die  Schnittpunkte  de  r  letzteren  Tang^ente^e he» 
lind  in  einem  Ptinkte  der  H  e  r  ii  h  r  URg^Sttline  der  BW^I 
er«tereii  Tangenten  convergireB. 

Die  Richtigkeit  dieses  Satzes  ist  avdi  leicht  durch  die  he- 
kannten  Eigenschaften  des  nmheschriebenen  Vierseits  nachntwei* « 
seo.  Werden  pänilich  die  Tangenten  AF  uuA  DF  (Taf.  III.  Fig.  6.) 
dnreb  eine  dritte  Tangente  in  den  Pünkten  B  vnd  C  geschnitteti 
nnd  zieht  man  durch  die  Schnittpunkte  B  nnä  C  swei  Richton- 
gen«  die  auf  der  Berflhrungssehne  JlfR  der  zwei  ersteren  Tangen- 
ten in  dem  Punkte  O  cunvergiren.  and  zieht  man  nnn  noch  eine 
Sehne  NS,  welche  durch  den  Berührungspunkt  N  der  dritten 
Tangente  und  durch  den  Punkt  O  geht,  und  construirt  man  end- 
lich auch  noch  die  Tangente  des  Punktes  S,  n-elche  die  zwei 
ersten  Tangenten  in  den  Punkten  A  und  D  schneidet,  so  ist 
ABCD  ein  umbeschriebenes  Vierseit,  dessen  Dias^ooalen  AC, 
BD  und  EF  durch  die  Convergenzpunkte  O,  O',  O"  der  Gegen- 
seiten des  inbeschriebenen  Vierecks  MNRS  gehen,  fielches  mit 
seinen  Ecken  in  den  Beriihningspunkten  de«  umbeschriebenen 
Vierseits  liegt.  Es  ist  aber  bekannt,  dass  OO'O"  ein  Polardrei- 
eck ist,  in  welchem  jede  zwei  Seitenrichlungen .  also  auch  OO* 
und  00"  oder  OC  und  OB,  einander  conjngirt  öind. 

Ohgleich  nun  aher  der  Satz  Xil.  ein-  hequemes  Mittel  dar- 
bietet, om  in  jedem  Punkt  O  au  einer  gegebenen  Richtung  OB 
die  conjugirte  OC  zu  construiren,  so  leistet  er  doch  fflr  die  Cod- 
struktion  der  Normal-  und  Ordniingsstrahlen  des  Punktes  O  nichts. 
Auch  sucht  man  umsonst  die  Construktlon  der  Normal-  und  Ord- 
nuDgspunkte  der  involutorischen  Punktreihen  in  ihre  rcclproke 
Form.mBZUirandeln  und  dadurch  zum  erwOnschten  Ziele  zu  gelan- 
gen; man  fiberzeugt  sich  Im  Gegentheil»  dass  die  Dualität  eben 
bier  aufhört,  wo  man  zu  diesen  Uaupteleiuenten  der  Invelptii^n 
Obergehen  irlll.  Bei  der  geraden  involutoriachen  Ptonktrelhe.  vrelche 
lin  Polarsystem  eines  Regelscbnitts  durch  die  coojugirten  Puskle 
ebier  Riehtnng  gehlMet  wird,  ist  ein  Normalpunkt  als  der  Punkt 
des  unendliehen  Raumes  bekannt,  nnd  der  andere  im  endlichen 
Raum  wird  durch  den  conjugtrten  Durchmesser  auf  jener  ßlch- 
tong  sogleich  bestimmt;  bei  dem  involuteriscben  VteÜstrabl,  wel* 
eher  doreh  die  hi  einem  Punkt  conrergirenden  Biehtnngen  ^ae« 
Polafsysteras  gebildet  wird,  ist  weder  ein  Normalstrahl  von  selbst 
bekannt,  noch  kann  der  andere  durch  seui  Verhfiltniss  zum  MHr 
telpunkt  des  Kegelschnitts  bestimmt  werden.  Der  Alittelpuakt 
des  Kegelsebnittes  erhSit  seine  Bedeutung  dureh  seine  Beziehung 
m  den.  toTolutorisdien  Plinktrelhen  -desKegelscbaitts,  er  «st  Uta» 
Heb  d«r  oonstanto  Nomipankl  fttr  alte  duMh  Ihn  g^esdenRlkh- 
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ilsreli  d^n  ihn^n  rtfMijuetrten  EhrrHiiiiM^er  lieKeiebnet.  Ffrr  die 
ipfohitoriffdieii  Virl^trahten  ilcr  K^M^cbnfttpvnkte  bat  dter  Hi^ 
te^rankl  kdiie  ancUfre  fiedeotong  ab  jeder  anilere  Ponkt;  er  iMit 
Mcb  «eine  NormaUtraUeiit  die  Axen,  ao4  «eine  OrdniiDgsetnih- 
'  leii«  In  dieeer  llinMcbt  md  Tieimekr  die  Brennpnnkte  des 
Eegeleefioittee  aii»jeexe1cbBett  denn  e«  iitf  der  inTofotoiiscIie  Tiel- 
etrabi  jede»  Brennpunktes  rechtwinklig,  d.  b.  es  sind  jede  zwei 
flirhtoni'eT! ,  die  in  ihoi  ttdiversiren  ond  senkrecht  auf  eioaDder 
H^tehei»,  c:onji;2irt:  e»  k«"nren  sfsi»  Jede  zwei  solche  Ricfifwngen 
ale  Kormabtrahlen  betrachtet  ^verdeo.  Ancb  dienen  die  Bresoo« 
ysnkte  xnr  CoD<ttniktion  der  NomiftiiitcaiiieD  jedes  anderen  Punk- 
Ics«  wie  fa%eiide  Regela  «Dgekeo: 

XHL  Die  NorroalittFahle ri  eines  Bren npooktet«  sind 
lllibes^ttiniiit,  es  bilden  die  co n ja girte n  RtchtungeE 
efoas  Brennponktes  einen  rechtwinkligen  involateri- 
•cben  TieUtrah  I,  in  welchem  jede«  Paar  anf  einandei 
aenkreehter  Riebtangen  ala  Ifornalatrahlen  betrüb* 
tet  werden  k9nmen« 

XIV.  Die  NurmaiatrahieD  irgend  einea  anderen 
Poofctes  in  dem  Poiarsystem  des  KegeUcbnitts  aind 
dIeHalbirnogalinien  derM^inkel,  die  dnrefa  die  in  jnnniB 
Pnnkt  eonvergirenden  Brennatrablen  gebildet  werden« 

XV.  Für  einen  Funkt  auf  der  Richtung  eineV  Aza 
aind  dieae  Axe  ^elbat  and  die  aaf  derselben  senkrecbte 
RIebtnng  zugleich  auch  die  Normalatrahlen. 

Diese  Sntze  \Mtrden  von  Prolessor  v,  Staudt  in  ^eiuer  „iret»* 
rK'Trie  der  La^e  Seite  508."  einfach  dadurch  beuitjsei»,  dass  « 
die  Punkte  antersucbt,  in  weichen  die  Axeii  durch  zwei  aenkrecbt 
auf  einander  stehende  eonjngirte  Kirbtan^en  geschnitten  werden^ 
Zwei  aolehe  Pnakte  haben  nümlicb  die  Eigenachaft^  dass  jede 
swei  dnreh  nie  gebenden  nnd  aaf  einander  aenkrechten  RicJitini* 
gen  cenjnglrt  aind,  ond  daaa  sie,  wenn  aie  auf  der  groanen  Axe 
der  Ellipse  oder  auf  der  reellen  Axe  der  Hyperbel  liegen»  die 
Brennpunkte  harmoniseh  trennen,  leb  erlaube  mir,  bei  dieser 
Gcl^J?*''^heit  aui  Wichtiiikeit  dieser  Satze  aiifmerkäsaiii  liiacLen. 
Sie  schli«*--  II  W  e^en  der  iir'  nnpunkte  auf;  sie  zeieen,  dass 
die  Brennpunkte  für  die  involuloriscfaen  \  ielstrniilen  eines  Kegel- 
aelmitts  dieselbe  Bedeutung  haben,  wie  der  x^litteipunkt  ftlr  ^e 
kifolatorischen  Punktreibea ;  sie  zeigen  ferner ,  daaa  im  Kreia  din 
eenjaglrtenDnrcbnessernnr  dessbalb  senkreehtailf  elnaaderalebaB» 
n^l  Im  IfiHelpnnki  dan  Kralaen  din  Brauipimkla  varauigt  sind; 
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sie  zei^^en,  warum  zwei  Kegelschnitte,  wenn  sie  einen  Brenopui^kt 
gcmeiiificbaftlich  haben,  auch  zufflelch  \\\  Www  einen  \  iel^trahl  ^e«- 
meinschaltiich  haben,  und  desshulli  liir  dted^en  BrQpnpuukt  äU  Cen.* 
truiii  per&pekuviscb  coüineär  siod. 

■ 

Es  ist  oan  nocb  Sbrig,  zu  unterjochen «  nie  mau  von  dee 
Kornalstralileii  aus  aueh  zu  den  Ordnungsstraiilen  eines  Punkfee 
gelangen  liann.  Hut  man  nun  GSr  einen  nach  Belieben  gegebeoeo 
Punkt  P  (Taf.  III.  Fig.  6.)  die  ßrennstrahlen  PF  und  Pf*  und 
die  Kormalstrablen  AB  und  C/>,  d.  h.  atsn  die  Balbtrungstinien 
des  Vinkels  FPF*  und  seines  Nebenwinkels  construirt,  so  wird  ^ 
das  Tiereck  ACBD^  welches  durch  die  Normalstrablen  auf  der 
Curve  bestimmt  wird »  zum  Ziele  futiren.  Die  Riebtungen  PG  und 
PS»  welche  den  Punkt  P  mit  den  Cnnvergenzponkten  der  Gegen- 
seiten dieses  Vierecks  verbinden,  sind  nSmIich  ebenfalls  conju- 
glrt,  als  Seiten  des  zum  Inbescbriebenen  Viereck  gehörigen  F6* 
lardreiecks  POE.  VemSge  einer  bekannten  Eigenschaft  des 
Vierecks  werdeo  aber  die  Richtungen  AB  nnUk  CD  durch  dii 
Rtchtnngen  PG  und  PE  harmonisch  getrennt,  und  fofglicb  wer- 
den die  Richtungen  AB  und  CD,  well  sie  zugleich  senkrecht  auf 
«inander  stehen,  die  Winkel  der  Strahlen  PG  und  PE  halbiren. 
Diese  zeigt,  dass  ^ie  Strahlen  PGxtnAPE  die  Ordnungsstrablen 
des  InToIntotiscben  Vielstrabls  P  sind ;  oder  weil  diese  Ordnungs* 
•Irehlen  din  nnelgentlichen  Tangeeten  des  Punktes  P  belssen, 

XVI.  Die  zwei  uneigentlichen  Tangenten  eines 
Punktes  im  Innern  eines  Kes:elschnitts  gehen  durch 
die  Con vergenzpunkte  der  Gegenseiten  desjenigen 
inbeschriebenen  Vierecks,  dessen  Ecken  durch  dl'e 
Normaistrablen  jenes  Punktes  bezeichnet  werden. 

Die  uoeigentlichen  Tangenten  der  Punkte  eriiei 

A.XC.  •  * 

rnnstniirt  man  die  uneiL'^iitlirhen  Tans^enten,  welche  in  einem 
Ptmkte  einer  Ase  eines  Kegelschnitte!«  converijiren ,  mit  einiger 
Aufmerksamkeit,  so  enttleckt  man  .uich  die  Gestalt  der  Curre, 
welche  durch  alle  in  der»  Punkten  einer  Axe  conver<»irendcn  un* 
eigentlichen  Tangfrit^Mi  einijebullt  wird.  l>ie  iNornialstratiien  eines 
miicben  Punktes  E  (Taf.  III.  Fi i?.  7.)  -sind  die  Axe  AB  und  die  in 
dem  Punkte  E  senkrecht  zu  ihr  steheiwle  ISehne  CD.  (XV.) 
Durch  diese  Nornialstrahlen  wird  das  Viereck  ACBD  bestrmm^ 
wi4  die  qonriBKgeii^pvpktA  C..  upd„X^..s^^V  .i^l^eiif^teii  mit 
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ilem  Ptonfcte  E  verbünde«  liefeni  MMhum  die  onei^mitllcbeD  Tan- 
gente» EC  und  Eiy  dee  Paekte»       (XVL)  Hiebei  bt  aber 
Dieht  XU  fibmeben,  dsm  dieser  €oii«tniktien  gemfies  die  Rieh- 
tnog  C'iy  die  Polare  des  Punktes  E  nnd  alse  senkrecht  zur 
Azenriebfudg  AB  Ist.  dass  femer  der  PuDktJS',  in  weichem  diese 
Bicfatimg  von  der  Axe  gescbnUten  wird,  der  Normalpunkt  dersel- 
ben  (III.),  und  dass  die  Punkte  C  und       selbst  die  ni.eigent- 
liehen  Kegelschnittfiunkte  der  Richtung  C'iy  sind.  (IV.)  Nun 
weiss  man  ferner  aus  YIII.,  dass  das  System  der  uneigentlichen 
Kegelschnittpankte  auf  den  der  Axe  AB  conJnglHen  Richtunr^en 
einen  Kegelschnitt  znsammensetxen,  der  dem  gegebenen  Kegel 
schnitt  fiir  den  Scheitel  B  als  Centrum  und  die  ScheUeltangente 
a  als  Axe  involutorisch  eolllneär  ist,  nnd  hieraus  folgt,  dass  also 
die  Punkte  C  und  C,  B  nnd  ZK,  E  nnd  E'  homologe  Punkte 
nnd  folglich  CE'  nnd  DE'  nnd  homologe  RicJitungen 

dieser  Systeme  sind.  Es  ist  aber  nach  einem  bekannten  Satze 
fi|»er  das  Inheschriebene  Viereck  die  Richtung  CD  die  Polare  des 
Punktes  die  Richtungen  CE'  und  DE'  sind  also  Tangenteo 
des  gegebenen  Kegelschnittes  CAD\  die  homologen  Richtungen 
C*E  nnd  D^E  des  collineSren  Systems  werden  also  ebenfalls  den 
homologen  Kegelschnitt  C'AD^  berfihren  und  mit  CE'  und  DEf 
in  den  Punkten  y,  d  der  Axe  convergiren.    Es  folgt: 

XVil.  Die  zwei  uneigentlichen  Tangenten  .  eine« 
Punktes  auf  der  Axe  eines  Kegeischn itts  sind  zugleich 
auch  die  eigentlichen  Tangenten  desjenigen  Kegel- 
Schnitts,  \velcber  die  uneigentlichen,  derselben  Axe 
conjugirten  Sehnen  des  Kegel« chri  itts  einschliesst; 
die  uneigentlichen  Tangenten,  welche  In  den  Punkten 
einer  Axe  convergiren,  hüllen  also  einen  Kegelschnitt 
ein,  und  zwar  ist  diess  zugleich  derjenige,  welcher 
auch  die  uneigentlichen,  derselben  Axe  conjugirten 
Sehnen  einsehiiesst 

Diese  schone  doppelte  Uebereinstimmung  der  zwei  Kegef- 
sehnitte  findet  nur  dann  Statt,  wenn  dieselben  die  Richtung  einer 
Axe  mit  einander  gemeinschaftlich  haben.  Im  Kreis  allein,  wo 
alle  Dniehmeaser  die  Eigenschaft  der  Azen  theilen,  ist  jene  Ueber- 
einstimmung allgemein»  Die  Hyperbel,  welche  zugleich  die  un^ 
eigentlichen,  einem  Durchmesser  des  Kreises  conjugirten  Sehnen 
ebMehlksat  und  Ton  den  uneigentlichen  Taugenten  der  Punkte 
Jenes  Durchmessers  eingeballt  wird,  hat  mit  dem  Kreise  ein  Paar 
eeiijugirter  Dwehmesser  gemein  (VUL),  nnd  ist  also  gleichseitig, 
Odert 

XVIll.  Die  Cnrve,  welcM  zugleich  die  nneigenfr^ 


und  Tangenten  der  KegeUehiätie» 
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Üchon,  einem  Kreisdurchmesser  conju girteii  Sehnen 
ei  n  sc  Pi  lies  st  und  von  den  in  den  Punkten  jenes  Durch, 
niessers  convergirend  en  uneigentlichen  Tangenten 
eingehüllt  wird,  ist  die  gleichseitige  Hyperbel,  welche 
jeoea  Kreisdurchmesser  siir  reellen  Axe  bat. 

Dieser  Satz  verdient  desshalb  eine  gewisse  Beachtung,  weil 
er  von  einer  neuen  Seite  her  die  Gcstaltsverwandtschaft  dieser 
ztvei  Kegelschnitte  bestätigt,  ja  sogar  die  gleichseitige  Hyperbel 
unmittelbar  in  den  Bereich  des  Kreises  hereinzieht.  Auch  die 
besonderen  Eigenschaften  der  gleichseitigen  Hyperbel  können  von 
diesem  Standpunkt  aus  leicht  erkannt  werden,  so  namentlich  die 
Erzeugung  der  gleichseitigen  Hyperbel  durch  zwei  gleiche  pro- 
jektivische  Vielstrahlen.  Ijetraehtet  man  z.B.  in  Taf.  III.  Fig.  8. 
die  homologen  Richtungen  xiC  und  Ai  'y  AE  und  AE' ^  welche 
die  Richtungen  des  Durchmessers  AB  und  der  Scheiteltangente 
a  harmonisch  theilen,  so  folgt,  weil  im  Kreise  die  Scheiteltan- 
gente tfttiis  senkrecht  aul'  dem  Durchmesser  steht,  dass 

\  (Gmndl,  f  72.  d.) 

wftbreod  im  Kreise  wie  bekanot: 

Z,aAC=  ^ABC. 

80  .folgt 

Z.aAE'  ^^ABEy 
oder  es  ist  Vielstrahl  B^C'E'  ^  A,aC'E'. 

Der  Satz  XVII.  gieht  auch  ein  leichtes  Mittel  an  die  Hand, 
am  die  Winkel  der  uneigentlichen  Tangenten  eines  Kegelschnit« 
tes,  welche  in  Punkten  ihrer  Axen  convergiren,  mit  einander  zu 
vergleichen,  weil  jener  Satz  den  Fall  der  uneigentlichen  Tangen- 
ten eines  solchen  Kegelschnitts  sogleich  in  denjenigen  der  eigent- 
liclien  Tangenten  eines  anderen  Kegelschnittes  verwandelt.  Will 
man  die  auf  diese  Weise  sich  ergebenden  Gesetze  in  Worte  fas- 
sen, so  ist  daran  zu  erinnern,  dass  die  Neigung  zweier  Linien 
stets  durch  den  kleinsten  Winkel,  den  sie  mit  einander  machen, 
nie  also  darcb  einen  stumpfen  Winkel,  sondern  stets  durch  den 
spitzen  Winkel,  den  Nebenwinkel  des  eisteren,  gemessen  werden 

Theil  XXII.  1<> 
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■oll.  DIess  TOTaasgesetit  wird  man  verniittdat  XVIL  leicbt  fol- 
gende Satze  finden: 

XIX.  In  der  £Uipse  finden  h iTTsIchtlicb  der  Win- 
kel,  welche  die  uneigen tlicben  Tangenten  der  Azen- 
ponkte  bilden,  folgende  Gesetze  Statt: 

n)  der  Winkel  der  aneigentticben  Tangenten  des 
Mittelpunktes  ist  spitz,  und  zwar  liegt  die  grosse 
Aze  im  spitzen  Winkel  and  die  kleine  Axe  in  dessen 
stumpfem  Nebenwinkel; 

b)  in  den  Scheiteln  der  Axen  ist  dieser  Winkel  ein 
Absolutes  Minimum; 

c)  in  den  Punkten  der  kleinen  Axe  wächst  er  stetig 
vom  Scheitel  bis  zum  Mittelpunkt; 

d)  in  den  Punkten  der.  grossen  Axe  wSebst  er  ste- 
tig vorn  [Mittelpunkt  bis  zu  den  Brennpunkten,  wo  er 
sein  absolutes  Maxiiuum  erreicht; 

r 

e)  von  den  Brennpunkten  aus  gegen  die  benacbbar- 
ten  Scbeitel  nimmt  er  stetig  ab  und  erreiebt  In  den 

>    Scheiteln  selbst  sein  absolutes  Minimum« 

XX.  In  der  Hyperbel  befolgt  der  Winkel,  welebei 
durch  die  zwei  in  einem  inneren  Punkt  der  reellen 
Axe  convergirenden  uneigentlichen  Tangenten  gebil- 
det wird,  folgendes  Grössegesetz:  er  orreichi  iitner- 
hall)  jedes  H  y  pei  h  e  1  a  s  tes  im  Scheitel  und  in»  l^unkt 
des  unendlichen  I\  a  u  ni  e s  sein  a  b  s  o  I  u  i  e  >  M  i  ii  i  ni  n ni , 
wächst  mit  der  A  n  n  fih  o  run  !X  an  den  Brenupuiikt  und 
erreiebt  in  dem  Brennpunkte  selbst  sein  absolutes 
Maximum. 

XXI.  Die  Parabel  verhalt  sich  hinsichtlich  der 
Winke!,  u  eiche  die  ii  ne  i  u  e  n  1 1 1  eh  en  in  den  inneren 
Punkten  ihrer  Axe  convergirenden  Tangeuten  mit  ein* 
ander  machen,  ganz  wie  die  Hyperbel. 

Zum  Schluss  map:  noch  bemerkt  werden,  dass  diese  Sätze 
r  ;trr  Anderem  auch  zeigen,  dass  in  dem  Foiarsystem  eines  Ke> 
gel^cbuitts  keine  Punkte  gefunden  werden,  welche  mit  den  Brenn- 
punf^ten  die  Eigenschaft  theilten,  dass  der  involutori^he  Vleif 
strahl  ihrer  conjogirten  Richtungen  rechtwinklig  wäre.  Denn  ein 
solcher  Punkt  existirt  nach  den  vorausgehenden  Sätxen  auf  den 
Ricbtuogen  der  Axen  niebt,  und  dass  aneb  sonst  in  der  FUcIm 
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des  Kegelschnitts  keliier  sich  vorfindet,  daasiehf  man  dämn.'daas 
jeder  Darchmesser  schief  auf  den  ihm  conjugirten  RichtnngeB 
steht,  was  nicht  sein  kannte,  wenn  in  ifgend  einem  Punkte  nnr 
rechtwinklige  Richtungen  einander  conjugirt  wSren.  *) 


Ueber  die  Fnsspankten- Flächen^ 

Viin 

lUrm  X.  3iosshrugger, 
Lehrer  der  Mathematik  an  der  Kantonssdiuie  zu  Aar  an. 


Wenn  eine  FISche  F  durch  eine  Crleichung  zwischen  drei 
rechtwinkligen  Coordinaten'  y,  z,  und  ausserhalb  derselben  ein 
Punkt  P  mittelst  seiner  ebenfallA  rechtwinkligen  Coordinaten 
0^»  ß»  7  gegeben  ist,  und  man  denkt  sich  die  ganze  Flüche  F  durch 
eine  ununterbrochene  Folge  von  tangirenden  Ebenen  umhüllt,  und 
fallt  von  P  auf  Jede  dieser  Ebenen  einen  Perpendikel,  so  bilden 
die  Fusspankte  dieser  Perpendikel  eine  neue  Flache  welche» 
analog  mit  den  oft  bebandelten  Fnsspunkten-Curren,  die  Fuss« 
pnnkten>FlSche  der  Flüche  F  genannt  wird.  Der  feste  Punkt 
P  beisst,  in  Begebung  auf  die  Fläche  ihr  Pol.  Die  Coordi* 
naten  des  Fusspunktes  eines  solchen  Perpendikels  seien  u»  «• 
Hat  man  nnn  Xt  y,  z  und  ihre  Ableitungen  als  Funktionen  yon 
u,v  vorgestellt,  so  dass  sie  unter  der  Form:  . 

* 

erscheinen,  so  kann  man  aus  diesen  und  der  Gleichung  der  Fläche 
F  die  Grössen  er,  y,  z  eliminiren»  vfodurch  man  die  Gleichung 
der  gesuchten  Fläche  erhält. 

Wir  wollen  den  voiLM  /cichneten  Gang  der  Aiiflosuncr  poaleich 
ausfuhren,  und  nehmen  dieseai  zufolge  an,  die  gen^ehene  Müche  8ei: 

"  "  / 

*)  Das  in  dieser  Ablinndliing  öfters  gebrauchte  Zeichen  bedeutet 
, ,  c  <»  n  f  o  r  m.  '*  6. 

10» 
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T.  Ein  dreUcfcsige«  Ellipsoid,  ÜMtm  inf  deii  Mittel- 
punkt bezogene  Gleichung  kt; 

Ferner  ist  die  Gieicboog  der  dnrch  den  Pnnkt  (/,  u,  r)  gehenden 
«id  das  Ellipeoid  (1)  io  einem  Pnoist  (x,     z)  lierfibrenden  Eiiene: 

l£|('-^>+  ]%\(u-y)-(.-^)=<k  .   .  (2) 

Endlich  sind  die  Gleichungen  des  vom  l^uukt  («,  ß,  y)  auf  tlie 
Ebene  (2)  gelallten  Ferpeudikeb: 

Au8  (1)  und  iß)  folgt: 

Ar  >  "^"^  01%'*    e— y  * 

Terbindet  man  diese  beiden  Gleichnngen  mit  der  in  (2) ,  so  Gndet 
man  nach  einigen  Reductiooen : 

Dleee  Warthe  von  a:,  y,  z  in  (1)  snbatiiulrt  gelten-; 

(5) 

welchea  die  Gteicbang  der  gesnditen  Fläche  Ist» 

Setien  wir  in  dieser  Gleichung  l-fl'»  «*ftc',  e+e'  statt 
I»  n ,  1^ ,  se  erhalteo  wir  folgende : 

3te(e-y) + n(«-./3) + Kl-a) »  (e'+n'+f)»-/«'  -  ßu^r-fO^} 
+  { (ü'  +  n' +!')•— ye'—lJii'—cf<'}»=:<?iV»+  6|  V«+Oi«<'« 
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I  Diese  Gleichung  wird  befriedigt  durch  l^asO»  ti'sO,  e'sO; 
i  « Ist  ako  der  ueue  Aufaog  der  Coordinateo  ein  vielfacher  Punkt 

!  Setzt  man  den  Punkt  P  in  den  Coordhiuteaanfang»  ao  wird 
is/}=y=0»  und  die  Gleichung  (5)  wird  zu 

«•+ii«+e«)«=OiV+64V+ciV   ...  (7) 

Dieses  ist  die  Gleichung  derjenigen  FiSche,  welche  Freenet 

ffl  seinen  Untersuchungen  über  doppelte  8trahlenl)i tchung  die 
Olicrfläche  der  Elasticität  nennt,  und  deren  Eigenschaften 
kim  in  allen  besseren  Lehrbüchern  der  Physik  angegeben  sind. 

Wir  bemerken  hierbei  noch,  dass 

»(o— J')  +  «(i*— +       «)  =  0  ....  (8) 
4  Gleichung  einer  Kugel  ist,  deren  Coordinaten  des  Mittelpunkts 
^,  I  sind,  und  deren  Radius  r=:^  V^c^-f  j3>4-y3  tat 

Die  Gleichung  der  Durchschnittacunre  dieser  Kugel  mit  der 

liehe  (5)  ist  daher ; 

4ese  Gleichung  gebort  aber  einem  Punkte  an»  dessen  Coordhia* 
I  a»     y  Bind,  woraus  hervo^eht: 

1)  dass  die  Kugel  (8)  nur  den  Punkt  P  mit  der  gesuchten 
lebe  (5)  gemein  hat; 

T\  dass  die  Oberfläche  der  vorgenannten  Kugel  der  geome- 
»che  Ort  aller  vielfachen  Punkte  von  einer  unendlich  grossen 
zahl  Fusspunkten -Flächen  einerlei  Art  ist 

II.  Sei  die  gegebene  Fläche  ein  eintheiliges  Hyperboloid» 
iaen  Gleichung: 


(i)'HO"-a)"='  •  •  ■'•> 


WeU  bi«r 


findet  man  wie  vorhin  mitteist  der  Gleichungen  L  (2)«  (3): 
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^»{«— 5:!^(^  - c >  -t-  i»  fw—  J)  -f  r f r— 7)_; 

V-     f  7-.    f  ,  ;  -  '  +  r;r~y)| 

Diese  Wertbe  w  (I)  «alstitakt  gcW«  1^  die  GleidM^  der  s«- 


SeteB  wir  ia  dieacr  Gldckn^  «=/ls7=0,  socrWInwir: 


Wir  woileD  untmoAtm,  ob  es  aidit  mßfjßA  ist,  diese  FIScte 
dnreli  cioe  oder  BefcrcK  EiicecD  i»  Kieieee  la  acbMidni  es 
sei  desshslb 

Jfl-|-iVv-i-/¥=0  (4) 

£e  Gleicfanng  einer  durch  den  Coordinateaaataog  gebenden  Ebene 
and 

l^-^ü^^e*:^«^  CS) 

die  einer  Kugel ;  ass  (3)  imd  ^5)  folgt: 

CiM.  (6) 

Aus  (4)  iöt  aber 

Mi  +  Am 

 jp  • 

Oieeer  Weftb  tob  e  in  0)  imd  (6)  eingelalurl  gibt: 

VerFielfachen  wir  die  erste  dieser  Gleii  Ii  untren  luit  and  setzen 
den  daraus  result  Iren  den  Werth  v  P-u^  demjenigen  von  P^'*' 
ans  der  letzteren  gleich,  so  erhalieu  »ir: 
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Diesen  Gleichungen  karui  zugleich  nur  genü>t  werden,  nenn  einer 
der  Coeflicientcn  31,  iV  und  P  fersdnviridet,  d.  h.  wenn  die  schnei* 
deode  £hene  durch  eine  der  Coordinateuachsen  geht 

Legen  wir  die  scliiieidende  Ebene  zuerst  dm  rh  die  Achse  der 
setzen  aUo  M=0,  so  erbalteu  wir  aus  den  drei  letzten  üiti' 
cäuDgeu : 


IHoer  Ausdruck  ist  aber  nur  dann  reell,   wenn  6,  >      ist;  in 
fafli  Falle  gibt  es  also  wegen  des  dopueiteu  Zeichens  des 
iV 

Werths  von  p  nur  swei  dqrcfa  die  Achse  der  t  gehende  Ehe- 

m,  welche  die  Fläche  (3)  in  Kreisen  schneiden;  die  Gieichon- 
geo  dieser  beiden  schneidenden  £benen  sind  alsdann : 

,   }        ...  (7) 

Im  die  Gleichung;  des  Kreises  zu  finden,  in  welchem  die  erstere 
dieser  Ebenen  die  Fläche  (3)  sehneidet,  so  bezeichnen  wir  mit 
h  den  Winkel,  welchen  die  positive  Seite  der  Ebene  (t,  u)  mit 
ler  Ebene  dieses  Kreises  bildet,  nnd  nehmen  l|»  Vi  als  die  Coor- 
iioaten  in  der  £bene  des  Kreises  selbst »  eo  ist: 

u=v^cos(px,  c=i?isin9j,  tg9?4  =  Y  'a{^^  c|«' 

sin 


itbin 


^ht^' 


ihren  wir  diese  Wertlie  you  u  and  v  in  der  Gleichung  (6) 
s  mid  bemerken»  dass  (sei  ist,  so  erhaüen  wir  IHr  die  Glei» 
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chun^  des  Kreiseti,  in  welchem  die  Fus6punkteu-FlÄcbe  von  der 
erAtea  Ebene  io  (7)  geschnitten  wird,  »folgende: 


Die  sWelte  Ebene  in  (7)  schneidet  die  FIä(;he  (3)  in  eineni  gleichen 
Kreise,  nur  hat  jene  iu  Beziehung  aul  die  Ebene  u)  entgegen- 
gesetzte Lage. 

Laeeen  wir  di^  £faene  (4)  durch  die  Aeiine  der  u  gehen,  neh- 
meii  also  Nz=z{^  an,  so  erhalten  wir  ans  den  drei  obigen  Be- 
stinimnngsgleichnngen : 


Q=bi  und  p=±Y 


M 

Dieser  Werth  von  -p  wird  nnr  reell»  wenn  ist;  In  dies^ 

Fall  erhalten  wir  wieder  wegen  des  do[)pelten  Vorzeichens 
FJienen,  welche  die  Fläche  (3)  in  Kreisen  scbueideu;  die  iviei 
cbungen  derselben  sind: 


  .    m 

Die  Gleichung  des  Kreises,  in  welchem  die  erste  dieser  EbeneKi 
die  Flärhc  (3)  schneidet,   i>t,  wenn       ^^^^       die  Coordinate« 
desselben  in  seiner  Ebene  seibät  bezeicbueo : 


•  •  


Die  zweite  Ebene  schneidet  die  FiScbe  (3)  in  einem  gleichen  Krette 
wie  dieser,  nnr  hat  jene  Ebene  hi  Besiehung  anf  die  Ebene  {U  n) 

entget^engesetzte  Lage. 

Lassen  wir  endlich  die  Ebene  (4)  durch  die  Achse  d«^r  v 
gehen»  setzen  also  in  den  obigen  ßestininiungsgleichungen  tür  die 

Coeffidenten  PäO,  so  erhalten  wir  9=  V^^i»,  woravs  hervor- 
geht, dass  die  Fläche  (3)  von  jeder  durch  die  Achse  der  v  sieben- 
den Ebene  in  doem  imaginären  Kreise  geschnitten  wird. 

Wir  haben  also  gefanden,  dass,  wenn  >  a|  ist,  die  Fläche  (3) 
von  swei  durch  die  Achse  der  t  gehenden  Ebenen  geschnitten  wer- 
den bann,  die  mit  der  Ebene  der  {U  u)  Winkel  bilden,  def«n 
tiigoaometiisch*  Tangenten 
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*/" 6,»-«,«  *r 6,"-»,' 


sind;  die  Schnitte  sind  zwei  Krei^?«,  deren  gemeinsamer  Mittel- 
punkt der  Coordiiiatenanfans:  ist:  die  Radien  dieser  Kreise  sind 
jeder  f^Ierch  a^.  Ist  aber  Oj  >  ,  so  werden  die  Schnittebenen 
imaginär,  hingegen  Ivann  man  in  diesem  Falle  die  F'läche  (3)  durch 
zwei  nndeie  Ehenen,  die  durch  die  Achse  der  u  gehen,  in  reel- 
len Kreisen  schneiden,  deren  gemeinsamer  Mittelpunkt  ebenfalls 
der  Coordinatenanlang  ist  und  deren  Radien  gleich  i^iiid;  die 
Tangen  ton  der  Winkel,  unter  welchen  die*£benen  dieser  Kreise 
gegen  die  Ebene  der  {Jt,  u)  geneigt  sind»  sind: 


Endliek  gibt  es  gar  keine  durch  die  Achse  der  v  gebend« 
Ebene  y  welcbe  die  Fläche  (3)  in  einem  Kreise  schneidet 

III.   Ist  die  gegebene  Fläche  ein  zweitheiliges  Hyperboloid» 

deääen  Gleichung 


ist»  so  linden  wir  gans  i^nf  gliche  Art  wie  In  L  und  D.  för 
Gleicbung  der  Fusspnnkten-FlSche  folgende: 

In  dieser  Gleichung  beEeicbnen,  wie  frOber»  «,  /  die  Coordba« 
ten  des  gegebenen  Punktes  P»  von  welchem  die  Perpendikel  anf 
die  berührenden  Ebenen  der  FiSche  (1)  geföUt  werden.  Setzen 
wir  in  der  Gleicbung  (*i)  «==:|3=/=0,  d.  b.  nehmen  wir  den  Punkt 
P  in  dem  Mittelpunkte  der  Flftche  (1)  an,  so  geht  jene  aber  In: 

Wenden  wir  bei  der  durch  diese  Gleichung  dargestellten  FiSche 
dasselbe  Verfahren  an  wie  hei  der  Fläche  (3)  in  II.,  linden 
wir,  dass  es  gar  keitie  durch  den  Coordinatenanfang  eehende  Ebene 
gibt,  welche  diese  Fläche  in  reellen  Kreisen  st  hneidet. 

W  ir  ci  liMlten  cndiicli  auf  demselben  Wege  in  II.  für  die 
Gleichungen  der  Fusspunkten-Flächen  eines  hyperbolischcni  und 
eines  elliptischen  Paraboloids,  die  durch  die  bezüglichen  Glei- 
cbuDgeo 

|>'^*-|>i*-W'ar=0,  (4) 
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dargestellt  sind»  folgesde: 

4(f- «) [ +f/(K~/3) + y) \'-p'{v-y)'^^p(u-§y' = 0,  (6) 

4(<-«){<(<-«)+ti(«-j5)+t»(ü--y)| +pXr-y)HM«--'ft«=a  (7) 

Für  0=^  =  7=0  iverdeD  diese  zu: 

4l<»+<»«+<»*)— ;»'»*+F«*=0.  •  ...  (8) 

4(<>  +  <tta  +  tei^+j:>'ü2+/>it*=0.  ....  (9) 

Keine  der  vier  letateren  Flächen  kann  von  einer  Ebene  in  einem 
Kreise  gesciinitten  werden. 

8etzen  wir  in  (6)  and  (7)  9 — f^O»  so  erliaiten  wir: 

4<(<— c)2-f  4M(i— tf)(tt-i3)+;?(M— iS)2  =  0.  .  .  (10) 

Diese  Gleiehnng  gebort  der  Durchscbnlttscarve  der  Fllcben  (6) 
und  (7)  an »  und  diese  befindet  sieb  in  einer,  mit '  der  Ebene  der 
(f ,  u)  parallelen  Ebene,  welcbe  durch  den  Punict  P  geht  Setsen 
wir  aber  in  (8)  und  (0)  e=0,  so  erhalten  wir  für  die  CUeicbnng 
der  Durebscbnittscnrve  dieser  beiden, FlSeben: 

4i^  +  (4<+f>)t|2=0.  (11) 

Diese  Gurve  liegt  in  der  Ebene  der  {U  »)  und  Ist  zugleich  die 
Fttsspunktencurve  der  Leitparabel  der  Paraboloide  (4)  und  (5), 
so  wie  4<H(4<— pV=0  und  4<*f(4l4-p')«*  =  0  die  bezfigll- 
eben  Fusspunkteiicurven  der  Erseugungsjiarabeln  jener  Flächen 
aosdrlieken. 

Schneiden  wir  die  Fläche  (6)  durch  eine  mit  der  Ebene  der 
(«,  e)  parallele,  durch  den  gegebenen  Punkt  P  gehende  Ebene 
und  setzen  dessbalb  t=a,  so  erhalten  wir  für  die  Gleichung  des 
Schnitts: 

e-y=±(tt-«V^  (12) 

Setzen  wir  aber  in  (4)  :f^0,  so  wird: 

.i=±y\^^.  (13) 

Die  Gleiehung  (13)  'drSckt  swei  In  der  Ebene  der      t)  «der 
der  (ti,  v)  befindliche  gerade  Erseugungsllnieii  des  Paraboloids 
aus;  dureh  die  Gleichung  (12)  werden  die  Projectlonen  sweler 
Gerodeu  dargestellt,  in  wdcben  die  FiSehe  (6)  tod  der  Ebene 
Ia«  gesebnltten  wird,  uad  wwvt  ist  je  efaie  dieser  letxteran  aof 
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einer  der  in  (13)  dargestellten  Erzeugungslinien  senkrecht.  "Bei 
den  Flächen  (5)  und  (7)  werden  die  resaltirenden  Geraden  imagi- 

eSr.  Setzen  wir  In  (9)  j,.  schneiden  wir  die  Fliehe  (9) 

durch  eine  mit  der  Ebene  der  (m,  r)  parallele  Fliene,  m  eiche  durch 
die  Directrix  der  Leitparabel  des  elUptiacben  Parabolotde  (5)  gebt» 
so  erhalten  wir: 


Wird  aber  in  (8)  |ss— ^  gesetzt,  so  kommt: 


IV.  Vm  mittelst  der  ])isher  ijefunderieii  Gleichungen  der  Fuss- 
punkten-Flächen  zu  bestiiiunen,  ob  und  unter  u eichen  Bedingun- 
gen jene  Fln<  lien  in  Flächen  niedrigeren  Grailes  übercjehen,  be- 
trachten wir  <lie  ailgemeiue  Gleicheng  der  Flächen  des  vierten 
Grades«  näudicb: 

Dies«  Glelehang  kann  hei  gewissen  Rebtionen  ihrer  Coefficien- 
{olgende  Formen  annehmen: 

(2) 
(3) 
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M 


D' 


t6  6T  f  a'bb'b'"  +  o"66'6"'  +  a"'bb'b"  —  -^=0. 


0. 


aä^''4^^^bre'')'^am\k'&^'i-b'"e')'i:a^Xb'c"'t-ö^ 
I  +aV(6c"  +  b"c)  +  ay'ibc'  +  6'c)  -  3=0. 

mW+  aa W  +  oa"a'''6'  +  a'a"a"'b-  ^=0.  >  (7) 
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Die  Glcicim^  (8)  g»t  fie  Wotf» 

(9)    .      «      ^  A",  6-. 

^  r,  «r,  e-. 

{>3  die  isieiciiBBsni  (T)  dvrck  die  Ssb^titstkib  4ef  Wen^« 
TOD  <i,  o',.-.  etc-,  die  man  ans  den  Gleickonscn  (8).  ond  (10) 
eMkim  nur  dann  eriuRt  wetden.  w«ra  die  FlicW  (1>  ein  Svstem 
-vo»  TTPT  EJ»etieo  aUers:efct,  so  werden,  wenn  jeme  Gleidiong  irgend 
cwe  Hiebe  des  vierten  Grades  dars^eHn  «oll.  die  AoMiriicke  aiaf 
lialm  Seile  dee  GIciclihciteccicfccBit  i&  (T)  iseinsse  WeiAe 
.  «  Z?^*  etc.  anDehnee,  wmA  die  Gleickcws  <3>  wird  daJaieli 
92  Mve  Glieder  erinHee,  dereo  coeetuite  Ceettdeotee  die  €rus- 
mei.:  p\  fr",  f/^  etc.  sind,  ond  we  die  Patenzen  der  Vera  - der li- 
dien  r,  «,  r  die  gleichen  sind,  welche  bezielji;  Ii  ciiö  Faktoren 
der  Coef&eienten  C'\  B.  Jf«  etr«  babeo»  ^i«  ciase  also  die 
Ckiriwieg  @)  folgeede  Fom  anniiamt: 

(11) 
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I     V.  WeQdM  wir  das  gleielie  Vcffiihreo  anf  di«  GleiehmigeQ 

(I)  and  (3)  der  Torii»eti  Namirier  an,  so  erhalten  wir  ttachatelieiide 

Gleichungen,  von  denen  einij^e  zur  Bestimtniinsj  der  Coefficientcn 

(I,  6,  c,  ..../.•,  n\  //,  c'  k'  gebraucht  ueult-n,  die  ührigen  aber 

die  Bedingungen  angeben,  unter  welchen  eir)e  FIffch/»  vierten 
Grades  in  zuei  Flächeu  zweiten  Gradea  übergeben  kann.  Dieaa 
Qeidiiingaii  aind: 

B  C  D  E  F  \ 

C  J  ft  i 


/ 


Die  GleUsliiiDgeii  (1)  kOnaaii  nir  Baatimmnig  der  Coellcieii- 
■  c*  h»  e^..k\      ¥t  c^f^A'  gebraacfat  werden;  die  Gleidwii- 
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VI.    Bei   elD€r  gleichen  Behandlung  4er  GMchungen  (4) 

ond  (5)  in  IV.  würden  wir  nhiiÜche  Hestimniun^s-  und  Bedin- 
jungsijleichuiigen  wie  bei  den  beiden  vorhergebenden  erhalten, 
deren  Angabe  zu  weitlänfiiir  würde;  wir  be£;nÜG;en  uns  daher  blos 
mit  der  Uersetzuni;  der  umgewandeUen  Formen  jener  Gleichun- 
gen (4)  und  (5)  uTid  geben  die  BeetimimiDg  der  Coefficienten  und 
lAvforderiichen  Bedingmigen  erst»  wenn  irlr  eie  in  der  Anwes- 
dmg  gebiaaeben. 

Die  volUtändige.  Form  der  umgewandelten  Uleichong  (4)  iat: 


+  t  if 

+  *  +  I 

X  +  ?.  t 

^  +  f 

i  +  I 
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l!  ^  i  I  ^  % 

;  ^  ?  % 

ft!  5f  %  * 


*  ^ 
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D^s^^;  ^=ä|fr?  M^=M^ßz 

SMumiMf^a  wtr  4ie  l^enne  V9C  ^  J, 

l|Mr  wette,  Jm»  «k»  4»  tech     Cltkftü^  (3)  L  tegcMM» 

itwi^i«  r7>  I.  Hii  M  eiibalta  wk  aa»       (i),  (Uf)  HT. 

aJi'j  ^«  iirlj«)f»  faran.Hzusehen  ^ar.  weder  die  Fläche 

fftj  f  ,  nof  h  die  FUirhe  Tj  L  unter  keinerlei  Bedin^uns  in  ein 
fj-'.MXftra  t&fi  vt^T  rf>enen  E^>eiien  über;  ^-»«^-^t*^  '^'^'irijrt  inf  gioiclio 
Aft  M  4«!  Ftiktai  (2}  ind  (ä^  HL 
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Mossörugger:   Oeöer  äi€  füttfimkieH •  Fläd^au  HS 

VIFl.    Untersuchen  wir  jetzt,   oh  die  Fl.lche  (5)  I.  nicht  in 
([e(ri«isen  Fällen  in  eifi  System  von  zwei  Flächen  zweiten  Gra4ee 
I  obe^eheo  kann,  und  fahren  desshalh  die  in  VII.  angegebiMB 
Wertbe  der  Coeffidenteii  A,  B,  C»  H  etc.  ia  d«i  Glekelnuigea 
(4),  ^  ¥.  ein»  eo  erhalteti  wir: 

— 2a«  -  «• + 4a»  — a« — 2a + 1  csQ. 

'     Wir  fiadea  aWr  leldll»  dies  eldi  diese  MdM  6leleliiiDgen 
«f  folgende  swit  leduciren : 

(«.|)SK4^.])t«0  eder 

(6— 1)*(Ä»«J)»=^0  oder  l)(^-l)==a 

Die  Wurzeln  dieser  Gleichungen  sind:  a=l»  a=dbVi;   6s=  1» 

^=lVT.  JNelmdii  Vrlr  a^l  md  6stl,  «o  eriudtMi  mVt  nife- 
!  iMbtto  GleielMiigeii  (L)  ud  00t 

i^sl,  rsl.  eesO,  f'aO»  eafiO,  e'ssO*  ifs»,  ifcsO^ 

I  /=-r,   r=»-r.  f=-<»^  A=x-if, 
ibdaiMi: 

Die  vier  letzten  Gleichungen  geben  die  Bedingung,  dass  die 
Fttdke  (5)  I*  aer  in  eine  Fläc  he  zweiten  Gradee  flbergehen  kann« 
^enn  e^aB^ssei  «nd  «sjS=}'r=rO;  nUo  wenn  die  FÜelie  eine 
Ki^ei  tmk  einem  gegebenen  Rndioe  0|  eder  6|  oder  e|  «nd.  ihr 
ittBl|NNilit  aogieldi  derjenige  Pnnkt  iet,  vo«  weloimi  mm  die 
(^irpendilrel  auf  dio  berObrenden  Ebenen  geAHl  «mdoM»  la  iM« 
*em  Fall  die  Cleichung(5)  I.  in  /»-f  u*-f  »«  =  o,«  übergeht,  d.  h. 
'e  Ku'_:el  ist  ihre  eigene  Fuj<^puiikten -  Fläche,  wenn  die  Perpen- 
ikel  vom  JMittelpuiikt  au«  geÜ^it  werden. 

Bei  der  FIScbe  II.  (2)  sind  die  C^ieflclentenwertb^  Ton 
^  C,....  die  gleichen  wie  bei  der  vorigen,  mit  Ausnahme  von 
f,  Jt"  ODÜ  D"'\  diese  sind 

irir  iiKUD  toicbl  die  Bedingungen  ateO,  /}aO,  /^O, 
(>=r6i«^«-*c|*l  dadareb  #lid  die  Glelebang  d#»  Fatnyashtwl 
hdie  de«  «iatbeiligen  Hypeiboieida  na: 

11« 


Digitized  by  Google 


DieAe  Gkki^Agdivd^ene  ni^inre Kogel  mRaifias    V  —I  ans. 


IL  OL  (9)  MCÜ  w  SyslBM  m  «wr  wmBm  FUte  swciten 
Gndes  «bJ  zweier  mflc»  ChcM  ifcutefai  kr^ 


— :^ — ^  — ^ 

1I»F  ^ 


^  ^* 


Die  iibriffen  Bedio^ne^eleicfaen  für  die  C*>#»Ririeiitefi  c'.  c"  etc. 
Sfind  alle  >on  fler  Art.  da>--  irwirif^T  «^ioe  der  l»f*i<i^?en  ,  .  i^a'in 
miUeib^  oder  umtiiiiteliiar  v  >rkoinTiit.  Seh^tituiren  wir  in  dieeeo 
€>ieicbuDgen  die  Werike  roa  A9  A\  A**^  Jß^  C  ete.  ans  VIL,  et 
crUleo  wir  wieder: 

^a— Ina»— 1)=:0,   (6— 1)(6*-~1)=0; 

allein  <iie  driuc  tler  obicfen  Gleichungen  wird  v^n  ^er  Art,  class 
der  Hnraus  sich  ergeljeude  W  ertb  die  übrigiä'ii  Bctiiti^uugsgleicbuit* 
ge&BicbierfulU;  da  wir  aUdaan  iberdle^  $    =i:V  — 1,  o'r^— 

*:^0,  il=0,  /=:0,  it=0.  Ä^=+V^,  4's-V^«iis  den 
CocffnieDleB'GleicbungeQ  erbaHen,  so  s^ebt  scIiod  ans  den  imagi- 
nifvn  Wertben  von  6%  6",  a',  a"  ber^or,  dass  die  Fläcbe  I.  ^5) 

ßicht  in  cioe  reelle  I  lache  zweiten  Graves  ond  in  zwei  reelle 
Ebenen  degeneriren  kann.  Das  tiiekhe  äiidet  bei  den  Fl&eben 
n.  (2).  III.  (i)  statt. 
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MRcb  inden  wfar  In  BtriehsDg  auf  IV.  <B)»  wena  wir 
lAtfer  GMefafiiig  IV.  (1)  IdMfMdrmi,  mm  §mk  BMÜnmnings- 
SleklaDgeo  der  CoeflkiMtmi  a'^,  b,  d,  f\  b'^,  c,  e,  h  folgende: 

Bnd  uenn  uir  hierin  die  VYertbe  vou       A,  l\  J»  Cr,  K»  C 

m  \  L  einführen : 

« 

nm  filr  die  oberen  Zeichen 

* 

ec5_V^,  rf=-V^.  f=l.   A  =  l. 

%t,  woraus  wir  schon  hinlinglich  erkennen,  dass  die  Fläche 
I- 15)  niemals  in  eine  reelle  Fläche  dritten  Grades  und  in  eine 
Eiiene  (iheri^ehen  kaou dasselbe  findet  auch  bei  den  Flächen  11.  (2) 
uui  Iii  (2)  statt 

Bei  einem  ähnlichen  Verfahren,  wie  jenes,  welches  wir  bei 
'l?n  vorherrschenden  Flächen  angewendet  haben,  linden  wir  auch, 
bä^s  die  Flächen  III.  (()),  (7)  weder  in  Systeme  vor»  drei  reellen 
^beueo,  noch  io  Systeme  von  einer  reellen  Fläche  2weiten  tira« 
iei  imI  mm  ftnlU  Khane  fibergehen  hfinnea. 
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L  UiricUiet:  GeMckiMimtiU  uuf  C.  ^  J.  JmoäU 

Murer  sehr  anregende  Weise  zu  behandeln.  Oer  21jährige 
Doceot  leigte  auch  darin  eine  sehr  frühe  Reife  des  Urtheils,  dami 
er  wäßkti  dich'  d<a  Mfagiimjit,  i«  waich^i  dte  Bl«<iw4e  ia»  ü»- 
iidfcifchlaca  un  Jm»  MI  dlorah  füM  gwüt  AmImMI  g»iaiw 
I  M  geimde  diaaw  Iii  mAmt  DmtaiaBg  iblgto  «ni  mIm 
'  Znhurer  mit  dem  besten  Erfolge  zu  (ibwieugen  sich  bemflhte, 
iJass  die  verdächtigte  Methode  nur  in  ihrer  abcrelcürzten  Form 
m  der  strenijen  Methode  der  Alten  unterschieden  ist,  aber  gerade 
M  diese  Form  bei  alieu  zusammeogesetsteren  Fragen  ooeol- 
Mich  wird. 

Die  Aufmerk.^auikcit,  welche  Jacohi  zu  erregen  anßng,  ver- 
anlasste die  hücli.ste  l'nterrichtshehördf ,  ihn  aulzurordern,  seine 
lehrtbätigkeit  vorläuüg  Privatdoceot  in  Königsberg  fortzusetzen, 
«1 4vcb  die  e)M>n  yacant  gewordene  Professur  der  Mathematik 

ikm  aeiner  üeförderimg  mehr  Auaeicbtea  ala  io  Berlin  darboleiL 

ßei  seiner  Üebersiedhmg  nach  Königsberg  war  es  für  Jacobi 
cä irichtigea  Ereigniaa  den  groaaen  Astronomen  Besse!  persun- 
fithkeaBea  an  lernen  und  zmn  ersten  Male  in  einem  dem  aeini* 
im  m  nahe  Terwaodlen^Fache  ein  Genie  fai  der  Nähe  an  aeiido. 
|ftillgSclie  ABadiattnng  dea  FeneraifeRa  dieaea-auaaerordeiiilieh^ 
Mwaea  flMe  aelbat  aof  ihn,  der  ea  deeh  vea  aetner  frOhateo 
hfni  an  f^ewobnt  war,  die  grossten  Anstrengungen  von  sich  zu 
ordern,  den  machtigsteo  Eiofluas,  dessen  er  später  oft  dankbar 
emäbut  hat 

Ea  war  filr  Jacobra  acbrlftatelleriache  Lanfbahn  ein  glück- 
KAer  Unatand,  daaa  der  Anfang  deraelben  mit  der  Grfindung  der 
Bidmafiacben  Zeltacbrift  zusammenfiel,  durcb  deren  Heraus- 

?4e  sich  unser  Colleue  CrcIle  ein  so  grosses  und  bleibendes 
Urdienst  nicht  mir  um  die  ^  e^b^ei^ung,  sondern  auch  um  die 
Belebung  des  Studiums  der  Wissenschaft  erworben  liat.  Jacobi, 
ier  zu  den  frühsten  Mitarbeitern  der  Zeitschrift  gehörte,  ist  ihr 
)ii  la  seinem  Tode  treu  geblieben,  und  wenn  man  die  beiden 
iMidern  Werke  99 ^und.  nawt**  und  Conan  müh,"  auanimmt, 
e  sind  &at  alle  aebe  andern  Arbeiten  aaerat  Im  Grelle* aeben 

ff 

Jacobi 's  erste  Abbandlangen  aeigen  ihn  schon  als  dorcbana 
lUeodeten  Matbematiker,  mi^  ernon,  wie  in  den  Aafaitaen  M^ber 
«aaa  oeoe  Methode  aar  genäberten  Beatlmmang  der  Integrale" 

„fib«r  die  Pfafracbe  Metbede  für  die  lategration  der  par- 
tlien  Dtffcrentialgleidnmgen^  bekaanle  Tbeorieen  a«a  eiaem 
uen  Gesiichtspunkte  betrachten  und  wesentlich  vereinfachen  oder 
icb  nicht  gelüste  Probleiue  behandeln  und  su  neuen  liesultaten 
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M0$s§rupg€r:  Ce$er  die  FuufwUUm'f^ken. 

bb'b"€f"  +  bb'b"'e"  +  bb^'b'^ef  4-  l/b"b^c--  3^=0l  ' 


(7) 


ec'c"b'"  +  «r'c'"Ä"  +  cc"c"'b' + c'c"c'^6  —  ^ = 0. 

Ans  den  Gleichaogen  (6)  erhalten  wir  folgende  drei: 

+z''~3*+:i=®- •  •  •  •  w 
«•-3*»+2-«»-^«+^=a   .  .  (10) 

■ 

Die  Gleicbang  (8)  gibt  die  Werihe  von  a,  a%  o'S  ol''*« 

(9) 

(IQ)   »f  «*      c"»  C". 

Da  die  Gleich iins^en  (7)  iluith  *lic  i^>ul>siihition  der  Wenhe 
von  a',....  etc.,  die  man  aus  den  (j|«'icl)un<j:<'tj  (S),  (9)  und  (10) 
erhält,  nur  dann  erfüllt  werden,  uenn  die  i' lache  (I)  in  ein  System 
ton  vier  Ebenen  übergeht,  so  werden ,  wenn  jene  Gleichung  irgend 
eiiio  Fläche  des  vierten  Grades  darstellen  soll,  die  Ausdrücke  auf 
dfer  linken  Seite  des  Gleicbbeitszeichene  in  (7)  gewisse  Wertbe 
f'y  p'\  p*'%  etc.  annehmen,  und  die  Gleichnng  (2)  wird  dadoreb 
32  neue  Glieder  erhalten »  deren  consfante  CoefBcienten  die  Gros- 
sen p* ,  p'\  ji**'  etc,  sind,  und  wo  die  Potenzen  der  Veränderli- 
chen r,  //,  r  dio  gleichen  sind,  welche  beziehlich  die  1  aktoreo 
der  Cocriicientcn  6'",  //.  ilf»  etc.  haben,  s6  dass  aLso  die 
Gleichung  (2)  folgende  Form  auuimmt: 

(11) 

{p\au\bl\c){^t\n'u\b'l\c'){xi\a''n\b%\c^^^^ 
+  p'f^ha  +  p"e*tt + p'^H+p^fim* 
+  p  ^e<» + p  wifo  :f  p  rin^  ^  pi^tmf^  +  p^mä 

-{-p^hiH^p^^u^-^p^^^t^-i-p^^f  ui^  +  p^  f  u  ^  p^^H 
^pXvn^^pXvm^j^pXiXfij^pXXuH^pXXi^^^pXXu^ 
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V.   Wenden  wir  das  gleiche  Verfahren  auf  die  Gleichungen 

(1)  und  (3)  der  voriiren  iVuiumpr  an.  so  erhalten  wir  nachstehende 
Gleichungen,  von  denen  einige  zur  f »estinitnung  der  Coenicienten 
fl,  6,  n\  b\  c',....A-'  crel)raucht  nenlen,   die  iiiiri^cn  aber 

die  Bedingungen   angeben,   unter  wpirhf  fi  «it)c   Flficli<?  vierten 
Graden  in  zwei  Flächen  zweiten  Grade»  übergehen^  kann.   Diese  ' 
Gleichungeo  sind: 

f  J 


aiJ'+ a'i«  +  wHc'«  -  3  =0;  60'  +  i'e  +  crf'+c'rf-  j  =  0;  '| 

I 

Die  GleKhangen  (1)  konneo  zur  Befttbuniuig  der  Co«fllcieii- 
teo  a»  6,  e....A;  o'»  6%  €ft*^k  gebraoclit  werden;  die  Gletebmi« 
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VI.  Bei  einer  gleichen  Behandlung  der  Gleichungen  (4) 
üiiii  (5)  io  IV.  würden  wir  ähnliche  ßestiniumogs-  und  Bedin- 
?!inffsg!eichnngen  wie  bei  den  beiden  vorhererehenden  erhalten, 
Jereii  Angabe  zu  weitlSulis;  wi'irde;  wir  bei»nii<j,oii  uiiy  dalicr  l>los 
mit  der  Hersetzung  der  uni^ewandelteu  Formen  jener  Gleidum- 
fefl  (4)  und  (5)  und  geben  die  Bestimmoog  der  Coefficienten  UDd 
^  «forderiicheo  Bedingmigen  erst»  wenn  wir  me  io  der  Anwen* 
dn;  fdnandieii. 

Die  vollständige  Form  der  umgewandelten  Gieichaog  (4)  ist; 
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• 

m  StttivicMii  wir  die  Gleicfaang  (tS)  iB  1  »""l  ""'"^T 
nadi  den  Poteoien  voo  u,  i  wie  die  GleichimK  (1)  1^** 
erhalten  wir: 

9 

Identificiren  wir  diese  Gleichung  mit  (1)  in  IV.,  so  folgt,  dasa 

^=1;  ^=1;   C=l;  D=£=0;  1^=2;  C?=2; 
£r=,/=ifiL=:i=iIf=iV^=0;  P=2;  «=0;  J'=:— ij.;  i?'=-2^i 
C=r— 2«;  D^— 2jS;  J5'=— 2«;  F'=-:- 2y;  G^ss-Sy;  Ä'«Oj 
J»:=r-.2a;  ^"=y«— «ji»;  B'*=ß^^bi^;  C"=«*-«i*5 

/>"=2a/J;  £"=2«y;  /^"s=2/3y;  ii'"  =  2ciay;  i?^=26i2i^; 

Substituiren  wir  die  Werthe  ?oii  A,  By  F,  J,  E,  C  Ä 
C,  A',  A",  A".  D  "  in  (8),  (U)  und  (M))  iNr.  iV.,  so  erbalteii  wir! 

^«^2a«-f  l=sO  oder  (a»  + 1)^^=0,  also  «=±  V^^-  (2) 
6*  +  26«4-l=0oder  (6a+l)*=0,  also  6=1  V^^-  ^ 

Ohne  diese  letzte  Gleichung  aufzulösen,  »eben  wir  schon, 
die  Werthe  der  Coefficienten  a,  a',  b,  b',  b*',  b'"  im» 

gin&r  werden,  dass  also  die  durch  die  Gleichung  (5)  1.  dargestellt' 
Fl&ehe  nicht  in  ein  Syetem  tod  vier  reellen  El»enea  degeneriren  kann 

Setzen  wir  a=zj3  =  y=0,  d.  h.  identiüciren  wir  die  GId 
chungen  (7)  1.  und  (2)  L,  so  erhalten  wir  aus  (8),  (9),  (10)  I' 
wieder: 

a=dbV^*  6=±V^.  c=Ooderc  =  C|; 

also  geht,  wie  es  schon  vorauszusehen  war,  weder  die  Fllcfc 
(6)  I-,  noch  die  Fläche  (7)  I.  unter  keinerlei  Bedingung  in  W 
System  von  vier  reellen  Ebenen  über;  dasselbe  erfolgt  auf  gleicht 
Art  bei  den  Flächen  (2)  und  (3)  UI. 
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Vm.  Untersuchet  w\t  jetzt,  ob  die  Flache  (5)  I.  nicht  in 
gevrissen  Fällen  in  ein  System  von  zwei  Flächen  zweiten  Grades 
übergehen  kann,  utul  fahren  desshalb  die  in  VII.  angegebenen 
Werthe  der  Coelücieaten  A,  C,  D  etc.  in  den  Gleichungen 
(4)»  (5)  V.  ein,  so  erhalten  wir: 

Wir  finden  aber  leicbt,  daes  sidi  diese  beiden  Gleiebiingeii 
Inf  folgende  zwei  reducireo : 

(a— 1)H««-1)*=0  oder  (H-IX«*— l)=a, 
(Ä— 1)«(6«-1)«  =  0  oder  1)(6«-1)=0. 

Die  Wnrzeb  dieser  Gieicbungen  sind:  a=sl,  a&^VT;  bssj, 
6=±  VT  19ehBidn  wir  et ^1  mi  §stl,  so  erbalteo  whr  niit- 
telst  der  Gieicbungen  (I)  und  (2): 

a':=l,  6'  =  1,  esO,  e'sO,  esO»  c'sO»  ces=0,  i/' s:0> 
slsdann: 

Die  vier  letzten  Gleichungen  gehen  die  Bedingung,  dass  die 
Fläche  (5)  I*  nur  in  eine  Fläche  zweiten  Grades  übergehen  kann, 
wenn  pg^bi^Ci  und  a=iß=y=0;  also  wenn  die  Fläche  eine 
Kugel  von  einem  gegebenen  Radiui^  ai  oder  bi  oder  «i  and  ihr 
Mittelpunkt  zugleich  derjenige  Punkt  ist,  von  welchem  aus  die 
Perpendikel  auf  4ie  berührenden  FJjenen  geßiltt  werden,  in  tvel* 
ehern  Fall  die  Gleichung  (5)  I.  in  <*  +  aa  +  r2=fli»  übergeht,  d.  b. 
die  Kusiei  ist  ihre  eigene  Fasspunkten -Fläche,  wenn  die  Perpen- 
dikel vom  Mittelpunkt  ans  gefiillt  werden. 

Bei  der  Flache  II.  (2)  sind  die  Coefficientenwerthö  von 
C,....  ()ie  !;leichen  wie  bei  der  vorigen,  mit  Ausnahme  von 
A",        und  D'"i  diese  *ind 

and   H-ir   finden  leicht   die   Bedingimj^en   a  —  O,    ß~0,    y  =  0, 
*  «i*  =  6i*=^Ci*;  dadurch  wird  die  Gleichung  d^t  Fusspuukten« 
Fläche  des  eintheUigen  Hyperboloids  zu: 

11* 
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r2  +  ii-+ij«=— 

Diese  Glcfcliaiigddlcktdiie  imaginireKngri  fwmRaAB  «Fj  V  — 1 


IX.  Wir  werdeD  ms  leieht  ObefieogMi,  dm  die  Fliehen  I. 
IL  (2),  in.  (SO  Bicht  io  Sysfevie  ra  chmt  raelien  Fiidie  smitM 
Grades  aad  zweier  r^lee  Ebenen  übergeben  können. 

Denn  die  Hauptb€gtimiiningsgletcbmi|yn  der  Coelldeiiteiißiiid: 

^    F  ,  .  {JD^ÄB)  ^    iBD^-^ÄBF±AJ^^ ,  ß{JD~AB)  , 
j a*+  25  «*  3i  j5  


'3 


— ^3  fl+:si  =u. 


.  \AAl^^AAA''*'VlAf^Ar-^JI^D'  \ ^  AXA"*i-A'A*^^Aß^]  ^ 
^.k  _   f 

,  IAÄ"Ä'  '—AA''^^A'^D'*'}  ^ 

Die  übrigen  Bediogtingsgleichen  für  die  Coefßcienten  c\  c"  etc. 
sind  alle  von  <ler  Art,  dass  imnuT  eine  der  liiüjiöeii  6,  /'darin 
mittelbar  oder  unmittelbar  vorkommt.  Substituiren  wir  tu  diesen 
Gleichnn^^en  «lle  Wertbe  von  A,  A* ,  A'\  B,  C  etc  aus  VIL,  eo 
erhalten  wir  wieder; 

m 

(«-1)(««-1)=0,   (6-l)(6*— 1)=0; 

allein  die  dritte  der  obis^en  Gleicbnngen  wird  von  der  Art,  dass 

der  daraus  sicli  eri^ehende  Werth  diO  übrigen  Hedingungsgleichuii- 
gen  nicht  erfüllt;  dawirabdannüberdie^s  o  '^+V —1,  a'= — V^^, 

e=sO,  <ls=0,  /=0,  ife=0,  *"=+V^::3,  *':s^V^:5[  an«  den 
Coel&Gienten'GleicboDgeo  erhalten«  se  geht  schon  ans  den  Inagi- 
nlren  Werfhen  von  6S  b",  a%  a"  hervor,  dass  die  FIfiche  I.  (5) 
nicht  in  eine  reelle  Fl&cbe  sweiten  Grades  und  in  zwei  reelle 
Ebenen  dügenoriren  kann.  Das  Gleiche  iirulet  bei  den  Flachen 
11.  (2),  III.  {-2)  hUH, 
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Endlich  finden  wir  in  Beziehung  auf  IV.  (5),  wenn  wir  sie 
mit  der  Gleichung  IV.  (1)  identificiren ,  aus  den  fiestimmungs- 
gleichuogen  der  CoelBcieoten  a^f",     d,  f%  b'^,  e,  e,  h  folgeDde: 

nodweoo  wirblerhidleWertbevoDD»  A,  F,  J,  B,  E,  G,  K,  C 
aos  VI.  einfilhren: 

o'»"*+2tf^^'2  +  l=0  oder  a''2+J=0,  aUo  o^'  =iV^^; 
+  26 w  -f.  1  =  0  oder  b'^  +1=0,  also  6'^^=^  V^; 
woraus  för  die  oberen  Zeichen 

bss^V^,    €5=;— rfÄ  — f=l,  Äs^l, 

folgt,  woraus  wir  schon  hinlänglich  erkennen,  dass  die  Fläche 
1.  (5)  niemals  in  eine  reelle  Fläche  dritten  Grades  und  in  eine 
£bene  (ibergeheu  kann;  dasselbe  findet  anch  bei  den  Flächen  II.  (2) 
mid  III.  (2)  statt 

Bei  einem  älinlichen  Verfahren,  wie  jenes,  nelcbes  wir  bei 
den  Torh ergehenden  1  lachen  angewendet  haben,  finden  wir  auch, 
dass  die  Flächen  III.  (()),  (7)  weder  in  Systeme  vuii  drei  reellen 
Ebenen,  noch  in  SysteuK^  M>n  einer  reellen  Fläche  zweiten  Gra« 
des  und  eine  reelle  Ebene  übergeben  können. 


IB^       Im  Uifickiei:  tieädcä/fusäreäe  auf  €•  ^«  J,  Jacoäi. 


Gedäcätuissrede  auf  Carl  Gustav  Jacob  Jacabi 

TM 

Lejeune  Diriehlei. 


(GeKallM  m  d«r  Aliadcmi«  der  Wi«»eB«ch«fteii  sa  Kerlin  mm  1.  Juli  I85li} 

faMten»  ich  es  uDtornehme,  die  wiesenechaftlickeii  Letotungctt 
des  grOssten  Matbematlkere  sa  ecbildern ,  welcher  seift  Lagrange 
unserer  Körperschaft  als  anwesendes  Mitglied  angehört  hat,  tre- 
ten, mir  lebhalt  liiti  8cliuierigkeiten  der  Aufgabe  vor  Augen,  die 
ganze  Bedeutung  der  Schöpfungen  eines  Mannes  (tarzustelien, 
wtjlclier  iiiit  starker  Hand  in  fast  alle  Gebiete  einer  durch  Twe\- 
tausendjährige  Arbeit  zu  unermcsslichem  Umfange  aogeviacf^enea 
Wissenschaft  eingegriffen»  überall,  wohin  er  seinen  schöpferischen 
Gsist  gerichtet  t  wichtige  oft  tief  yerborgene  Wahrheiten  za  Tage 
gaf^sdett  und  neae  Grandgedanken  in  die  Viisssnschaft  eioAlb- 
fsnA,  di»  aialhsninftisciie  Specviaftlon  in  mehr  als  einst  Rkhtmig 
auf  eine  hühere  Slnle  erhohen  hat.  Nur  die  Deherzeugung,  dnaa 
solchen  dei  Wissenschutt  und  ihreti  i^flegern  gekktetea  Diensten 
gegeniiljer  eine  Pflicht  der  Dankbarkeit  zu  erlülleti  ist,  kann  die 
Bedenk«  II,  \velche  das  Be\vui>>ls<Mn  meiner  Üitzulanglichkeit  in 
mir  hervorruft,  zum  Schvveifjeri  brinü:en:  denn  wem  konnte  die 
li^rfüUung  dieser  Pflicht  mehr  obliegen,  als  mir,  der  ich,  wie  alle 
m^ne  Fachgenossen  durch  Jacobi's  wissenschaftliche  Produktio- 
nen so  wesentlich  gefordert«  überdies  eine  nicht  geringer»  fieieb« 
rang  meinem  vieijfihrigen»  so  nahen  Verkehr  mit  dem  grossen 
Forscher  Terdanice« 

Garl  Gustav  Jacob  Jacobi  wurde  den  10.  Decemher  1^104 
zu  Potsdam  geboren,  wo  sein  Vater  ein  begüterter  Kaufmann  war« 
Die  erste  Unterweisung  in  den  alten  Sprachen  und  den  ElemenleB 
der  Hathenatik  erhielt  er  von  seinem  niittorlicbeti  Oheim,  Herrn 
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Lehmann»  der  Ueii  reersamen  Knaben  weniger  za  unterrichten, 
als  zu  lenken  hatte,  uiul  unter  dessen  eiusiclitiger  Leitung  dieser 
«o  rasche  1  ortschritfe  machte,  dass  er  noch  nicfit  z\;<ilt'  Jahre 
alt  in  die  zweite  Klasse  des  Potsdamer  (iyauuihiums  mul  schuii 
uacb  einem  halben  Jahre  in  die  erste  aufj^enoninien  uurde.  In 
dieser  blieb  er  volle  \  iei  .Jahre,  da  er  niclit  füglich  vor  zuruckge* 
lejsteui  .^echszeliiit.  II  Jaliie  die  Universität  besuciicu  kuunte.  Der 
mathematische  Unterricht,  der  ganz  als  Gedächtiüsssache  behan- 
delt wurde,  konnte  dem  jungen  Primaner  nicht  zusagen.  Sein 
Verbaltui8S  zum  Lehrer  nur  daher  längere  Zeit  ^nhx  unangenehm, 
gestaltete  steh  jedoch  zuletzt  besser,  da  der  Lehrer  einsicliti^ 
genug  war,  den  ungeu rdinlic  hen  Schüler  gewähren  zu  lassen  und 
es  zu  gestatten,  dass  dieser  sich  mit  Euler' s  „Jufroductio** 
beschäftigte,  wahrend  die  übrigen  Schüler  mühsam  erlernte  Ele- 
mentarsat/e  hersagten.  Wie  weit  Jacobi's  geistige  Ent%vicklurig 
damals  schon  vorgeschritten  war,  zeigt  der  Versuch,  den  er  um 
diese  Zeit  zur  Auflösung  der  Gleichungen  des  5ten  Grades  an- 
stellte, und  dessen  er  in  einer  seiner  Abhandlungen  später  er« 
wäiint  baf. 

An  dieser  Aufgabe  hat  mehr  als  einer  von  denen,  welche 
•ptter  einen  grossen  Namen  erlangt  haben,  zaeivt  «eine  KfiA» 
gettbt,  und  man  begreift  in  der  That  leicht,  welehen  Reia  gerade 
dieses  Problem  anf  ein  erwachendes  Talent  ausüben  maaete,  ao 
lange  die  Unmöglichkeit  deaaelben  noch  nicht  erwiesen  war.  2ii 
der  Berflhartheit,  welche  so  viele  ürucbtlose  Bemiihungen  dieser 
Untersuchung  gegeben  hatten ,  gesellte  sich  der  besondere  Um* 
stand,  (hiss  das  Problem,  als  einem  Gebiete  angehSrig,  welche» 
unmittelbar  an  die  Elemente  grenzt«  ohne  ein  grosses  Maass  von 
Vorkenntnissen  sugänglicb  schien. 

Auf  der  hiesigen  Univetfittät  tbeilte  Jacob  i  seine  Zeit  zwischen 
philosophischen,  philologischen  wnI  matfaematischeu  Studien.  Als 
Theilnehmer  an  den  Uebungen  des  philologischen  Seminars  erregte 
er  die  Aufmerksamkeit  unseres  CoUegen  Buckh,  des  Vorstehers 
-  dieses  Instituts,  welcher  den  jungen  Mann  wegen  seines  scharfen 
»od  eigenthumlichen  Geistes  sehr  lieb  gewann  und  durch  beson- 
deres Wohlwollen  auszeichnete. 

Mathematische  Vorlesungen  scheint  er  wenig  besucht  zv 
baben^  da  diese  damals  auf  der  hiesigen  Universität  einen  zu  ele- 
mentaren Charakter  hatten,  als  dass  sie  Jacobi,  der  schon  mit 
Taigen  der  Hauptwerke  von  Euler  und  Lagrange  vertraut  war, 
wesenilicb  hätten  fördern  können.  Desto  eifriger  sah  er  sieb  in 
der  mathematischen  Literatur  um  und  suchte  namentlich  eine  aU« 
gemeine  Ueberaicbt  der  gvosaea  wiasenschaftlichen  SchiijUit  »i 
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gewinnen,  uelche  die  akadeiyisclion  Samralon*;en  eiitiu  ltf  n.  J  i <•  bi, 
dessen  Natur  das  blosse  Einsammeln  von  Kenntniss^en  nicht  zu- 
sagte und  det  das  Bedfirfniss  üHhite,  der  EHng»,  womit  er  sich 
bMehäftigte,  ^nz  Herr  zu  rrcrden,  erkannte  nach  etwa  iweljäh- 
ligen  UnlvenitäiBBtDdieii  die  Mothwendigkeit,  eioeii  EntidiliM  an 
faMien,  imd  entweder  der  Philologie  oder  der  Mathematik  m  «nt- 
aagen.  Da  die  finteeheidong,  welche  er  traf»  nicht  nur  fllr  ihn» 
sondern  aueh  für  die  WleseDechaft,  welcher  er  steh  von  nen  na 
annscMiesslich  widmete,  so  wichtige  Fole;en  gehabt  hat,  sa  wird 
man  die  (jiriinde,   welche  seine  ^Vahi  bestimmten,   gern  von  ihm 
.  selbst  erfahren.    Er  schreibt  darüber  an  seinen  schon  genannten 
Oheim:    „Indem  ich  so  doch  einige  Zeit  mich  ernstlich  mit  der 
Philologie  hescbäfligtey  gelant;^  es  mir,   einen  Blick  wenigsteoa 
an  thun  in  die  innere  Herrlichkeit  des  alten  hellenischen  Lebene» 
eo  daas  ich  wenigstens  nicht  ohne  Kampf  dessen  weitere  Erfo^ ' 
schang  aufgehen  konnte.  Denn  aufgeben  mnss  ich  sie  Ittr  Jetit 
gans.    Der  ungeheare  Koloss,  den  die  Arbeiten  eines  Euter, 
Lagrange,  Laplaee  hervorgerufen  haben >  erfordert  die  unge> 
heurste  Kraft  und  Anstrengung  des  Nachdenkens,   wenn  man  irt 
seine  innere  Natur  eindringen  will  und  niciit  lildss  ausserlich  (];u;[f 
heniiiikramen.    Ueber  diesen  Meister  zu  werden,  das^»  man  h'k  Iii 
jeden  Auirenhlick  fiirchten   muss,  von  ihm  erdruckt  zu  werden, 
treibt  ein  Drang»  der  nicht  rasten  und  ruhen  lässt,  bis  man  oben 
steht  und  das  ganze  Werk  übersehen  kann«  Dann  Ist  es  nuch 
erst  möglich,  mit  Ruhe  an  der  Vervollkommnung  seiner  einzefoen 
Tfaeile  recht  zu  arbeiten  und  das  gaaze,  grosse  Werk  nach  KrXf* 
ten  weiter  na  föhren,  wenn  man  seinen  Gei«t  erfasst  haf 

Zu  seiner  Doktordissertation  wählte  Jacobi  einen  schon  viel- 
fach behandelten  Gegenstand »  die  Zerlegung  der  algebraischen 
Brflehe,  £r  beweist  darin  zuerst  merkwfirdige  Formeln,  welche 
Lagraa ge  ohne  Beweis  in  den  Abhandlungen  unserer  Akad^ 
,  mie  gegeben  hatte,  geht  dann  zu  einer  neuen  Art  der  Zerlegung 
über,  welche  nicht,  wie  die  bis  dahin  ausschliesslich  betrachtete, 
vi" I Iii:  bestimmt  ist,  und  beschliesst  die  Abhandlung  mit  ünter- 
siK  Illingen  über  die  Umformung  der  Reihen,  wobei  schon 
neues  Primip  heiuerklich  wird,  von  welchem  er  in  s|>ätereu  Ar- 
beiten mehriacb  Gebrauch  gemacht  bat 

Gleicli  nach  seiner  Promotion  habüitirtc  siel)  Jacobi  hei  der 
Ünfversitfit  und  hielt  eine  Vorlesung  über  die  Theorie  der  knnu- 
men  f^Iächen  und  Currcn  im  Uaunie.  Nach  dem  Zeu2;niss  eines 
seiner  damaligen  Zuhörer  muss  sein  Lehrtaient  bei  diesem  ersten 
Auftreten  schon  sehr  entwickelt  gewesen  sein  tind  er  es  verstaa* 
dea  haben,  sein  Thema  mit  grosser  Klarheit  und  auf  ^ioe  aeine 
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ZahOrer  «elir  anregende  Wefae  su  belianddii.  Der  Sljlihrfge 
Doeent  zeigt«  aaeh  darin  eine  selir  Irfllte  Reife  dee  Urdieils,  daee 
er  vnlieirrt  darch'  den  Mieeltredit»  in  welckeii  die  Methode  des  Un« 
eBdliebMeinen  um  Jene  Zeit  dorcli  eine  groaee  Antoritfit  gelroBi- 
men  war,  gerade  dieser  in  seiner  Darsteilmig  felgte  vnd  seine 
Znii6rer  mit  den  liebten  Erfolge  an  uberaeogen  «icb  bemübte, 
daas  die  verdSebtigte  Metbode  nur  -in  ibrer  abgelearaten  Form 
ran  der  strengen  Metliode  der  Alten  imtersebieden  Ist,  aber  gerade 
dnreb  diese  Form  bei  allen  aosammengesetsteren  Fragen  mient" 
bebriieb  wird. 

Die  iVufraerksanikeit,  welche  Jacobi  zu  erregen  aofing«  ver- 
anlasste die  hüchsite  (Jnterrichtsbehürde,  ihn  aufzufordern,  seine 
Lehrthäligkeit  vorläutig  als  Privatdocent  in  Königsberg  fortzusetzen, 
wo  durch  die  eben  vacant  gewordene  i^rofessur  der  Mathematik 
eidi  an  seiner  Beförderung  mehr  Aussichten  als  in  Berliu  darboten. 

Bei  seiner  üebersiedlung  nach  Königsberg  war  es  fSr  Jacobi 
ein  \vichti<ieii  Ereigniss  den  grossen  Astronomen  Besisel  person- 

kennen  zu  ItMnen  und  zum  ersten  iMale  in  einem  dem  seini« 
lieii  i,o  nahe  verwandten  Faclie  tin  (»enie  in  der  Aiihe  zu  sehen. 
Die  tägliche  Ansch  iunn^;  des  Feuereifers  dieses  ausserordentlichen 
Mannes  übte  selbst  auf  ihn,  der  es  doch  von  seiner  frühsten 
Jogend  an  gewohnt  war,  die  grössten  xViistrengungen  von  sich  zu 
fordern,  den  mächtigsten  EinÜuss,  dessen  er  später  oft  dankbar 
erwähnt  hat. 

Es  war  für  Jacobi's  schriftstellerische  Laufbahn  ein  giuck- 
iicher  Umstand,  dass  der  Anfang  derselben  mit  der  Gründung  der 
mathematischen  Zeitschrift  zusammenüei,  durch  deren  Heraus* 
gäbe  sich  unser  College  Crelle  ein  so  grosses  und  bleibendes 
Verdienst  nicht  nur  um  die  Verbreitung,  sondern  auch  um  die 
Belebung  des  Studiums  der  Wissenschaft  erworben  hat.  Jacobi, 
der  zu  den  frühsten  Mitarbeitern  der  Zeitschrift  gehörte,  ist  ihr 
bis  zu  seinem  Tode  treu  geblieben,  und  wenn  man  die  beiden 
besondern  Werke  ,yFund.  nova'*  und  „Ctmon  arüh."  ausnimmt, 
so  sind  fast  alle  seine  andern  Arbeiten  suerst  im  Crelle'schen 
Joamal  erschienen. 

Jacobi's  erste  Abhandlungen  zeigen  ihn  schon  als  tiurcliaus 
vollendeten  Mathematiker,  mag  er  nun,  wie  in  den  Aufsätzen  „über 
Gauss  neue  T^Iethode  zur  genäherten  Bestimmung  der  Integrale" 
uial  „über  die  Ca  ff  sehe  Methode  für  die  Integration  der  par- 
tiellen Difici cndtlifleichungen"  bekannte  Theorieen  aus  einem 
neuen  Gesichls[tiinkte  betrachten  und  wesentlich  vereinfaclien  oder 
noch  nicht  gelöste  Probleme  beiiaudeln  und  zu  neuen  li^uitaten 
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gelangen.  Unter  (ka  Arbeiten  der  letztefon  Art  mA  hier  vmik 
beconder«  ai  erwfibneo:  eina  Abbainttiing  ton  wenige»^  Seiten, 
ia  der  er,  eine  bis  daJbw  unlieliiaDnt  gebiiebene  GrnndeigeMdMÜ 
der  merkwQniigeii  FunlEtioii  kenaen  iehrt.  welebe  von  Legendr« 
anersl  in  die  WissewtohafI  ein^eföhrt.  in  allen  spfitern  allgeniei* 
nen  Uotersuchun&;eti  über  die  Anziehutiu  enie  so  grosse  Rolle 
gespielt  hat,  und  eine  andere  „über  die  cubischen  Reste.**  Diese 
letztere  enthält  zwar  nur  Sät7e  ohne  beweise,  aber  diese  Sätze, 
»ind  der  Art,  das«  sie  nicht  das  Ergebniss  der  lodiuctMO  »ein 
können  und  keinen  Zweifel  darüber  lassen,  dass  Jacobi  acbao 
damals  in  dem  wissenscbaftlicben  tielHete»  welcbes  Gauss  ein 
Vierteljabrbandert  frjiber  der  mathematiscben  Specnlation  erOlbct 
batte  und  mlches  eben  so  sebr  der  heberen  Algebra»  als  der 
Theorie  der  Zahlen  angehurt,  im  Besitze  neuer,  fruchtbarer 'Pris* 
cipien  sein  musste,  was  auch  durch  eine  spätere  Publikation  be- 
stStigt  wird,  in  der  er  ausdrücklich  erwähnt,  dass  er  diese  Priu- 
cipien  s4;bon  damals  Gauss  brieflich  mitgetiieilt  habe. 

Von  der  weiteren  Verfolgung  dieses  Gegenstandes  wnrile 
Jacobi  zu  jener  /t»it  durch  eine  andere  Arbeit,  seine  Unter- 
suchungen über  die  elliptischen  Funktionen  abgezogen,  welche 
ihm  bald  eine  so  grosse  Berühmtheit  verleihen  und  eine  Stelle 
unter  den  ersten  Mathematikern  der  Zeit  anweisen  8oüten. 

Der  junge  iMatiieaiatikor ,  der  sich  schon  in  so  vieten  Rich- 
tungen mit  Erfolg  versucht  hatte,  schien  längere  Zeit  in  der  Theo* 
rie  der  elliptischen  Funktionen  vom  Glücke  nicht  begünstigt  zu 
werden.  Einer  seiner  Freunde,  der  ihn  eines  Tages  auffallend 
verstimmt  fand,  erhielt  auf  die  Frage  nacb  dem  Grunde  dieser 
Verstimmung  von  ihm  die  Antwort:  Sie  selten  mich  eben  im 
B^iff»  dieses  Buch  (Legendre's  eaerciceg  etc.)  auf  die  Blblto- 
tbek  zurfickzuscbicken ,  mit  welchem  ich  entschiedenes  Unglück 
habe.  Wenn  ich  sonst  ein  bedeutendes  Werk  studirt  habe,  hat 
es  mich  inuner  zu  eigenen  Cf danken  angeregt  und  ist  <lahei  immer 
etwas  für  mich  abgefalliMi.  iiiesiual  bin  ich  ganz  leer  ausgegau- 
gen  und  nicht  zum  geringsten  Einfalle  inspirirt  norden. 

W'enn  die  eigenen  (bedanken  in  diesem  i  alle  elwas  lange  auf 
sich  warten  Hessen,  so  stellten  sie  sich  dafür  später  um  so  reich- 
licher ein,  so  rtichlicb,  dass  sie  in  Verbindung  mit  den  gleich- 
zeitigen Gedanken  AbeTs  eine  unerwartete  Erweiterung  und  die 
völlige  Umgestaltung  eines  der  wichtigsten  Zweige  der  Analysis 
ZOT  Folge  hatten. 

Indem  der  Fortschritt  hier  zu  derselben  Zeit  von  zwei  ver- 
scbiedenen  iSeiteu  ausging,  wird  es  erfoicderbcbj  neben  Jacobi  s 
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üntersuchimgen  die  p:leicb2:eiti2:ori  Arl)piteri  Abel  8  /.a  erwälmen. 
im  TrspruTise  von  einander  unalihängia,  i^reifen  die  Entdeckun- 
gen beider  .später  so  in  finanzier  oin  .  dass  die  Oarstellun!»  der 
einen  ohne  Berücksichtigung  der  andern  kaum  verständlich  t^ein 
wurde. 

Die  Theorie  der  eili|)tifichen  Funktionen,  mit  \\p|(her  Abel'« 
und  Jacobi's  INameo  auf  immer  verbunden  .sirnl ,  reicht  in  ihren 
Anfängen  nicht  über  die  zweite  Hälfte  des  vorisjen  Jahrhunderts 
zurücli.  tin  italienischer  IVlatheniatiker  von  ungevvühnlichem  iSt  harf- 
8IDD,  der  Graf  Fugoano  aus  dem  Kirchenstaate,  machte  die 
merkwürdige  Entdeckun«;,  dass  das  Inte^^ral,  welches  den  Bogen 
der  Curve  ausdruckt,  welche  damals  die  Mathematiker  unter  dem 
Naioeu  Leniniscate  vielfach  besehäftiErte,  ahnliche  Eisfenschaften 
besitzt,  wie  das  einfachere  integral,  weicheis  einen  kreisbogen 
darstellt,  un<I  das8  z.  B.  zwischen  den  (irenzeti  zweier  integrale 
dieser  Art,  deren  eines  dem  doppelten  Werthe  des  andern  gleich 
ist,  ein  einfacher  aluebraischer  Zusammenhang  Statt  findet,  so 
daBS  ein  Lenuiiscatenbogen,  wenn  gleich  eine  Transcent]*  nte  höhe- 
rer Art,  doch  wie  ein  kreisbogen  durch  geometrische  Construk- 
tion  verdoppelt  (uler  gehäUtet  werden  kann.  Euler  f'nnil  rini^o 
Jahre  später  die  eigei»t!icbe  Quelle  dieser  und  anderer  ahrdicher 
Eigenscbalten  in  ^'ineni  ^^alze,  der  zu  den  scliönsten  Bereicbe- 
rungen  gehört,  welche  die  Wissenschaft  diesem  grossen  Forscher 
verdankt.  Nach  diesem  Euler' sehen  Satze  liiingt  ein  gewisses 
Integral,  welches  aligemeiner  ist  als  das  von  Fagnano  betrach- 
tete und  in  unserer  jetzigen  Terminologie  elliptisches  Integral  der 
ersten  Gattung  heisst,  so  von  seiner  Grenze  ab,  dass  zwei  solche 
lategrale  mit  beliebigen  Grenzen  immer  in  ein  drittes  vereinig 
werden  kSnnen ,  dessen  Grenze  eine  einfache  algebraische  Ver> 
bindung  der  Grenzen  jener  ist,  gerade  so  wie  der  Sinus  eines 
zweitheiligen  Bogens  algebraisch  aus  den  Sinns  seiner  Bestand- 
theile  gebildet  werden  kann.  Aber  das  elliptische  Integral  ist 
allgemeiner,  als  dasjenige,  welches  einen  Kreisbogen  ausdrückt 
Auf  die  einfachste  Form  gebracht,  hängt  es  nicht  wie  dieses 
bloss  von  seiner  Grenze,  sondern  auch  von  einer  andern  in  der 
Funktion  enthaltenen  Grosse,  dem  sogenannten  Modul,  ab.  Das 
Euler* sehe  Theorem  ergab  nur  Beziehungen  zwischen  Integralen 
mit  demselben  Modul.  Das  erste  Beispiel  eines  Zusamnienban- 
geSi  zw ischen.  Integralen,  die  sich  durch  ihre  Modnln  uotefnebel* 
den,  b«t  eine  spätere,  von  Landen  und  in  etwas  anderer  Form 
von  Lagraa.ge  gemachte  Entdeckung  dar,  nach  welcher  ein  ellip- 
tische«  Istegral  durch  eine  einfaciie  algebraiseke  Substitatiim  m 
«iB  andern  Integral  deraelb«»  Art  vermuMMl  «efden  baM. 
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Es  ist  Leirenrtre's  unverf^äniilK  her  J^uhm,  iti  den  eben  er- 
w'äiinlen  l^iitdeckuugen  die  Keime  eines  wichtigen  Zweiges  der 
Analy^ifi  erkannt  und  durch  die  Arbeit  eines  halben  Lebeos  aul* 
diesen  Grundlagen  eine  seiliständige  Theorie  errichtet  zu  haben, 
welche  alle  Integrale  nrafadst,  in  denen  keine  andere  Irrationali* 
tit  enthalten  ist,  als  eine  Qnadratvrnrzel,  unter  weicher  die  Ver- 
indeiliehe  den  vierten  Grad  nicht  flbersteigt.  Schon  Bnler  hatte 
bemerlrt,  mit  welchen  MedifikatiMien  sein  8at8  anf  solche  Inte« 
grale  ausgedehnt  werden  kann;  Legendre,  indem  er  von  dem 
glüci^lichen  (bedanken  ;i;!>L;ing,  alle  diese  liiJe^rale  aul  ieste  cano- 
nische Formen  zui  *i(  k/nriihren .  i^elnrMjte  zu  der"^  für  die  Ausbil- 
(hin>  der  Theorie  so  wichtig  ge\^ordeiien  Erkenntniss,  dass  sie 
in  drei  wesentlich  verschiedene  Gattungen  zerfallen.  Indem  er 
dann  jede  Gattung  einer  sorgfältigen  Untersuchung  unterwarf,  jen^ 
deckte  er  viele  ihrer  wichtigsten  Eigenschaften,  Yon  welchen  na- 
mentlich die,  welche  der  dritten  Gattong  ankommen,  sehr  verbor- 
gen  und  nngeroein  schwer  zugänglieb  waren.  Mur  dordi  die  ans- 
daaemste  Beharrlichkeit,  die  den  grossen  Mathematiker  immer 
▼on  Neuem  anf  den  Gegenstand  sorückkommen  liess ,  gelang  es 
ihm,  hier  Schwierigkeiten  zn  besiegen,  wclciie  lait  den  Hnifsmit- 
telu,  die  ihm  zu  Gebojte  «tandeo,  kaum  überwiodlich  scheinen 
mipssten. 

Die  Theorie,  wie  Abel  und  Jacob!  sie  vorfanden ,  bot  meih 
rere  hr»chst  rathselhafte  Lischeinungeij  dav,  zu  derer»  AuJklarung 
die  danials  iiekannten  Priiicipien  uicht  auairekhfen.  So  hatte  man, 
um  nur  eine  dieser  Erseheinungen  zu  erwähnen,  getuiiden,  dass 
der  Grad  der  mit  Hülfe  des  Euler' sehen  Satzes  gehihieten  Glei« 
chun^,  Ton  derc^n  Lösung  die  Theilung  des  elliptischen  Integrals 
ahbfingt,  nicht  wie  in  der  analogen  Frage  der  Kreistl^eilung  der 
Anaahl  der  Theile,  sondern  dem  Quadrate  dieser  Anzahl  gleich 
ist  Die  Bedeutung  der  reellen  Wurzeln,  deren  Anzahl  mit  jener 
fihereinstimmt,  war  leicht  ersichtlich,  wogegen  die  zahlreichem 
imaginären  ganz  unerklärlich  erscheinen  mussten.  Aber  dass  hier 
ein  Geln  iDitiiss  verhornen  liege,  darüber  hatte  mau  vor  Abel 
und  .l;icolji  kein  Bew  ui^sUtin ,  und  ihnen  war  es  vorbeiialten, 
sich  zuerst  liher  diese  und  ähnliche  Erselieininifjen  zu  wundern, 
was  in  der  Mathematik  wie  in  anderen  Gebieten  oft  schon  eine 
halbe  Entdeckung  ist. 

Obgleich  die  Umgestallufig  der  Tlieorie  der  elliptisehen  Funk- 
tionen, welche  man  Abel  und  Jacohi  verdankt,  aus  dem  Zu- 
sammenwirken mehrerer  sich  gegenseitig  unterstützender  Gedan- 
ken hervorgegangen  ist,  so  scheint  doch  zweien  dieser  Gedanken 
die  grSsste  Wichtigkeit  sngescbriehen  werden  sn  müssen,  w«il 
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sie  alle  Tlraite  der  neaen  Tlieorie  innig  durchdringen.  Wttraad 
die  frflheren  Bearbeiter  dieses  Gegenstandes  das  elliptiache  late» 
gral  der  ersteo  Gattung  als  eine  Funktion  seiner  Greoxa  ansabeo, 
erkannten  Abel  nedl  Jaeobi  unabhängig  von  einander,  wenn 
auch  der  erstere  einige  Monate  frfiher,  die  Noth wendigkeit,  die 
Betrachtungsweise  umzukehren  und  die  Grenze  nebst  zwei  ein- 
fachen, von  ihr  abhängigen  Grössen,  die  so  unzertrennlich  mit 
Ihr  verbunden  sind  wie  der  Sinus  zum  Cosinus  gehört,  als  Funk- 
tionen  des  Integrals  zn  behandeln,  gerade  wie  man  schon  früher 
«IT  Erkenntniss  der  wichtigsten  Eigenschaften  der  vom  Kreise 
abhängigen  Transcendenten  gelangt  war,  indem  man  den  8inus 
und  Cosinus  als  Funktionen  des  Bogens  und  nicht  diesen  als  eine 
Funktion  von  jenen  betrachtete. 

Ein  zweiter,  Abel  und  Jacobi  gemeinsamer  Gedanke,  der 
Gedanke,  das  Imaginire  in  diese  Theorie  einzuführen,  war  van 
noch  grösserer  Bedeutung,  und  Jacobi  hat  es  aptter  oft  wieder* 
bolt,  dass  die  BlnüShmng  des  Imaginären  allein  alle  RKthsel  der 
früberen  Theorie  gelost  habe.  Wäre  ee  nicht  eine  so  alte  Er- 
fahrung, des«  das  nahe  Liegende  sich  faet  immer  zuletzt  darbie« 
let,  so  würde  man  es  aufläilend  finden  mflssen,  dass  dieser  de« 
danke  En  1er  entgangen  iet,  au  dessen  frdbesten  und  schönsten 
Lieletungen  ee  gebSrt,  dioi  Theorie  der  Kreiefunktionen ,  Inden 
er  diene  als  imaginäre  EzponentialgrOasen  behandelte,  In  solchem 
Grade  Tereinlacbt  und  erweitert  zu  haben,,  dass  fast  das  ganze 
Gebiet  der  Analysis  eine  wesentliche  ümgestaltang  dadurch  .erfahr. 

Indem  Abel  und  Jacobi  in  die  vorhin  erwähnten,  durch  Um> 
kehrun?  aus  dem  elliptischen  Integral  der  ersten  Gattung  gebilde- 
ten Funktionen,  welche  nach  nnser^  jetzigen  Terminologie  aus« 
schliesslich  elliptische  Funktionen  genannt  werden,  das  Imaginäre 
\  einführten,  erkannten  sie,  dass  diese  Funktionen  gleichzeitig  an 
der  Natur  der  Kreisfunktiooen  und  an  der  der  Exponeutialgrossen 
Theil  haben,  und  dasS|^  während  jene  nur  für  reelle,  diese  nur 
für  imaginäre  Wertbe  des  Argumentes  periodisch  sind,  die  ellip* 
tischen  Funktionen  beide  Arten  der  Periodicität  in  sich  vereinigen. 

Durch  den  Besitz  dieser  Grundgedanken  auf  einen  neuen  Bo- 
den gestellt,  richteten  Abel  und  Jacobi  ihre  Untersuchungen 
auf  zwei  verscliiedene  Regionen  der  ilieorie.  Abel 's  Thätigkeit 
wandte  sich  den  Problemen  zu,  welche  die  Vervielfältigung  und 
Theilung  der  elliptischen  Integrale  betreffen,  und  indem  er  mit 
Uülte  des  IMrujips  der  doppelten  Periode  in  die  ISatur  der  Wur- 
zeln der  G1<1<  Illing,  von  uelcher  die  Theilung  abhängt,  tief  ein- 
drang» gelaugte  er  zu  der  ganz  unerwarteten  t^ntdeckung,  dass 
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Grenze  immer  algebraisch ,  b.  durch  blosse  WurKelauii^jebiingeB 
bewerkstelligt  werden  kann,  sobald  die  besondere  Th<  ilung  der 
sogenannten  voll-t  ititiigen  Integrale  als  stliun  aus».' «  Iii Int  voraus- 
gesetzt wird.  Die  ehen  genannte  besondere  Theilung  scheint  nur 
för  specielle  Module  möglich,  unter  Heichen  derjenige  der  ein* 
fachete  iet«  dem  die  LenmUcate  eiiti^pricht.  loden  er  die  LOeinm 
des  Problems  för  diesi  n  Fall  durchführte,  zeigte  er»  deee  die 
TMIang  der  gensen  Lenitiecate  der  Kreietheilttog  Trillig  amlag 
tot  und  in  denselben  Fftllcn  dnrcb  geometrische  Gonstntfclhni  ge* 
leistet  werden  kann.  In  welchen  nach  der  sehOnen»  96  Jahre  (rflbSr 
?on  Gauss  gegebenen  Theorie  der  Krei$  eine  solche  TheiiUng 
zolässt. 

An  diese  letstere  Arbeit  Abel's  kntipft  sich  eine  erwiiiaeas- 
wertbe  bistnrlsefce  Merkwürdigkeit  in  der  Einleitung  znm  letstos 

Abs^ehnitte  der  ,,Disq.  aritb.",  welcher  der  Kreistbeiliing  ge^ 
widmet  ist,  luUtc  («auss  im  Vorlx  iiichi n  [irnu  ikt,  dass  dasselbe 
Princip ,  worauf  seine  Krcistbeilun^  beiulil,  auch  atif  die  Thei- 
lung der  Lemniscate  anwendbar  sei,  und  in  der  That  U^t  das 
Gaussische  Prineip,  nach  welchem  die  Wurzeln  der  zu  luvenden 
GleichoDg  so  in  einen  Cyclus  zu  bringen  sind ,  dass  jede  von  dsr 
▼erbergehenden  auf  dieselbe  Weise  abb&ngt»  der  Abfaandhieg 
Abel**  über  die  Theilung  der  Lemnitcate  wesentlich  an  Grvsde; 
wenn  aber  filr  die  Kretotbeilnng  lüngst  bekannte  EigenschellM 
der  trigonometrischen  Funktionen  gesfigten,  um  die  Wursein  dem 
Gaussischen  Principe  gemäss  zu  ordnen,  so  war  für  den  lall 
der  Lenmiscate  zu  einer  alinlichen  Anordnung,  ja  um  nur  die 
^Möglichkeit  einer  solchen  zn  erktiuien,  eine  Einsicht  in  die  Natur 
der  Wurzeln  erlorderlicb ,  u  eiche  nur  das  Princip  der  doppelten 
Periodicität  gewähren  konnte.  Die  vorhin  erwähnte  Aeusserung 
ist  also  durch  AbePs  Abhandlung  zu  einem  unwidersprechüchsa 
&ugnisse  gew  orden ,  dass  Gauss,  seiner  Zeit yoranseilend«  schsfe 
au  Anfange  des  Jahrhunderts  das  Principe  der  doppelten  Perlods 
erkennt  hatte.  Dieaes  Zeugniss  ist  jedoch  erst  durch  die  spätere 
Arbelt  AbePs  TerstHndlicb  geworden  und  tbut  daher  seinem  taSd 
Jacobi^s  Anrecht  an  diese  Erfindung  keuien  Abbruch. 

Ausser  den  sehen  erw&hnten,  auf  die  Theilung  beafigKebiB 
Resuitaten  hatten  Abel's  Untersuchungen  noch  eine  andere«  ntdrt 
weniger  wichtige  Elntdeckung  snr  Feige.  Indem  er  in  den  V'et- 

meln,  durch  welche  er  die  elliptischen  Funktionen  eines  vielfachen 
Argumentes  dun  ii  die  Funktionen  des  einfachen  dargestellt  hatte, 
den  i\Jultiplikator  unendlich  werden  licss,  erhielt  er  nlerk^^  üi digo 
AnsdrOdKe  tUr  die  eiliptiscfaen  FuoiLtioueu  in  i^  orm  V4m  uiiend- 
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Hnlieii  R«ilieii,  wU  von  QMtiente  mnUMmt  Pndukto«  «Ine 
Baidaclning,  wolebe  fiir  die  Aoalysi«  vielleicht  Ton  noch  grüseenv 
Bedentang  bt,  «Is  die  von  Abel  nachgewieeone  oinebfniMshe 
liOebarkelt  der  Gleiciiangen  für  die  Tlieilung. 

Zu  derselben  Zeit,  aU  Abel  diese  srhnnen  Urifersuchungeii 
ausführte,  war  Jacobi  in  einem  andercu  Tin  ile  <|pssolheu  Ge- 
bietes nicht  weniger  erf»>liiro!ch  l>cscbältii;t.  Die  oben  erwähnt© 
^Substitution ,  durrh  welche  ein  (^iliptische«  Integral  in  ein  Integral 
dersolhoTi  Forin  übergeht,  war  l)ls  dahin  die  einzige  ihrer  Art. 
Zuar  hntto  I^egendre  nicht  lange  vor  der  Zeit,  wo  Jacobi 
sich  diesem  (Gegenstände  zuirandte,  eine  zweite  Transformation 
der  eUiptiscIien  Integrale  aufgernnden,  aber  diese  zweite  Trans- 
formation, mit  welcher  er  den  Gegenstand  dir  abgeschlossen  hielt, 
war  damals  in  Deutschland  iiocb  nicht  bekannt,  und  es  gehörte 
daher  ein  seltener  Scharfsinn  dazu,  aus  einem  sichtbaren  Ringe 
auf  das  Voriiandensein  einer  unendlichen  Kette  zu  schliessen,  und 
eine  eben  so  grosse  Kühnheit,  sich  die  firiceimtniss  der  Nator 
dieser  Kette  ais  Aufgabe  zo  atellen. 

Eine  gMicIcliclie  Induirtion«  bei  weieber  der  feine  und  gnms 
neoe  Gedanke  eine  weeendicbe  RoHe  spielte»  die  Tranaformatlen 
und  die  Moitiplilnition  aus  einem  geroeineebaftlichen  Geeichtepnnlcte 
and  letatere  als  einen  npeeiellen  Fall  der  entern  su  betraebten, 
lelfete  Jacobi  anf  die  Verinnthung,  daae  rationale  Pnnlctioneo 
jedes  CSvadee  geeignet  eeien,  ein  elllptiscfaee  Integrai  In  ein  Inte^ 
gral  dereelben  Form  sn  Verwandeln.  Diese  Vermntbung  bestttigte 
•leb  sogleidi,  indem  sieb  ergab,  dasa  die  AnzabI  der  irlHlEtlbr- 
tioben  Coeflkienten,  tiber  vrelebe  man  fUr  jeden  Grad  zu  verfügen 
hatte y  ausreicbte»  am  allen  Bedingungen  zu  genügen,  welebe  zu 
etÜHen  iralren,  wenn  das  tmnsfermirte  Integral  der  Form  naeh 
mit  dem  nrsprflngiicben  fibereinstiramen  sollte.  Aber  wenn  dne 
0#  ^fiicbe  Betraebtungswetse  tiber  die  Möglichkeit  der  Sache 
kflom  etnen  2weifei  lassen  konnte,  so  war  nocb  ein  grosser  Schritt 
wm  thun,  um  die  innere  analytische  Natnr  der  zur  Transformation 
geeigneten  gebroebenen  AusdrQcke  su  erkennen.  Ton  welcher 
Art  die  hierbei  su  besiegenden  Schwierigkeiten  waren ,  und  durch 
weiche  geistrdcbe  Betracbtnages  Jacobi  diese  tiberwand,  kann 
hier  nicht  ausgeführt  werden,  eben  so  wenig,  als  es  mir  gestat- 
tet ist,  alle  wichtigen  Folgerunge»  anfznzlblen»  die  sieb  aus  dem 
vollständig  gel&sten  Probleme  ergaben.  Ich  erwähne  nur  des 
merkw-ürdigen  Ergebnisses  dieser  Untersuchung,  dass  die  Multi- 
plikation immer  aus  zwei  Transformationen  zusammengesetzt  wer- 
den kann. 

Indem  Abei  und  Jacobi  so  die  Tbeorte  gletchaeitig  in  zwei 
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vmcliMtfMii  Biditnngen  TervoUkoumncten»  «cbieii  es,  ab  bah» 
dUs  Schiclwal  die  Ehre  des  za  vollbringenden  Fortschritte»  gleich- 
mSssig  unter  die  jungen  Weftktopfer  vertkeilen  wollen,  denn  die 
Art«  wie  bald  darauf  einer  dieErßndung  des  andern  weiter  fflhrtat 
lies«  belnen  Zweifel ,  dass  jeder  von  ihnen ,  wire  ihm  der  andere  ' 
nicht  in  einem  Theile  der  Arbeit  zuvorgekommen,  den  ganzen 
Fortschritt  allein  vollbracht  haben  wOrde. 

Jar'obi  Mar  in  seine»  rntersuchun*»en  von  der  Annalinie 
ansero'jariucii .  rla.^s  bei  der  Tratssfonnation  die  iirspriin*rlicbe  V  a- 
rialjh'  latioiial  durch  die  neue  au.sj.e drückt  8ei.  Aliel  hciiandelte 
das  Prol)lein  in  der  weiteren  Voraussetzung,  dass  /\i  iotheii  bei- 
den iriiend  eine  algebraische  Gleichung  Statt  linde,  und  gelangte 
zu  dt.Mn  Hes'iltat«^  dass  das  so  verallgfuu  inerte  Problem  immer 
auf  den  l  all  zurückgetubrt  werben  icann»  den  Jacob i  so  voUstia» 
dig  behandelt  hatte. 

meht  minder  erfolgreich  griff  Jacohi  in  die  von  Abel  gege- 
bene Theorie  der  allgemeinen  Theiinng  ein.  Die  Art,  wie  Abel 
das  Problem  gelost  hatte >  zeigte  zwar,  dass  die  Wnrzeln  Immer 
algebraisch  ausdrückbar  sind»  erforderte  aber  zur  wirUicben  Dar- 
stellung derselben  die  Bildung  von  gewissen  symmetrisebeu  Wnr- 
zelverbindungen»  die  nur  in  jedem  besondern  Falle  bewerkstelligt 
werden  konnte.  Aus  einem  neuen  Principe,  welches  bald  näher 
zu  erw&hnen  sein  wird, .  leitete  Jacohi  die  sehliesslichen ,  tSr 
jeden  Grad  ^geltenden  und  unmittelbar  ans  den  Daten  des  Pro- 
blems gebildeten  AusdrOcke  der,  Wurzeln  ab,  welche  AusdHIeke 
überdies  vor  den  Abersehen  eine  grossere  Ein&ehheit  Ihrer  Form 
voraus  haben.  Als  Jacohi  das  Resultat  dieser  Arbeit  In  einer 
kurzen  Notiz  bekannt  machte,  hoffte  er  Abel  durch  die  Vervoli^ 
kommnung  der  Losung  des  Theiluogsproblems  in  Verwundemg 
zu  setzen,  aber  diese  Hoffnung  blieb  unerffillt.  —  Abel  war  eben 
gestorben»  kaum  27  Jahrd  alt,  weniger  als  zwei  Jahre  naoh  der 
Bekanntmachung  seiner  ersten  Arbeiten  Ober  die  elliptiseheii  Funk- 
tionen. Ein  so  frühes  Ziel  hatte  der  Tod  der  gUnzenden  Lnf^ 
bahn  dieses  tiebinnigen  und  urolassenden  Geistes  gesetzt 

Jacobi's  weitere  Lntersuehungen  über  die  elliptiscben  Trun- 
8ceiideiiten,  wie  aucli  die  zuletzt  erwähnte,  sind  aus  einem  Ge- 
danken hervorgegangen,  dem  man  wogen  der  Folgen,  die  er  gehabt, 
vielleicht  die  erste  Ottilie  unter  seinen  Concejttinncn  einrSnmen 
7nijss.  Es  war  dies  der  Gedanke,  die  unendlichen  Produkte  ,  durch 
deren  Quotienten  Abel  die  elliptischen  Funktionen  ausgedruckt 
hatte,  als  selbständige  Transcendenton  in  die  Analvsis  t  inzulüh- 
ren.  Als  es  ihm  i^ciungen  war,  die»e  l'rodukir  ,  uie  übrigens  alle 
von  dei^sell^  JNatur  uud  als  besondere  Fälle  einer  Tran«ceo4ente 
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jUivsaeiitn  sinil,  In  Relbenfarm  darzustellen,  erkannte  er  «Ine 
Fvokfion ,  welche  sich  ffanzusischen  ^Jatheniatikern  schon  Jn  Un- 
tersDchungeti  der  mathematischen  Physik  dargeboten  hatte,  )v.p 
4|e  aber  wenig  beachtet  und  nur  eine  ihrer  Eigenschadtei»  bemerkt 
worden  war,  Jacobi  unterwarf  sie  einer  tief  eindringenden  ün- 
tersdchnng,  erforschte  ihre  analytische  iSatur  und  (tihrte  sie  dann 
In  liie  Theorie  der  Integrale  der  zweiten  und  dritten  Gattung  ein, 
^afi  nicht  nur  die  Erkenntnis»  des  inneren  Zusammenhanges  % 
scbon  bekannter,  isolirt  stehender  Eigenschaften  dieser  Integrale, 
sondern  auch  die  wichtige  Entdeckung  znr  I  olge  hafte,  dass  die 
Integrale  der  dritten  Gattnncj,  welche  von  drei  Elementen  abhän- 
gen, vermittelst  der  neuen  Transccndente,  tvelche  deren  nur  zwei 
enthält,  ausgedrückt  werden  können. 

Bei  der  spätem  Dareteliong  der  ganzen  Theorie,  wie  Jacobi 
nie  in  iseinen  Vorlesungen  zu  geben  pflegte,  bildet  die  Betracb* 
tung  der  erwähnten  Funktion  den  Ausgangspunkt.  Die  ganze  Lehre 
gewinnt  dadurch  nicht  nur  einen  überraschenden  Grad  von  Ein- 
fachheit  und  Durch  sich  tigkeit,  sondern  dieser  umgekehrte  Gang 
ist  auch  dadurch  bemerkenswerth ,  dass  er  für  andere,  epSter  za 
erwShnende  Untereocbungen  das  Vorbild  geworden  ist 

Bedenkt  man,  daes  die  neue  Fnnktion  jetzt  das  ganze  Ge- 
biet der  eliiptiscben  Transcendenten  beherrecht,  dase  Jacobi 
aus  ihren  Eigeusdiaflen  wichtige  Theoreme  der  bOberen  Aritb-  ' 
mcrtüc  abgeleitet  Iwt»  und  dass  sie  eine  wesentliche  Rotte  in  Tieten 
Anwendungen  spielt,  ren  welchen  hier  nor  die  ▼ermittelst  dieser 
Transoeiidente 'gegebene  DarsteUang  der  RMaficffishewegung  er» 
wflbnt  werden  nag,  welche  eine  von  Jacobi*s  letzten  midsehOa* 
stcn  Aibiftiten  ist,  so  wird  man  dieser  Funktion  die  nftebste  SMIe 
naeb  den  ISngst  In  die  Wissenschaft  aufgenommenen  Elementar^ 
Transcendenten  einrSnmen  mCissen.  Auffallender  Weise  hat  dne 
so  wiclitige  Funktion  noch  keinen  andern  Namen,  als  den  der 
Transeendente  8,  nach  der  zuftHigen  Besilehfiong,  mit*  der-irfe  . 
saetat  bei  Jneobi  erscheint,  und  die*  Mathematiker  würden  nor 
sine  Plicht  der  -Dankharkelt  erfiHllen,  wenn  :sle  «Ich  vetelnigten, 
ihr  Jacob l*s  , Namen  beicnl^en,  um  das  Andenken  desMaaBes 
zu  ehren ,  au  dessen  schönsten  Entdeckungen  es  gehört,  die  innero 
Natur  und  hohe  Bedeutung  dieser  Transeendente  saeist  erkannt 
zu  haben. 

^  Abel  6  oben  erwähnte  Arbeiten  sind  nicht  die  einzige  Lei» 
ptung  ersten  Rans^es  dieses  hervorragenden  Mathematikers,  sie 
sind  nicht  einnuil  die  bedeutendste  seiner  Lei^^tungen.  Selige 
grSsste  Entdeckung  hat  er  in  einem  Satze  niedergelegt,  welcher 
«einen  Namen  führt  und  ganz  das  Gepräge  feines  .ans8erQr4ei^t- 
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liehen  Geistes  trätet,  Heesen  charakteristische  Eigenschaft  es  war, 
die  Fraget)  ii^r  vUi»«eD«ebaft  in  der  nrafaMeiidsten  Allgemeiniieit 
M  bebandeln. 

Dm  sdioB  obtn  beieiduiet»  Eoler'scW  Hk&tmm  —  idb  rafc 
hier  tod  deiuelbeB  ab  Prineip,  nicht       den  dsnui«  gamgOM 

Folgenrogen,  die  sich  täglich  iveiter  erstreckten  —  bildete  daaudt 

auf  dem  Gebiete,  dem  es  angehört,  die  Urenie  der  Wissenschaft 
über  weiciie  hinauszugeheu  Enler  selbst,  Lagrange  und  andere 
Vor23ngcr  Ab  ei  s  sich  venjebens  bemuht  hatten.  ^^  eiche  Be- 
wunderung mnsste  dnh^r  eioe  Entdeckung  hervorrufen,  welche 
jdia  Integrale  aller  algebraischeo  Fooktioaen  anfiwBCBd  die  Gnad- 
e^;*aacliaft  denelben  eathiiilte. 

Legen dre  nennt  das  Al)ersche  Theorem  ein  mtmumentum 
aere  pmrenniiis.  und  Jacobi  bezeiciinf't  den.selljeo  Satz,  „v%ie  er 
in  *>i?)facher  Gestalt  und  ohne  Appaiat  vmi  Calcnl  den  tiefsten 
und  umfassendsten  mathematischen  Gedanken  aus^^preche,  als  die 
grosste  mathematische  Entdaekaag  naserer  2^it,  obgleich  erst  aiaa 
künftige,  viellalcht  apäte«  groaaa  Aibeit  ihre  ganxa  UnilnitM^i 
aoffreiaan  kSaai».** 

Diese  Arbeit  hat  bereits  begonnen  und  Jacobi  seib«t  hat 
daran  den  neseotiicbsten  Antheil  gehabt. 

Dar  aabe  liagaade  Varaach«  die  nngakahiiaa  FaakfSaaMi  4m 
Arberaakaa  ttitegraJa  aaf  diaadba  Waiae,  wie  ea  bai  den  «ttp 
tiaebaa  lait  ao  groasem  Erfolge  geachehea  war,  in  die  Anaiysii 

etnznföhren,  erwies  sich  bald  als  unausführbar  und  verwickelte  in 
unaull">rK}H*n  Widerspruch ,  deiiu  Jacoi>i  erkannte  sogleich,  d;is§ 
dfese  uni_f'  lv ehrten  Funkfiuiieri  vier-  oder  mebilach  periodisch  seia 
müssten,  walirend  doch  eine  analytische  Funktion,  wenn  sie  wie 
die  elliptificheD  und  Kreisfunktionen  einwertbig,  und  wo  sie  nicht 
unendlich  wird »  stetig  aeia  aollj  aar  awei  Perioden  aaliaat  Es 
bedurfte  also  hier  eiaaa  neuen  verborgenen  Gedaakena«  wenn  dai 
Abel'aehe  Tbeare»  niebt  anfnichtbar  bieibea,  wean  ea  dia  flaala 
aiaar  grossen  analytischen  Theorie  werden  aollte* 

Nachdem  Jacobi  mehrere  Jahre  hindurch  den  Gegenstand 
nach  alleti  Seiten  erwogen  hatte,  fand  er  endlich  die  Losung  d6i 
Rftihaela  darin,  daM  hier  gleieiiseitig  vier  oder  mehr  lategnud  aa 
betrachtea  und  ana  Ihnen  durch  Umkabrang  awei  oder  mebr  Fonk- 
IlMeii  m  eben  ao  vielen  Argumenten  ad  blldan  aind.  Dieae  DI- 
^aation  maehte  er  In  einer  AbbAndlvag  von  10  8eiten  bekannt, 

der  z^vei  Jahre  später  eine  urtlfftOgreichere  foli:t(!,  in  welcher  die 
i^nal}  (iscbo  ISatur  dieser  umgekehrten  Funktionen  im  heüatsa 
Lichte  erschien. 
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■'OfehuTt  auch  dife  spater  gefundene  Darstellung  dieser  Funk- 
tionen flicht  Jacnbi,  sondern  zwei  Jüngern  Mathematikern  von 
ungevvüJinllchfem  Talente,  nmss  ich  doch  auch  die.<?es  ^Vichtlgeb 
Fortschrittes  hier  in  so  fern  erwähli^ftj  als  Jacobi  s  Kiiilluss  ufi* 
verkentlhar  darin  hervortritt.  Goepe!  und  Rnsenhain  haben 
beide,  Jacobi's  oben  erwähnte  zweite  IJehandlung  der  Theorie 
der  elliptischen  Funktionen  zum  Vorbilde  nehmend,  ihren  schOnen 
Arbeiten  die  Betrachtung  von  unendlichen  Reihen  zu  (irunde  ge- 
legt, deren  Bildungsgefetetz  allgemeiner,  aber  von  derselben  Art, 
wie  das  der  Reihe  ist,  durch  weiche  die  Jacobt'scbe  Funktion 
{ausgedruckt  wird. 

Obgleich  ich  mich  bei  der  eben  gegebenen  Darstellung  von 
•^•eohi's  Entdeckungen  im  (lebiete  der  elliptischen  und  Abel- 
liehen  Transcendeoten  auf  <la»  Wesentlichste  bescbrünkt  Imb^«  «to 
iiit  dmeHbe  4eBBoch  va  einem  Umfange  anfl^ewäclisen»  der  micli 
«wingt»  die  noch  zu  erwftbnendeii  ifeistangeo  Jecobri^  hier  in 
•  eilte  kme  Ueberslcbt  zusammenzufassen,  aus  welcher  ich  viele 
Asbeiten,  welche  nnr  einselde  Fragen  betreffen  and  dei  Detail 
der  WisseDscbaft  verTollkoromnet  beben,  auseeblieseen  mees. 

Sebon  oben  iet  ven  Jacobi*8  ÜBtersncbuogen  über  die  Kreis- 
theilung  und  die  Anwendungen  derselben  auf  die  höhere  Arithme- 
tik als  zu  seinen  frühesten  Arbeiten  gehurend  die  Rede  genesen. 
Bei  diesen  Untersuchungen,  denen  er  die  Form  zum  Grunde  legte, 
weicliu  die  zuerst  von  Gauss  gegebene  Auflösung  der  zweiglie- 
drigen  Gleichungen  später  durch  Lag  ränge  erhalten  baKe,  traf 
er  in  eirügen  Resultaten  mit  dem  grossen  Mathematiker  Cauchy 
zusammen,  der  zu  derselben  Zeit  mit  <'ibnlici)en  Forscbungea  be- 
scbäftigt  war  und  dieses  Umstandes  erwähnte,  als  er  nährend 
Jacobi's  ersten  Auienthalles  in  Paris  seine  Arbeiten  im  Aus- 
zage verüfifentüchte. 

Atts  einem  schonen,  aus  der  Kreistbeilong  abgeleiteten  iSatze, 
auf  den  auch  Cauchy  gekoittmeb  war,  ond  neüh  welchem  älle 
Primzahlen ,  die  hei  der  Division  durch  eine  gegebene  Prlmzabl 
oder  das  Vierfache  derselben  die  Einheit  zum  Reste  lassen  *  aaf 
eine  , bestimmte  Potenz  erhoben,  deren  Exponent  bloss  von  der 
letzteren  Primzahl  abhängt,  durch  die  sogenannte  ^uadratiache 
llauptform  dargestelit  werden,  welche  die  n^ativ  genomniene  ge- 
gebene Primzahl  zur  Determinante  bat,  schupfte  Jacob!  die  Ver> 
mutfiung,,  daee  jener  Exponent  mit  der  Anzahl  der  von  einander 
verachiedenen  quadratischen  Formen  übereioatiiDitten müsse,  welche 
^er  erwähnten  Determinante  entsprechen.  Da  aicb  diese  Ver* 
iDuthung  in  allen  numerischen  Beispielen  bestätigte,  so  trug  er 
lt€<iki  Itted^Miken,  dies«  Bsinerkuog  in  ein«r  toadn  Nötix  td  ver> 

II** 
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üffeiidicfien.  Ich  i^Iauiie  lit^ti  l>i>!M'r  iinbf kaniit  ^?^*b!!f»henen  Lr»|>run^ 
die^e»  Resultats  nach  Jaeobi  8  mündlicher  Mittheiluiig  als  ein 
merkwürdiges  Beispiel  scharfiiiiiDiger  Induktion  hier  erirfthDep  so 
müssen,  obgleich  der  streoge  Beweis  deeeelben  Bieht  aiif  die 
KrebtbeUnog  gegründet  werden  su  JclliiiMni«  sondern  w^eenMidi 
vereeliiedene«  der  Integralreeboung  und  der  Reibenlebte  entneoh 
mene  Principieu  sn  erfordern  ecbeint,  die  ewt  epbCer  in  die  Wie- 
eeneebafl  eiogefObrt  worden  sind* 

Die  Im  Jahre  1832  erschienene  nweife  Abbandlang  von  Ganse 
über  die  biquadratisehen  Reste»  die  dnrch  den  tiefsinnigen  Ge- 
danken,  compteze  ganze  Zahlen  in  der  höheren  Aritbmelik  gerade 
so  wie  reelle  sn  behandeln ,  und  dareh  das  darin  aufgestellte  Re* 

ciprocitätseesetz  Epoche  macht,  welches  in  der  Thoorie  der  biqua- 
dratiscljcii  Reste  zwischen  zwei  eomplexen  Primxahifti  ^)t;^tt  findet, 
gab  Ja  Co  Iii  N  eranlassuiis,  vsein*»  früheren  Uatersucbiioiaf-n  \vi<». 
der  anf/.unehmen ,  nnd  es  achmij:  ihm,  den  erwähnten  schöueu  »Sats 
•von  Gauss  und  einen  ähnlichen,  welcher  sich  auf  die  cobiselMi 
Reste  besieht,  mit  grosser  Einfachheit  aus  der  Kreistbeiinng  ab* 
anleiten. 

OIi.'J*'ich  Jacohi  die  eben  ansjetührten  Untersuchungen  und 
andere  damit  zusammenhängende,  die  ich  nuht  einmal  andentungs* 
weise  bezeichnen  kann,  in  den  Jahren  1836^39  Tollständig  nl^ 
■dergescbrielMn  hat«  so  ist  er  doch  nie  dazu  gefcöninien«  sie  dniel 
den  Druck  xu  veröffentlichen.  Seine  ZSgernng  entsprang  ans  den 
Wunsche»  einigen  seiner  Resultate  eine  grossere  Ausdelmulig  m 
geben»  wosn  er»  von  so  vielen  andern  Arbeiten  in  Anspruch  ge- 
nommen, die  nothige  Müsse  nicht  gefunden  hat.  Ein  Thcil  seiner 
J'orschungen  umi  ii  iuientlich  die  schon  erv^ahnten  lit^ueise  der 
fJeciprocitätssätze  .>ind  jedoch  einiccn  deut^«  htii  IMathematikem 
dnrch  INachschrilten  der  Vorlesungen  bekannt  irc^ordeo,  welche 
er  im  Winter  1836—37  in  Königsberg  über  die  Kreistheilung  asd 
deren  Anwendung  auf  die  Theorie  der  Zahlen  gehalten  bat 

Eine  andere  hörh<?t  erciebisje  Quelle  füi  die  hü  tere  AriUirae« 
tlk  hat  Jacobi  i'i  K  r  Iheorie  der  elliptischen  Funktionen  ent- 
deckt, aus  welcher  er  schöne  8atze  über  die  Anzahl  .der  Zerle* 
gnns^f^n  einer  Zahl  in  2,  4,  6  und  8  Quadrate,  so  wie  andere  übir 
solche  Zahlen  abgeleitet  bat,  welche  gleichseitig  In  mebreieo 
«fnadratischen  Formen  enthalten  sind.  Diese  wichtigen  Berelebt- 
rangen  der  Wissenschaft  sind  eine  Frucht  der  oben  enrihnlw 
Blnflihning  der  Jacobrschen  Funktion  in  die  Theorie  der  ellip- 
Uneben  Transeendenten. 

Jacobi  hat  sich  wiederholt  mit  der  Reduktion  und  Wertfh 
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bestimmung  doppelter  und  vielfacher  Integrale  be^»chäftigt.  leb 
ern'ähne  hier  besonders  der  eiriiachen  Methode,  durch  welche  er 
die  Hestlniniung  der  Oberfläche  eines  ungleichaKigen  Ellipsoides 
aul  elliptische  Inte&::rale  der  ersten  und  zweiten  Gattung  zorOck- 
führt,  welche  Zuruckfährunsr  Lc^endre,  zu  dessen  schönsten 
Leistunj^en  sie  gehört,  uui  mii  üaHe  sehr  verborgener  Eigeo- 
i^chalUri  (h  r  Integrale  der  dritten  Gattung  gelungen  war.  In  einer 
auderii  liierher  gehörigen  Abhandlung  hat  Jfacobi  das  Euler'sche 
Additionstheoreiii  aui  doppelte  Integrale  ausgedehnt,  und  bald 
darauf  bemerkt,  wie  auch  der  AbeTsche  Satz  einer  äbnlichea 
Erweiterung  fähig  sei. 

Von  Jaeobi's  Arbeiteo  Aber  das  ebeo  geoaonte  Ka|^tel  dar 
lotegralreclmimg  iat  nur  ein  Theii  Ter&fenlKcbt  worden.  Eine 
greaae  Abbandlnng,  weiche  die  Attraktion  der  Ellipaoide  sum  Ge* 
geiiatande  hat,  obgieicb  aeit  langer  Zelt  beinahe  vollendet^  Iat 
biaher.  QogQdntelQt  gebliabea  und  not  durch  einige  gelegenlilehe 
riüllaen  iiekannt  geworden*  Ala  er  sieh  mit  dem  erwSbnteD  Pro* 
*Meai  baeebSftigte*  kam  er  aneh  auf  den  achonen,  ven.Poiaaoii 
um  dieaelbe  Zeit  gefondenen  Sata,  nach  welchem  die  Aaaiehmig» 
welche  eine  miendlioh  dfinae»  vob  awet  coneentriacbeo»  Khnllcheix 
vod  ähnlich  liegenden  eillpaoidififcbea .  Flächen  begrenate  Schale 
auf  eiaeo  Pnokt  im  auaaeren  Räume  anafibt,  ohne  Infegralsiiichaa. 
därgeatellt  werden  kann»  Jacob I  hat  dieaea  Umataodea  nie  offentr 
lieb  Erwähnung  gafban*  obgleich  er  sich  dabei  aaC  daa  Zeogniaa 
mehrerer  Mathematiker  hätte  bemfen  konneu»  denen  er  doa  Sata 
mitgetheilt  hatte». ehe  die  erate  Anaeigeder  PolaaoD'cchea  Ab« 
handhmg  erMsbi^nen  war. 

Mit  den  eben  besprochtM)eu  Untersuchungen  häiiift  eine  andere 
Arbeit  Jarobi's  zusammen,  die  weisen  tlires  überraschendeD 
Kt-sultates  hier  niclit  unerwähnt  bleiben  ()nrtl  Maclaurin  hat 
bekanntlich  zuerst  gezeigt,  da.ss  eine  homogene  flüssiire  Masse 
mit  Beibolialtnng  ihrer  äussern  Gestalt  sich  gleirbfltniiig  um  eine 
feste  Axo  (hnhen  knnn.  wenn  diese  Gestalt  die  eines  Rotations- 
Kllipsoidcs  ist,  und  dieses  schone  Resultat  ist  spater  von  d'AIem- 
bert  und  Laplace  durch  den  iNach^A  vervollständigt  \\i)rden* 
dass  je*leni  Werthe  der  Winkolgeschwindigkeit,  wenn  dieser  unter 
einer  gewissen  (irenze  liegt,  üwei  und  nur  zwei  solche  Ellipsoide 
entsprechen.  Lagrange  scheint  zuf'rst  an  rlin  Möglichkeit  i^e- 
dacht  zu  haben,  dass  auch  ein  ungleicliaxigcs  Ellipsold  cUmi  Be- 
dingungen der  Permaui uz  [;enü«:en  kimno:  wenigstens  gebt  dieser 
groase  Mathematiker  in  seiner  analytischen  Mechanik  bei  JBeband- 
lung  dieser.  Frage  von  FoniK  ln  ans,  weh  he  für  ein  beliebige» 
KUIpaoid  gelten.  Indem  er  aber  so  zu  zwei  zu  erfüUeDdco  Glei-i 


i^ung«a  gelangt,  iD  welelieB  di«  beidra  Aeqmloriabawift  aaf  «ivr 

aymmetrUche  Weise  entbaiten  sind,  zieht  er  ao«  diea«r  Syaimf- 

U\e  den  ScLlui^^»  dass  jene  Aici«  ^IlIlu  sein  müssen^  ^V^f^nd 
dpch  iiur  daraus  folgt,  da&s  ^^ie  gleicfi  >eiü  kuiioen.  wo  daon 
l^ide  GieichnTTj^en  in  eine  und  mit  der  von  Maclaufiii  zuerst 
aHfgagtellUn  iipd  von  d'Aleiob^Ft  und  La  place  difiGnüftea 
WiPBAolaUcp» 

Der  Verfasfier  eines  bekannfen  Lelirimchs ,  der  in  der  Dar- 

^telliintj  diese» Oei^enstarides  Liigran^e  ijefoljjt  ist  niid  den  efren 
erwähnten  üIh  r   Iren  Schlu^^s  mit  dem  ..r;  rlj  wcn  l't^r**  lie- 

gleitet,  errecite  zuerst  Jacob  i  «s  Verdacht,  ueither  iiei  genaue« 
rer  Betrachtung  jener  z^^ei  Gleichungen  zu  seinerund  gewi^^  aller 
Bl^liematiker  groaaen  Ueberrascluiog  bald  fand,  das«  aucb  m 
qngleicbaiigea  ElKpsoid  d«»  BediogoDgen  des  GJeiehgevricht«  g^ 

Ücr  V^erardassuncr,  welche  Jacubi  in  seinen  UntersuGhungen 
über  die  Attraktion  der  Eliq'^  n  le  fand,  sich  mit  den  Flachen 
aweiten  Grades  zu  hcschaftigen ,  verdankt  man  die  KenntoUis  meh* 

lafereasanter  Eigenschaften  und  einer  höchst  elegantim 
teugungsweise  dieser  Flächen.  Die  mir  gestellten  Grenzen  awbh 
geo  micb»  mich  auf  diese  Andeotuag  ^  beeebrinken,  vod  Jace* 
Wm  Obrige  def  Geometrie  geiridmeten  Arbeilen  ner  den  Gegeaetaad 
saeh  au  beaelcbnev.  Ich  oenae  daher  nnr  die  Abhaadlanf^  gber 
ein  Problem  der  Eienientargeometrie,  welches  Tor  ihm  nur  io 
Hpeciellen  Fällen  behandelt  worden  war,  und  dessen  volLstandke 
Lösung  er  aus  der  Theorie  der  elliptischen  Transcendenten  ab- 
leitet, seine  Unter. "^utliuni^en  über  die  Anzahl  der  Doppeltangen- 
ten algebraischer  Cur\  en  und  einige  kleinere  Aufsätze,  in  weichen 
ftr  Sät^e  über  die  KrüiumuDg  der  Flächen  und  kürzeste  Linien  yiit 
greaaer  Einfachheit  auf  rein^  ayathetlacbem  Wege  beweiat. 

9 

Zu  Jacobi*s  wichti<;sten  Untersuchungen  icehoFcn  dii?jeiii<iLa 
nber  die  analytische  Mechanik.  Ilainilton  h.ith-  die  interessante 
Entdeckung  «remarht,  dass  die  Integration  der  l>itfereutialglei- 
chuBgen  der  Mechanik  sich  ünmer  auf  die  Losuag  von  zwei  sifiiil^ 
laaeo  partiellen  DiffereutiaigleicbuDgen  aarflckföhren  ifiaal,  abaf 
diese  Entdeckung  war,  wie  merkwürdig  sie  auch  eraclieinen  wuaatu 
vdliig  nnfmcbtbar  geblieben «  bia  Jacobi  aie  tob  einer  unn«itiiigen 
Cemplication  liefrelte,  Inden  er  aelgte»  das«  die  au  findende  L^ 
aong  nur  einei  der  beiden  partiellen  IKffefentlaJgleicbiingea  •  la 
genügen  braucht.  Indem  er  Termittelat  der  so  vereinfachten  Theo^ 
lie,  um  mir  eine  der  zahlreichen.  Anwendungen  anzuführen,  daa 
noch  ungelöste  Problem  belianilelte,  die  geodätische  Lkiie  aul 
dem  oBgleiclMuiigea  Ellipsoid  zu  beatiiameo>  gelang  e^.  ibmf  mii 
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mifii  «iMi  BiialytiMte  Instmeot« ,  wcMm  jiM  «iIiiii  frfilwr 
b  MiiieD  BXodM  al«  sehr  wiHcsam  gea«%t  liati»  und  jetst  «slir 
tai  Namen  der  elli|iti»eliee  Geonllnaleii  al^ieMM  MWMit  M 
Aa  partialle  DiffareslblBMeliiiDg  n  iptegriren  wd  ie  4l»CileidniiiK 
der  letodAtiacke«  Linie  le  Farm  einer  lUMion  swiaclieii  awel 
Abal'aelien  latogfilen  darauatallea.  Diaae  Jaeobraelie  Ent» 
Manm  tat  di*  Grondlage  ainea  der  aebOiiatmi  KepM  der  lifibe* 
na  GeomeAfie  gairardeii«  «reldm  dealaohe»  ÜreiaaMielM»  eed 
eagliaehe  fllathenaftiker  wetteifamd  aiiagelilldat  babea. 

Durch  den  oben  erwähnten  Zusammenhang  zwiische»  finein 
Systeme  von  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  und  einer 
partiellen  Differentialgleichung  wurrle  er,  die  Sache  in  umgekehr- 
ter Ordnung  helrachteiKl ,  zur  Theorie  der  partialieil  Differential»  , 
gletcbungeo  /.urüt  kiielnlirt ,  niit  welcher  er  sich  scbon  in  einer 
seiner  frühestem  AhbLtiidlunirerj  über  die  Pfaff^che  Methode  he- 
8chlifti£!;t  hafte  ,  iiiui  gelangte  jetzt  zu  dem  iiesultate,  daas  von 
der  ganzen  Keihe  von  Systemen,  deren  successive  Inteofration 
Pfaff  fordert,  die  tiehandtuug  des  ersten  alle  übrigen  ühertlüssig 
KBcht,  dass  also  schon  der  erate  «Scbritt  drr  frllbateii  Jielboda 
roUstäudig  «um  Zi«&a  führt 

Eioen  &hoIieben  Charakter  hat  die  VerrollkommnaDg,  welche 
die  Varlattonareehoang  Jacob!  verdankt.  Wftbrend  aar  Ezlatena 
€hiea  Maxlmmna  oder  niinlmnnis  das  Terschn-inden  der  ersten 
Variation  nothwendig  Ist,  so  ist  diese  Bediognng  allein  nicht 
SQsreichend  und  erst  die  Beschaffenheit  der  zweiten  Variation 
eatscbeidett  ob  ein  Bfaximam  oder  ein  Minimum  oder  kefne«  ron 
beiden  stattfindet.  Znfolge  der  Theori^^  wie  sie  Jacohl  vorfand, 
waren  nach  den  Integrationen ,  die  durch  das  Terschwinden  der 
eisten  Variation  gerordert  werden,  neue  Integrationen  zu  leisten, 
■n  die  abreite  Variation  au  discutiren;  Jaeobi  zeigte,  das«  die 
«•Bteiett  die  letzteren  involTireD,  so  daas  ake  auch  hier  die  voll* 
ettadige  Luanag  der  Aufgabe  hereita  mit  der  Vellenduiig  de« 
enten  Schrittes  gegeben  ist. 

Wenn  es  die  immer  mehr  hervortretende  Tendenz  der  neue- 
ren Analysis  ist,  Gedanken  an  die  Stelle  der  Rechnung  zu  setzen, 
so  giebt  es  doch  gewisse  Gebiete,  in  denen  die  Kechnung  ihr 
Recht  behält.  Jacohi,  der  jene  Tendenz  so  »vesentlich  gefür- 
^ert  hat,  leistete  vermöge  seiner  Meisterschaft  in  der  Technik 
auch  in  diesen  (jehieten  liewuiiderungswürdiges.  Dahin  gehören 
seine  Abhandlungen  über  die  Transformation  homogener  Fniiktlonen 
des  zweiten  Orades,  über  Elimination,  über  die  simulfanen  NVerthe, 
welche  einer  Anzahl  von  algebraischen  Gleichungen  L^erni^on.  über 
%  lU^ebsuDg  4ier  Beikel  und  über  die  Theorie  der  i/etermioaii* 


USiii  Id  dem  liBlirtgeMBiiten  kapltel  verdankt  man  ihm  eine  tos« 
gebildete  Theorie  der  von  fhio  mit  dem  Namen  der  Foobtionai- 
Deteimfnanten  beseielHieten  AuedrliGke.  Indem  er*  die  AnaU0e 

dieser  Aasdrücke  mit'  deti  Differentialquofienteii  weit  verMf^e, 
gelangte  er  zu  einem  allgemeinen  Ihiacipe,  welches  er  das  Princip 
'  des  letzten  Multiplicators  nannte,  und  weiches  bei  fast  allen  in 
den  Anweiul milden  vorkonimcTi den  Integrationsprolilemen  die  letite 
Intei^ration  zu  bewerkstelligen  das  Mittel  gieht,  indem  es  deo  dazu 
erforderlichen  integrirenden  Faictor  a  priori  angiebt 

Der  £infltt88,  welciien  Jacobl  anf  die  Fortschritte  der  Ww- 

senschaft  geübt  hat,  würde  nur  unvolLstiindijf  hervortreten,  wenn 
ich  nicht  seiner  ThKtigkeit  als  üffentliflier  ijehrer  Ervvühnui.4 
k  thSte.  Es  war  nicht  seine  ISache,  FertiL!:es  und  Ueberlipf<*rtes 
von  neuem  zu  uberlieforn  ;  seine  Vorlesungen  bewegten  sich  sämml-^ 
lieh  ausserhalb  des  Gebietes  der  Lehrbücher«  nnd  umfassten  nar 
diejenigen  TbeUe  der  Wissenschaft,  in  denen  er  selbst  schaffend 
aufgetreten  war,  und  das  blesfi  bei  ihm,  sie  boten  die  reichite 
Fölie  der  Abireebselinig.  8eine  Voftrftge  aeichneten  aioh  mW 
dnrob  diejenige  Deatliebkeit  aas,  welche  aneb  der  •  geiitigiv 
Armnth  oft  zu  Tbeil  wird,  sondern  dordi  eine  KlarMt  bebw 
Art  Er  suchte  vor  Allem  die  leitenden  Gedanken,  welche  jed«r 
Theorie  zu  Grunde  lieiren,  darzustellen,  und  indem  er  Alles,  wa« 
den  Schein  der  Küostlichkeit  hu  sich  trug,  entlernte,  entwickelte 
sich  die  Lösung  der  Probleme  so  naturgemäss  vor  seinen  Zu- 
hörern, dass  diese  Aehniiches  schaffen  zu  können  die  Hoffnung 
fassen  konnten.  Wie  er  die  schwierigsten  Gegenstande  zu  behau- 
dein  wnsate«  konnte  er  seine  Zuhürer  nüt  Recht  durch  die  Ver 
Sicherung  ermuthigen,  dass  sie  in  seinen  Vorlesougen  sich  QUi 
ganz  einfache  Gedanken  anzueignen  haben  würden. 

Der  Erfolg  einer  su  ungewöhnlichen  Lehrart  ,  wie  ich  sie  ebei 
geschildert  habe  und  wie  sie  nur  einem  schüplerischen  Geiste  zi 
Gebote  steht,  war  wahrhaft  ausserordentlich.  Weim  jetzt  in  Deutsch 
land  die  Kenntniss  der  Methoden  der  Analysis  in  einem  Gra^ 
verbreitet  ist  wie  zu  keiner  frühem  Zeit,  wenn  sahlrelcbe  jflogcr 
Mathematiker  die  Wissenschaft  nach  allen  (tichtungen  erweltflr 
und  bereichern:  so  bat' Jacob i  an  einer  so  erfreulkbeD  Ersehe 
nung  den  wesentlichsten  Aotbeil.  Fast  alle  sind  seine  SchOb 
gewesen,  selten  ist  ein  aufkeiroeodes  Talent  seiner  Aufmerknan 
keit  entgangen,  keinem,  sobald  er  es  erkannt,  iiat  sein  tortiefi 
der  Rath,  seine  aufmunternde  Theilnahuie  gefehlt. 

Ich  habe  mich  eben  bemibt,  Jacobi  als  Erfinder  eed  i 
•eleer  Wbksamfce&t  als  Lehrer  daraastelleii.  Seil  ieb  jetit  dl 
Venwcb  wagen»  ihn  zu  sebiMem,  wie  eraueseiUli  der  wieiei 
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flcbaftücfaen  tsiphäre  cleoefi  ^et^Mm,  die  d«ii  mathMultli^hen 
Wissenschaften  fern  stelieiiy.  •ii''iiiuiis  ich  e«  als  den  'Sf— hiü| 
MbM»  Wesew  ImeiehMii,  4m  er  ^«iisi  in  IVelt*  der  Oed«»« 
ken  leMi»  und  dm  in  Ihm  Das«  wora  e«  bei  den  «Nieten  /  eelM 
bedeoteoden  Menschen»  eines  besonderen  Anlaufs  bedarf«  das 
Denken  zum  habituellen  Zustande  und  wie  zur  zn^elten  Natur  ge* 
worden  war.  Wenn  etwas  im  Leben  oder  in  tler  Wissenschaft 
einmal  seine  Auiuierksamkeit  erregt  hatte,  so  ruhte  er  nicht,  bis 
er  zu  eigenen  Gedanken  verarbeitet  hatte,  und  mit  dieser  im- 
nnterbrochenen  geistigen  Thätigkeit  war  in  ihm  ein  so  seltenes 
Üedächtniss  vereinigt,  dass  er  AUes^  womit  er  sich  einmal  be- 
icküftigt  hatte,  sich  sogleich  vergeben wfirtigen  und  darüber  Ter« 
ttmi  konnte.  • 

*  *{ 

Oer  QoeBBcbOpfllche  Vorrath  an  Wissen  und  eigenen  Gedan* 

)»f  welcher  Jacob i  jeden  Augenblick  zu  Gebote  stand,  eine 
idiene  gei4>tiizc  Beweglichkeit,   durch  die  er  sich  jedem  Alter, 
jeder  Fassungskraft  anzupassen  wusste,  und  eine  eiijenthnmlich 
bmoristische,  die  Dinge  scharf*  bezeichnende  Ausdrucksweisn.  ver- 
lieben dem  gössen   Mathematiker  auch  im  geselligen  Verkehr 
eine  ungewühnliche  Bedeutung«  die  noch  durch  die  Bereitwillig- 
keit, wiaseDschaftliche  Fragen  aus  dem  Stegreif  cu  bebandeln 
eihobt  wurde.  Diese  Bereitwilligkeit  entsprang  aus  dem  innersten 
W«seo  seiner  Natur,  die  in.  der  DeberHiodiing  ?on  Scbwierigkel« 
lea  Ihre  eigentliche  Befriedigung  fand«  und  es  lag  daher  för  ihi| 
ein  ganz  besonderer  Reia  darin«  wissenscbaflliche  Ergehnisse 
darch  einfache  Betrachtungen  selbst  solchen  verstandlich  zu  machen, 
denen  die  dazu  öcheuibar  unentbehiiichen  Vorkenntnisse  fehUeti. 
TsuT  iiiui^ste  er,  um  einen  solchen  Versuch  anzustellen,  die  Ueber- 
leugung  haben,   dass  die,  mit  welchen  er  sich  unterhielt,  ein 
wirkliches  Interesse  an  der  iSacbe  nahmen.    Wo  er  hingegen  ge- 
diokenlose  Neugier  zu  bemerken  glaubte  oder  entschiedene  Mei- 
mgen  mit  Selbstgefälligkeit  yon  solchen  aussprechen  hOrte,  die 
neb  nie  die  harte  Arbeit  des  Selbstdenkens  zugemutheC  hattet^ 
rerliess  ihn  die  Geduld,  und  er  machte  dann  gewöhnlich  der  Cn* 
terbaltnng.durcb  eine  ironische,  nicht  selten  scharf  abweisende 
Bemerkung  einfinde.   Mat  hat  ihm  oft  vorgeworfen,  dass  er  sieb 
l)ei  solchen  Aidä^sen  seiner  geistigen  Kraft  zu  sehr  bewusst  ge- 
ieigt  habe.    Aber  die,   welche  ihn  so  bcurtfieilten ,  würden  viid- 
leicht  ihre  Meifjun^;  geändert  haben,  hätten  sie  d<  t]  Preis  t^ekannt, 
um  welchen  er  das  Recht  auf  ein  solches  Bewusstsein  erlangt 
hatte.    Ein  Brief  aus  dem  Jahr  1824,  aus  einer  Zeit  also,  zu 
welcher  Jacobi  noch  völlig  unbekannt  war  und  daher  durchaue 
kein  Interesse  haben  konnte,  seine  geistigen  Kämpfe  mit  tlberhrie^ 
btoen  Pailiea  bq  sehiMern,  enMH  folgende  Stelle,  dk»  M-i^ls 
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inerkvMiriii?eTi  B#»itraff  zur  Charakteristik  des  ausseroTiieiillicbfMl 
Manne«  hier  wiirtlith  liiittheile.  Jacohi  ^^  ^lr  damals  ebt'n 'iü  Jal»r# 
alt  goworden  und  seit  etwa  einem  Jabro  aiis«chUe8«lii:li  inil  flMtlie- 
Mliachen  Stedicn  beschäftigt. 

„Es  ist  v'me  saure  Arbeit,   die  ich  ^ptha«*  habe,  und  eio^ 
miaire  Arbeil,  in  der  ich  begriffep  ftin     -Mt  iit  Fleiss  und  GedMcht- 
pt^fi  siufi  eil»  die  hier  zum  Ziele  iühi-eo,  öiq  siud  bier  die  unter- 
geordnetsten Diener  dee  sich  bewegenden  reineo  Gedankens.  Aber 
|i(lftliScki|;ee»  biroser'^prengendes  Nachdenken  erheischt  wehr  Kreil 
eis  der  aasdeoetniKte  Fleiss.  Wenn  Ich  deber  doreh  stete  Uelia^g 
diefes  Nachdenkens  einif^e  Kraft  darin  gewonnen  bebe,  se  glaube 
na»  nicht,  es  sei  mir  leicht  geworden »  dnrcb  ti^nd  eine  gifieb» 
liehe  Naturgabe  etwa.  Sanre,  saure  Arbeit  liab*  ich  so  besteheo, 
und  die  Angst  des  Nachdenkens  hat  oft  mSchtig  an  meiner  Ge- 
sundheit gerüttelt.    [)as  Bewusstsciii  fr(  llic  1»  der  erlangen  Kraft 
giebt  den  gebimsten  Lohn  der  Arbeit,   so  \^  ie  ^\  i(  i]r»r!im  Er- 
muthigung»  fortzufahren  und  nicht  zu  erschlaffen.  Gedankenlose 
Menschen ,  denen  jene  Arbeit  und  jenen  Bewusstsein  also  auch 
ein  gans  fremdes  ist,  suchen  diesen  Trost,  der  doch  allein  machen 
bann,  dass  man  auf  der  schwierigen  Bahn  den  Moth  nicht  sinken 
liest»  dadurch  su  ▼eikammern,  dass  sie  das  Bewnsstseln»  ein  elg^ 
neSy  freies  su  sein  —  denn  nur  In  der  Bevregung  des  Gedankens 
ist  der  Mensch  frei  und  bei  sich  —  unter  dem  Namen  Eigendün- 
kel oder  Anmaassung  gebSssIg  machen.    Jeder,  der  die  Idee  einer 
Wissens«  liiitt  in  sich  trhirt  .  kann  nicht  anders,  als  die  Dinse  dar- 
nach ab.*-!  Ij  itzen .  wie  .^irli  dt  r  nienscldi<jhe  Geist  in  ilinen  offen- 
bart: nach  diesem  arosscii  Maassstabe  tüh*;??  Www  daher  manches 
als  geringfügig  vorkommen,  was  den  andern  ziemlich  preiswürdig 
erscheinen  kann.    8o  hat  man  auch  mir  oft  Anmaassnng  Tfifge- 
werfen,  oder  wie  man  mich  am  schönsten  gelobt  hat,  indem  man 
einen  Tadel  aussusprechen  meinte.  Ich  sei  stols  gegen  alles  Nie* 
dere  tind  pur  demütbig  gegen  das  Hübere.   Aber  Jener  onendlicbe 
Bleassstab,  den  man  an  die  Weit  in  sich  und  ausser  sich  legt; 
hindert  vor  aller  üeherschStznng  seiner  selbst,  indem  man  immer 
das  uiiendlichc  Ziel  im  Aui/e  b;if  und  seine  beschrankte  Krafl. 
In  jenen»  Stol/c  und  jener  l>*  imitli  will  ich  immer  zu  beharren 
streben,  ja  immer  stolzer  und  immer  demüthiger  werden«'' 

Dans  es  bei  Jacobi  keine  blosse  Phrase  war,  wenn  er  Ton 

sich  Haül,  ^lass  er  <lif»  l>inire  darnach  absehätze,  wie  sich  der 
inerKsrIili«  Itr  (if'ist  in  ilinrn  uÜ'eiiUiii(-' ,  iirid  dass  er  wirklich  Alle^, 
was  die  Welt  der  Gedanken  nicht  benihrtc.  w  enn  nirht  mit  Gleich* 
gOltigkeit,  doch  mit  Gleichmutb  behandelte,  bat  eriuden  sehwia» 

itgslgn  Lagen  selaei»  Lebens  geaeigt.  Am  bewenderungswOidigateii 
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oiWMnB  8lch  ^ieg^r  wahrhaft  pbilo^iiplilfcbe  GbMvmtb,  alp  ihn 
da«  Unglück  sein  ganzes,  von  seinem  Vater  ererbtes  Ver« 
mugeo  ZQ  Tolleren,  ein  Verlust,  der  ihm  um  sq  empfindlicher 
hätte  seJn  kühnen«  als  er,  seit  zehn  Jahren  verheirathet,  für  eine 
»hlrei^^ Familie  zu  sorgen  hatte.  Wer  ihn  dainaU  sah,  als  er 
h^rbei{^eeilt  war,  um  seiner  von  ähnlichem  \'erluste  betroffeneu 
Mutter  mit  Rath  und  That  beizustehen,  iconnte  in  seiner  Stimmung 
nicht  die  geringste  Veränderung  wahrnehmen.  Er  sprach  mit 
demselben  Interesse  wie  immer  von  wissenscbaftlichen  Dingen  uiiii. 
klagte  nur  darüber,  dasa  die  unerwartete  Heise  ihn  aus  einer  Un- 
tersuchung gerissen  habe,  die  ihn  gerade  lebhaft  beschäftigte, 
j:  ... 

Wie  Jfip«bi's  Gedankencultus  sich  in  der  Ancrk^noupg  v<^ 
A-beTs  grosser  Entdeckung  kund  g^b»  ,k9h^  ktk  fchon  früliArf 
ffwÜmt.  ^fpen  ähnlicheu  Sinn  zelgtB  er  für  ^alles  geistig  BßdßUr^ 
tende,  und  aof  ihn  findet  der  Aiff^sprucb  eines  ait(ii|rSchrifltstellQr% 
keine  Anvrendung,  dass  die  Menschen  eigentlich  nur  das  bewun- 
dern, was  sie  selbst  roHbringen  zu  kOnnen  glouben.  Seine  An* 
erkennung  umfaeste  das  ganze  geistige  Gebiet,  und  in  seinei' 
Wissenschaft  war  Jacobi's  Freode  flber  eine  fremde  ErUndanff 
m  so -lebhafter.  Je  mehr  sieh  diese  durch  Ihr  tieprftge  yon  ml^ 
nen  eigenen  ScbSpfangen  unterschied.  Es  war  eine  ihm  natffr^ 
Kcbe  Bewegung,  In  solchem  Falle  den  AasdmcAc  sMnea  BtlMU 
durcli  da«  Isestlndniss  za  ▼^rstlM'keQ,  dw  v  diesep  Gedapken 
n|e  gehabt  |i«b«n  würde* 

Es  bleibt  mir  nun  noch  übrig,  das,  was  ich  oben  von  Jaco> 
bi's  äussern  Lebensverhältnissen  erwähnt  habe,  mit  wenigen  Wor-^ 
teo  zu  vervollständigen. 

4J«  er  s^ine  Untersucl^ungen  Über  die  elliptiacheii  Fanktionen 
bcMnaft  zu  mischen  anfing,  war  er  nocb  Pdvatdqcent;  die  BewiUL, 
4eroQg«  welcbeae^ie  EotdeckttBfnn  bei  fdlea  denen  erregten,  denen, 
u)  foläien  Piqgc|D  ein  Urtbeil  «nutfiiMi,  battQ  di^  Folge»  d^M  itr 
sogleich  zum  auaserordentlichen  und  bald  49VWf  «HU  «rd^ntlkji^ 
Professor  befordert  wurde. 

Indem  ich  von  der  Aufnahme  rede,  welche  Abel'^  und  Ja^ 
cobi*s  Entdeckungen  — -r  denn  beider  Namen  sipd  hier  ^^nzertrenu'. 
lieb  —  bei  aUen  Fachgenossen  fanden,  kann  ich  nicht  umhin, 
fllano^S  p^n>en(^vh  zu  erwähnen,  der  durch  aeiae  vieljähri^^eo, 
ForHchungen  ganz  besonfers  berufen  war,  den  un^rwartetofi  FoJCt*/ 
schritt  nach  seiner  ganzen  Bedeutung  zu  würdigen.  Legendre, 
4er  ^eine  Ze^i|i(e^ossen  ^o  oft  der  TheiJ|Uibj|iio«igkeit  ^geklagt 
Wd  k^T2  vor  i^nftiJdßikt  da^  Bod|WI«m  an^efprwben  hatte^ 
4a§^  ipipe  .JMitbii^gijyi|f|fWlsW^>.        «lU)n  iM^derp  y^ßmua^ 
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dtircfi  ihn  allein  erst  nach  ^ffifSlkriger  Arbeit,  wie  er  glaubte,  zum 
Abschluss  gekonimen  sei,  begrüsöte  Abel'«  nnd  Jacolji's  Ent- 
deckunge»,  welche  die  Theorie  weit  über  die  Grenzen  hinaus- 
föhrten ,  die  ihm  selbst  durch  die  Natur  des  Gegenstandes  gcseUt 
schienen,  mit  so  warmer,  ja  enthui^iastischer  Anerkennung,  dass 
es  schwer  zu  saj^en  ist.  wer»  eine  s'dche  Anerkt'iinung  mehr  ehrte, 
die  jungen  Mathematiker,  welchen  sie  am  Eingänge  ihrer  Ijaul- 
bahn  zu  Theil  ^vard  oder  den  edlen  Altmeister,  der  fast  am  Ziele 
angelangt  sich  solcher  GeföbUwfiroie  fHbig  zeigte. 

Eine  iiiclii  iiiiii4er  ehrenvolle  AaeieicliDVDg  wiir  te,  ale.lwld 
darauf  die  Pariser  Akademie»  obgleich  sie  keine  PreisbeiverbiiaK 
Iber  die  Theorie  der  elliptiaehen  Fonkilonen  erOfoet  hatte,  Abers 
und  Jaeobt'a  Arbeiten  als  der  wichtigsten  Entdeeinnig  der  Zeil 
einen  Ihrer  grossen  mathematischen  Preise  anerkannte  nnd  afrischen 
Jacobi  und  AheTs  Erben  thellte. 

Ich  niuss  njich  daraui  beschranken,  hier  die  beweise  der  An- 
erkennung zu  erwähnen,  wciclie  Jacobi's  Kintritt  in  die  wissen- 
schaf'tliclie  Laiifbahr»  bezercliiieten ,  die  mir  gesteckten  Grenzen 
gestatten  mir  nicht,  alle  die  Acszeicbnnni^eti  anzuführen,  die  ibra 
auch  später  in  so  reichem  Maasse  zu  Theil  wurden,  und  deren, 
Ervribnuog  in  einer  ausfübiiichen  Biographie  ^icht  feblea  dürile.- 

Bald  nachdem  Jacobi  im  Jahre  1829  seine  „Ftuuf/imeufa 
nota  theoriae  ftmct  ellipt,** ,  die  nur  einen  Theil  seiner  Uiiti(#>- 
suchungen  über  diesen  Gegenstand  entlialten,  veröffentlicht  hatte» 
machte  er  die  erste  grössere  Reise  io's  Ausland,  schlug  den  Weg 
über  Güttingen  ein,  um  Gauss  persönlich  kennen  zu  lernen,  und 
wandte  sich  dann  nach  Paris,  wo  er  mehrere  Monate  sich  auf- 
hielt und  wo  damals  ausser  Legendre,  mit  dem  er  seit  länge- 
rer Zeit  in  naber  brieflicher  Verbindung  stand  und  für  den  er 
immer  eine  grosse  Pietät  bewahrt  hat,  noch  Fourier,  Poisson 
und  andere  hervorragende  Mathematiker,  die  Jacobi  überlebt 
haben,  vereinigt  waren. 

Eine  anreite  Reise  ins  Ausland  unternahm  Jacobi,  der  seit 
1831  mit  einer  Frau  von  hervorragender  Geistesbildung  verheirathet 
war,  erst  wieder  im  Jahre  1842  in  Gesellschaft  seiner  Frau.  Die 
Teranlassang  zu  dieser  Reise  war  für  ihn  zu  ehrenvoll,  als  daa« 
ich  sie  unerwähnt  lassen  könnte.  Dem  erleuchteten  Staatsmanne» 
welcher  damals  an  der  jSpitze  der  Verwaltung  in  der  Prolins 
Prenssen  stand»  schien  es  im  Interesse  der  Wissenschaft  wün* 
aehensu^th«  daas  Besael  und  Jacobi  einmal  der  schon  oUt  an 
nie  ergangenen  AufTorderung  zur  Theilnahme  an  der  jährÜeh  in 
England  Statt  fiodendcfn  Gdehrtett?6raamnhing  Folge  lelateteii; 
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und  er  stellte  daher  hei  dem  Konipre  den  Antrag  auf  Bewilligung 
der  Kosten  zu  üiiier  »olchen  Heise,  welchem  Antrage  iSe.  Maje- 
stät mit  Küniglicher  Munificenz  zu  HriUfabreh  gemhte.   ■     .  * 

Bald  nach  seiiic^'  Rückkehr.' Ten  ^eser  Reise  zei^n  eii^ 
Jfacohi  die  S^riüpiofoe  eii^er  leider  mi^eilharen  Krankheit.  Er 
schwebte,  längere  ^eit' in  der  grössteRl^efalir»  upd  aU  die«^  end- 
lieh  für  den  Augenblick  beseitigt  war,  erklärten  sc^ne  Aerzte  21t 
seiner  Kräftigung  einen  längeren  'Aufenthalt  in  einem  südlicben 
'  Kllniiü>;ttr  natbwwidig.  *  Ditse-  äratHobe  firklMne  «etat«  Jäjsobi 
In  nidbt  geringe  Veriegettbeit»  ahet-4iese  VeriegtihMfcüvar  slibt 
whtk  langer  Da!tae?p  denn  die«  ifage-  iler  Sacrbe  war  iiiebt'  aobalil 
dwcb 'uoaeren  Coilegen  Alex,  v^on  Humboldt,  deaaen  g^vriebt 
iSge  VamHtelaiig  nirgend  fehlt»  wo  «0  die  ßbra  der  WIsaeatocblift 
«ild  .daa  Wohl  ihrer  Yertreter  gilt/  M  K^aatmsa  3r.  JHajeatU 
dlea  Kibilga  geüiagt»  ala  daieb  einen  neuen  Akt  Konigliehar  Gronau 
muth  eine  anaehnlicbe  Samme  zu  einer  Reiae  naeh' Italien  ange* 
^'iesen  wurde* .  • 

Das  r.irlde  Klima  von  Rom,  no  Jacobt  den  Winter  zubrachte, 
wirkte  so  wohlthatig  auf  ihn,  daf^s  die,  vyelclio  iim  dort  sahen, 
weit  entfernt,  in  ihm  einen  I^econvalescenten  zu  erkennen,  über 
f»eine  wahrhaft  ausserordenliiciie  Thätigkeit  erstauueii  mussten. 
Er  schrieb  nie  lit  nur  wiihreiid  der  fünf  Monate  seines  dortigen 
Aufenthaltes  aiis>er  mehrereo  kleinem  Aufsätzen ,  welche  in  einer 
wisseiiscliaftüclien  Zeitschrift  in  Rom  seihst  erschienen,  eine 
wichtige,  sehr  u|nfungreiche,  für  das  Crelle'scbe  Juurnal  be- 
stimmte Abhandinng,  sondern  unternahm  auch  die  Vergleichung 
der  im  Vatikan  aufbewahrten  Handschriften  des  i>iopbantus, 
mit  we|phQi)i  jer  sich  e>eit  längtet  Zejt  aoj^eiegeotticb  l>e«cb^if^( 
b^tte.  '    .  ,  ... 

'  tn"8e<M' Vaterland  aurflckgekehrt,  wurde  er  t6n  Kdnigsbevl^ 
oaiib -ü^llfr  ' fevaetzt,  wo'daa  wenigatena  relativ  mildc^r«  KIbii« 
aetno  Geattadbeüt  weniger  aii  bedrohen  aeblen.  Ohne  hier  d«# 
Ünivefaität  dnzugehCren,  hatte  er  tior  die  Verpfliebtnng»  Vorle- 
-  aüBgen  zu  halfen;  ao  weit  ea  mit  der  Sebönnng,  derett  aebi  Ge^ 
«andb^ltazuatand  äto  aehr'bedi/rfte,  Terträgüch  aeb  wllfde*  SMm 
adfriftsteilerleche  l^hfitigkeit  während  eeinea  bieeigito  Aufenthalt 
tes  stand  gegen  die  der  besten  K8riigsberger  Zelt  kaiitti  «urüeV, 
v^W^'dle'  bl^r  ib  .efwit  0'  J'abren  '  gescbriebeoen  *  AbbaiiAbmgiiil 
biSettgeii,  wet^be  zwei  starke  Quavtbände  fllllen.  *  " 

Zu  Anfani?  des  Jahres  1851  hatte  er  einen  Anfall  der  Grippe 
zu  bestehen;  da  er  sich  jedoch  schnell  erholte  und  wieder  mit 
Igroasem  Eifer  zu  arbeiten  anfing«  50  durlten  seine  Freunde  sieb 
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4ar  Hoffnung  überlassen,  f^uss  er  ihnen  und  der  VVissensefaaft  nocb 
IftPg^  erhalten  bleiben  würde,  als  er  plOtslich  am  11.  Februar  von 
Neuem  erkrankte.  Sein  Zustand  erregt*  aegleioh  die  grüseten  Be- 
Morgouiee,  and  als  ouid  nach  einigen  Tagen  erkannte»  düe  er  ron 
Blattern  ergriien  sei,  die  auf  dem  durch  da«  alte  Üebel  un* 
terwfiklteD  Beden  den  lilieartigeten  Charakter  leigten,  eehwand 
jede  Hoffnung.  Den  18.  Februar,  Abencle  11  Ubr,  aclit  Tage  nach 
»einer  Erkrankung,  erlag  er  ohne  ivauipf. 

Jacobre  wlaeeneehaflliefae  Laufbahn  umbaut  gerade  ein 
Viertel jahrhundetti  also  eluen  weit  korsem  Zeitraum»  ab  die  der 

iilelsten  fröhern  Mathematiker  ersten  Ranues,  und  kaum  die  Hälfte 
der  Zeit>  über  welche  sich  Euler's  Wirk.sainkeit  orartreckt  hat 
ttjit  dem  er  wie  durch  Vieleeitit^keit  und  FruchtbarkeH,  so  nuch 
darin  die  t^röüsste  Aehnlichkeit  hat.  da^s  ihm  alle  liüKsmittel  tler 
^Viesenschait  immer  gegenwärtig  naren  und  jeden  Augenblick  xa 
debete  atanden. 

Der  Tod,  welcher  ifm  4iu  Irüli  und  so  plötzlich  im  Besitze 
jeelnet  Tollen  Kraft  von  der  Arbeit  hi^l\^  f':,^('ii()iniiien .  hat  der 
Wissenschalt  die  uiossen  Bereicherungen  nicht  gegünnt,  die  sie 
iftih  Jacobi*^  nie  ermädender  Thätigkeit  noch  erwarten  durfte, 
ndett  leb  die«  auesprecbe«  thue  ich  es  nicht  nur  in  der  Voraus*. 
Mtailg»  daas  in  einem  eolchen  Geiate  die  achüpferleehe  Kraft 
nur  mit  der  jphyeiaehen  gugleleh  erlOaeben  konnte;  ich  hübe  ailch 
dllie  Reihe  too  faat  vollendeten  Arbeiten  vor  Augen,  an  die  er 
seihst  in  kurier  Zeit  —  vielleicht  wührend  des  Dmeks,  wie  er  es 
ii)  tler  letzten  Äeit  so  cern  that  —  die  letzte  Hand  Ijatle  Ie?en 
können  und  die  jetzt  durch  seine  Frennde  als  Bruchstücke,  in  un- 
vo!lk<tiiinir!?er  Form  an*s  Licht  treten  müssen.  Noch  '  während 
seiner  Krankheit,  kaum  vier  Taije  vor  seinem  Tode,  beklagte  er 
daa  Missgescbick ,  welches  über  vielen  seiner  grüssern  Arbeiten 
gewaltet  habe,  die  kkraukheit  oder  bäuelicbes  üngiQck  nntorbroehea 
habe«  Wenn  leb  dann,  setzte  er  wehrotltbig  hinia,  Ufiiter  an  die 
Arbeit  zurfiekkehrte,  habe  ich  lieber  etwas  Neuen  anfangea,  ab 
Oaterauchungen  wieder  aufnehmen  wollen*  die  so  traurige  Briaue- 
rangen  In  mir  erweckten.  Aber  leb  aeho  ein,  dass  ich  nicht  lan- 
ger zögern  darf,  jene  filtern  Arbeiten ,  denen  ich  einen  erosseu 
Theil  meiner  bestei»  Ivralt  geiviiiaict  habe,  der  Oeffentlithkeit  za 
üb<' riehen I  wenn  sie  noch  erfolgreich  in  den  Gano:  der  Wii 
schalt  eingreifen  sollen.  (Glücklicher  Weise  bedart  es  daaa 
aebr  kurzer  Zeit»  die  mir  ja  hoffeotlicli  nicht  fehlen  wird. 
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c  Ueber  die  Theorie  des  GrfiMteii,  lud  Kleimteik.:,  t. 

Von 

.  t 

Herrn  Simon  Spitzer ^ 

AiMtL  aii4  ^rivfttdoe.  der  Bfatheniatik  am  k.  Ir.  poljrtediBiaclieii 

lutitnle  so  Wies. 


Man  bestimme  die  hucbsten  oder  tiefsten  Punkte  der  Fläche, 
deren  Gleichung 

(1)  «=s:9(*»ir) 

ist.  Um  diese  zu  finden,  hat  man  bekanntlich  aus  den  beiden 
Gleicbuugeo 

die  reellen  Wurzeln  Jir  und    zu.  «eeben«  die  gefundenen  Werthe  io 

zu  suto^tltüiren  und  nachzusehen,  ob  der  M  erhaltene  Ausdruck 
fiir  alle  sehr  kleinen  und  reellen  Werthe  von  h  und  A*  stets  da«N 
selbe  Zeichen  beibehält  oder  nicht.  Im  ersten  Falle  hat  mkn»  ja 
nachdem  das  Zeichen  positiv  oder  negativ  ist*  aia  Minimum  oder 
lHaximiiiii,  im  aweiteo  Falle  weder  ein  MiDinmm  aoch  ein  Maximiiiii. 

Iii'  tii 

Es  kann  nun  sein»  ilaaa  ^  und  ^  einen  gemeinachaftUclienj 

a;  nnd  y  enthaltenden  Factor  besitzen;  wSre  etwa 


so  werden  offenbar  beide  Gleichongen  (2)  befriedigt  für      •  • 

also  für  anendiich  viele  Werthe  yon  x  und  y\  ich  behaupte,  in 
diesem  Falle  erb&lt  man  im  Alt^emeinen  statt  bucbate  mid  tiaCite 
Pankte  hOcbsto  und  tiefste  Lioieo»  deren  Gleichnogeii . 

(3)  j^=^f^-^>' 
r^(ar,y)  =  0 

sind«  leb  nenne  nSmlich  hOcfaille  eder  tiefste  Linien  anf  i^mmmen 
Fläeben  solche,  Linien,  deren  sfinuntOdie  Ponlcte  dieselbe  Hobe 
balielf  /^ei^  iisJbste/aber'  isnsser  Ibnetf  'eof  4er  Fliehe  iiegeodea 

Puukie  entweder  alle  tiefer  oder  alle  büher  liegen.      *  * 

Dass  slmmtücbe  Pankte  der  Carve  (3)  dieselbe  H5he  hallen, 

dz 

ist  leicht  einzusehen,  denn  ^(;e,^)=0  bringt  ja  ideqtiscb  j^nod 

^  anf  Null»  dies«  bat  zur  unmittelbaren  Folge,  dass  sämmtlicbe 

an  diese  Cnrre  gezogenen  Tangenten  horuBonfal  laufen,  also  Ist 

diese  Curve  selbst  eine  horizontale;  ihre  Gleichungen  müssen  sich 
somit  auf  die  Form:  .  ! 

(  «=*. 

(4) 

bringen '  lassen ,  nnter  A  eine  eonstante  Zahl  verstanden.  ^  Man 

wird,  um  diese  Formfindemng  ihrer  Gleicbongen  vbl  bewirken, 

cp{Xyy)  durch  ii^(a\  ?/)  dividiren,  ist  der  Quotient  f(pc,tf)  und  der 
Rest  h,  so  hat  man: 


was  sich  ffir  ^(d?,  9)ss0  auf  aurfiduieht 

Ilm  zu  uutersuciien  j  in  weichem  Falle  die  Curve,  deren  Glei« 
cliungen 


  '  {3[)  - 


sind ,  und  die  man  sich  in  der  Form 


C  2==Ä, 


^  9 

autgestellt  denken  kann,  wirklich  eine  höchste  oder  tiefste  Linie 
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der  FiSche  z^f^x,  y)  ist«  geh»  man  von  ib?  (der  Lbi«  (4))  zu 
anderen,  auf  derselben  FISfibe  in  oamittelbarer  .NSbe  liegenden 
über»  etwa  dadmeb«  das»  uaa  |f  am  waebaea  lSs«t ,  unter  ^ 
eine  beliebige  Function  tob  x  Terstanden ,  die  atet»  aebr  klelaea 
namoiiacben  WorA  hat 

Man  erhält  sonach  als  Gleichungen  von,  in  der  Nähe  der 
Cnrve  (3)  auf  der  Fl&che  zs9(dr,  y)  liegenden  Cnrven  folgende: 

I 

(5) ; 

Die  Substitution  y  =  f(x)  +  in  r  =  €p(x,  und  darauf  fol- 
gende Entwickelung  nach  Taylor 's  lieibe  gibt: 


oder,  da  ^  wegen  des  innehabenden  Faetnm  i^a,  y)  gleidb  Nnil 
wird. 


Behält  Punlite  der  horizontalen  Piojection  der 

Cvrve»  d«  h.  fÜir  alle  Warthe  von  x  nnd  y,  weldie  der  Gleichnng 
3r)=sO  genSgen,  einerlei  Zeieben,  so  ist  offenbar  die  Linie  (3) 

eine  höchste  oder  tiefste;  sollte         hiefür  ^uli  werden,  so 

]B0aste  man,  gleich  den  ähnlichen  Theorieen  dea  Mailninnia  nnd 
Bltnimnma,  das  nächste  Glied  der  Reihe  zu  Rathe  ziehen;  ist  die- 
ses positiy  oder  negativ,  so  hat  man  weder  eine  höchste  noch 
eine  tiefste  Linie;  ist  es  aber  auch  Null,  so  entscheidet  das 
Zeichen  des  vierten  Bifferentlaiqnotienten  o.  s.  f. 

Um  daher  die  höchsten  und  tiefsten  Linien  einer  Fläche 
ma  finden,  bilde  man  aich  die  AusdrficlLe 

([(Pix,  y)      dxpjxy  y) 
da:     *        dy  * 

und  aehe>  ob  sie  einen  gemeinschaftlichen,  vaiiableB  Faeler  be* 
^tsen.  Sei  einer  vorhanden  und  heisse  dieser 

TheU  XUI.  IS 
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M  ODlenRieke  mo,  ob  -^^^^  ^  «He  Wertlie.  die  der  Glei- 

eliun^  «^(^r,  3f)  =  0  genüeeti,  fosWir  oder  Degaüv  sei;  im  ersten 
Falle  i«t  die  Cort deren  GklckuDgen 

•M,  eiee  tefiirte,  aa  sweüen  ein«  bSehete;  Ut  aber  ^^^^^ 

für  iK^»jf)=0  gleich  Nnll«  so  bleibe  man  bei  dem  emteo»  liieiiHr 
oicbi  verschwindenden  Gliede  der 


tPq:U,y)      d^cpjx,^)  d^(p(T,y) 

atelieii;  iai  aan  — «     dieaea  erate»  ao  hat  man  eine  höchato 

oder  tiefste  Linie,  wenn  n  irerade  ist,  und  ^venn  es  dasselbe  Zeichen 
beibehält  für  alle,  der  (ilelcliunir  ii'(j-,y)=ü  ^renüiienden  Wertbe; 
«ad  weder  etfie  hüobale«  noch  eiRe  tiefste«  wena  auch  Mr- 
der  beiden  fiedin^nmaen  nicht  erfüllt  wird. 


Sollte  dernte  Differentialquotlentstets  dasselbe  Zeichen  beibehalteD» 

mit  Ausnahme  einiger  specieller  VVertlie ,  wolür  er  Null  \^  ird,  so  niuss 
man  für  diese  speeiellen  Werthe  die  (  ntersuchnnsr  aul  dieselbe  Weise 
isrtaeUan;  man  bilde  nämiicb  die  näcbateu  4iifferentiaiqttotiente& 

rfM-i^faP^y)  d^^(pia,i/) 

anbätitulre  in  denselben  die  speciellcü  Werthe ,  welche  — ^^^^  Q 

machen,  un4  bleibe  bei  dem  ersten»  f&r  dieaen  apedellen  Werth 
nicht  rentchwindenden  Differentialqootlenten  stehen ;  ist  dieser  von 
gerader  Ordnongazahl  und  ist  daa  Zeichen  deaaelben  mit  dem 
Zeichen'  dea  nten  Differentlaiqaotienten  übereinstlmmeiid ,  so  bat 
mau  auch  in  diesem  Falle  eine  hOcbste  oder  tiefste  Linie« 

Sota.  B.  «=3(««--|y«+l)*— ia(a^— yfc+l)-|.9,  ao  krt 

DIeae  lieideo  Aoadrdcke  haben  den  gemeinachaftlichen  Factor 
j^a^^^i;  femer  iat  ^.^^^Aafl-^Uy^-l^lQ,  and  aetat  man  In 

dteaem  ^^^^4-4,  ao  iat  j^=s6!gf*;  da  dieaea  ateta  poalttv  iat 

(mit  Ausnahme  des  eitizigcii  i  ;jlled,  wenn  ^=0,  ist)«  ao 

iat  die  Cur?e»  deren  Gleichiingea 
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o^er  reducirt 

(na^eine  tiefste  hv^t  der  FiScbe  zzr(4:«— y^i-l)«— 10(^— ^^+l)-|-9 
üegeode  Corve,  falls  our  noch  die  Subatitutioo  von  y=0»  d;3='±9 
im  dritten  Differentialquotieoten  zu  Null ,  den  vierten  aber  |»08itiv 

nacht;  oder,  falls  der  vierte  Differeritialquotient  aucli  ü  würde, 
deo  fünften  zu  iNull,  den  sechsten  po&ittv  u.  s.  f.   Nun  ist: 

abo  ist  bestimmt  die  Curve  eine  tiefste >  weil  der  dritte  Differenz 
tialquotlsot  ffleiob  NoH ,  der  vierte  gleich  U  ist. 

Diese  Theorie     einer  V'erallgemeiuerung  fähig.  Wäre  oMmUeil 

jene  Werths  von  aci »  welche  x  %vt  ehieni  Mail* 

MB  oder  Mioiroaro  machen ,  ans  den  Gleichungen : 

dx     ^     dx     ^  dx  Ä 

n  ii€«timnien.  Wird  diesen  n  Gleichungen  genügt  durch  r  GieL 
cimigeo»  wo  r<ii  ist,  so  tritt  ein  ähnlicher  Fall  ein,  wie  der  in 
<iieieD  Anlsatze  discutirte. 


Integration  der  partielleu  Differeatialgleichung 

^ /<?ar       dx  dx  \  __ Q 

xdx^*   dx^*  dxnj 

Ton 

Heim  Simon  Spii%tT, 

bibL  and  Privatdo«.  darMaChematilr  am  Ii.  V,  polytoehnilnatitote  ra  Wien. 


Setzen  wir  der  Kfirze  halber«  so  wie  es  Üblich  ist: 

dx  dx  dx 

ä^-^'  •aj;"-''"^ 

IS' 
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Bo  finden  zwischen  den  partiellen  Differentialqootienten  folgende 
Bwel  Gleichangen  stätt: 

Sucht  tiian  au8  der  ersten  dieser  Gleichungen  den  Werth  voq 
pm,       hat  man: 

Pn  =  (p(pi ,  P2 » Pn-i) , 

und  wenn  man  diesen  Werth  in  die  andere  Gleichung  einführt: 

dx^Pid^x  -f  p2,dx%  +  ^(pi ,  p^,  pn~i)dau$ 

welche,  nacli  der  Methode  des  theilweisen  Integrlrens  hehandd 
sich  so  stellt: 

3?=  PiXi  1  1)2^2  +  ••••  +  Pn-lO^n-'l  +  a*n(p(/?i ,  p^t .... 

— /{^idpi  +  ar^cipa  + .... + äCn-i dpn-^i  +  Xnd(p{pi ,  ••••  J^-*) *•  % 
Setzt  man  statt  d(p(pi ,  p^, ....  pn-i)  seinen  Werth  ^ 

d<p  j     ^  d(p  d(p    ^  Ui 

so  erhält  man: 

a?= PiOTi  +  paar^-l- ....  +  /?n-i^ii-i  +  x«9p(/?i ,  /^2»  ••••  P*-^^  M 

/•<  /  dcp .  ,       ,  r/o)  ^  _  ,  dw  j 

und  nimmt  man  nun  arj^  dass  die  Grösse  ui^r  dem  Integraizeid 
das  vollständige  Differential  der  Function 

^(Pi»  pÄ»— Pii^) 

sei 9  so  ist: 

(1)   a:  =  pi.rj  +  p2^2  +  —  +  F  .^n9(pi ,  p», ....  ^ik-i)  | 

wShrend  sogleich  folgende  Gleichungen  stattfinden: 


d^(Pl>  P9*  -  yPn-l)   d(p(pi,  P2,  ....  pn  j)     ,  . 
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Ich  behaupte  nun,  das  Resultat  ()er  Klirainatioit  von  pi  ,  p%,»- 
..,pn  \  aus  den  Glei<;hungerj  (I)  und  (_'),  fiiebei  ip  aU  willkuhr- 
liche  Function  betraf  htet,  ist  das  Integral  der  vorgelej^ten  Diffe- 
rentialgleichuog.  Deim  denict  man  sich  aus  di n  n  —  1  Gleichun- 
gen (2)  piy  p2»  pn-i  gesucht  ,  dnnn  in  (1)  äubstituirt,  wodurch 
Pip  P'i^  "'•  Pn-i  sonohl,  als  auch  a:  als  eine  Function  von  Xi,  x^^*** 
erscheinen,  so  hat  man,  wenu  mao  x  «uccessive  nach 
opi,  x%t,»,,Xn  differenzirt.  Folgendes: 

ar  ,    dp,  .      dp^  .      .  dpn~\\ 

'^^\dp,  d,ri  +  dp^  dxt^""     dpn-y  dx^  ) 

"  \d^^  d^i  +  dp^  dxi         dpn-i  dxi  y 

Setzt  man  Merin  statt      *  ^/  "  "  i^Ii  folgen- 

dx 

den  Werthe  und  reducirt  gebürig,  so  erhält  mao  5^=Pi' 
ebeo  so  findet  man  aacb: 

dx  dx  dx       ,  ^. 

■onit  iat  unsere  Behauptung  gerechtrerligt. 


Untersuchuiig  über  die  Formel 

Von 

Herrn  H,  KinkeUn, 
Kandidaten  der  Mathematik  so  Möachen. 


§.  1. 

Bevor  wir  zum  Gegenstand  der  Untersocbung  selbst  über- 
gehen, Ist  es  nOthig,  noch  Mnen  Hül&satz  aus  der  Theene  der 


JUlO  a»  Min ke lim:  Uniermckmtg  m^er  die  Pormti 

Reliiu'ÄiöBÄglelchTiTiiren  aufzosteUefl.  E«  »ei  2.  B.  ehie  «wekriie- 
fiH?e  R«kiireiooi«gieuiioog  vorgttie^  wclcbe  lär  alle  reellen  W«ariiie 

/T«+l)=:9K«)-HK*)/(*).  («) 

f,<f,^  sind  beiiebige  Fanktion.szeichen.  Alwlano  gibt  es  im- 
^ndlkh  viele  Fnnktionen  irelche  dieser  GleieboDg  ein  Ge- 

olige  Ideten.  Dieser  Lehrsato  iSset  sieb  aof  die  folgende  Art 
Itieht  allgemein  liewcisen  l&r  jede  n-gliedrlge  Rekarsion.  Han 
lose  nemlieh  die  Gleicbnng  (I)  nacb  den  bekannten  Methodeii» 
welche  fiir  ganze  Werthe  Ton  m  gelten,  aof  nod  nenne  diese  Anf- 
i5suDg  fix).  Man  lasse  uon  in  dieser  Funktion  f  {x)  x  eltten 
variablen  Werth  annehmet» ,  so  wird  dieselbe  der  (iloichung  (1) 
noch  immer  ein  Genüge  thun.  Es  sei  noB  f{x)  die  aligemeine 
AnllSisiuig  der  Gieicbang  (Ij,  ^  tat 

Nno  Ist  klar»  dass/tar)  flir  ganae  pesItiTe  oder  negative  Werthe  In 
fix)  0hergcien  mnss.  Es  wird  daher 

|i(jp)=l+^'(«).(«Ä-».12)(^-22)(aJ»— 3^)...  in  Inf:) 

M\x) .  (ar^  —  l^) (a:^—  iPj (««-3*) ...  in  inf.) 

wo  A*(it)  nnd  B'ix)  noch  an  bestlnimende  Funktionen  Yon  «  sind. 

Oder  es  muss 

|i(ar) = 1  •{'A{x) .  sin  m ,       =       .  sin  nx 
sein;  nnd  sonach  wird 

/][j:)=(l-f  A(x)  8111 7tx)  f\x)  +  D{x )  sin  nx,  (4) 

wo  nnn  A(x)  nnd  ß(x)  zu  heslinnien  sind.  Wird  ans  dieser 
Gleichung  der  Werth  von  /(^)  in  die  Gleicbung  (1)  sohstitnirt»  so 
wird  erhalten: 

welcber  Gleicbnng  offenbar  dnreh  nnendlieh  viele  Verfflgungen  flher 
A{x)  nnd  B{x)  willfahrt  werden  kans* 

Eine  der  interessantesten  dieser  Annahmen  ist  folgende: 
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Aus  der  ersten  dieser  Gleichuni^pn  wird  durch  Auf  losen  In  ^d- 
xen  Zahlen  A(jr)  =  (—^)^C  erhalien,  \^  o  C  eine  beliebige  Kon- 
stante vorstellt,  fiffssf  ivtan  hierin  x  eioea  beliebigen  variabeio 
Werth  aDnehmen,  so  kooimt 

Es  kann  also  A(a:)  die  zwei  Wertbe 

J(x)=:Ce08(2k-^l)ltS  UDd  ^(jr)=s:C'C089it+l)9Rr  (8) 

annehmen ;  und  zur  Auflindung  von  B(.c)  erhält  man  älsdaon  resp« 
eine  der  folgeDden  awei  Rekuraionee: 

B{x-{-l)=C  cos      + 1 )  ;ra: .  (p(x)  -  B{x)  ^{x),  1 
^(a;+l)=C'sin(2>t+l)7tx.9(a:)— B(;r)t(^).  >  ^ 

C  ud  C  bedeoteo  swei  beliebige  KooatanteD,  welche  «neb  Noll 
•ein  köniieo. 

Am  des  Vorbergebeiidcfii  geht  ferner  bervor,  das«  es  ii«r 
Eil»  algeibraiaebe  Faidction  gebe,  welche  eioeKekiir^oiiegleiebiiog 
aofluat.  Weott  in  dieser  Funktion,  welche  oben  mit  f*(»)  beaeieb» 
■et  wurde,  x  beliehif^  variabel  erkilirt  wird»  so  erhalt  man  die 
sogenannte  einfache  Auflösung  der  n-gliedrigen  RekuivieiM» 
gleich  ong. 


Nach  dem  bekannten  Fourier 'sehen  Lehrsatz  ia^iist  sich  jede- 
Fnnktion  fix)  in  eine  Reibe  nach  cos  und  bin  der  Vielfachen  von 
Inx  entuickeln.  Setzt  man  der  Kürze  wegen  2nx=^x',  so  bat  man 

/(«)  ^A^^'i t^iCoe^>f  A^t<i»^'^A^coi^-\^,.^Ai,KXtÜi3Bf'^,„  in  int) 
+2  jÄiSinar'+Bi8in2j:'+^8sin3a:'+...+Äsiüib:'+...  in  inf.j 

wo  Ap  Ak,  Bk  Konstanten  sind,  welche  durch  die  Gleichungen 

A^J^f^)dx,  Ak—SHi^)c0^kx' dx ,  ßk-pf(x)8mkx'äx  (2> 

bestimmt  werden.  Die  Gleichung  (1)  gilt  im  Altgemeinen  für  alle 
jene  Werthe  von  x,  welche  innerhalb  der  Grenzen  0  und  1  fallen. 

Es  aei  nun  n  eine  beliebige  ganze  Zahl,  so  setze  man  in  Glel- 
cbmig  (1)  Ifir     nach  und  nach  die  Wertbe 

1         2         .  «-1 


IfS  U.  Minkeiin:  LjUerwcktm§        äie  fonmei 


so  erhiüt  man,  wenn  luaci  die  darao»  entstebeodeii  m  Gleichnogeii 

A*)+/(-+;)  +-+/{*+^) 


M  hat  MW  «adRch  folgead*  CHdebai^: 

A»)+/(^+^)  +/'(^+^) +..y(*+~)^«*X«*).  ^^l 

IKe  Form  von  F(d;)  wird  too  der  Fora  Ton  f{x)  abbangeo 
rad  mngekehrt.  Durch  die  €l«cbiiiig  (3)  ist  F{x)  vomitfeeHMr 
ndttebt  d«r  Gdeflkioifeo  der  EnlfHckdiaiig  veo  gegeben ;  auf 
gleiche  Welee  ist,  weoB  F{x)  gegeben  ist»  f{x)  dareh  die  Coeffi- 
cienten  der  Entwiekeloog  tob  F{x)  gegeben,  iBdemiiHui  in  Aim  anr 
»ssl  wa  Selxen  bmneht  In  den  meisten  FkUcn  liaiidelt  es  sich 
aber  danim,  f{x)  und  F{x)  als  endlidie  f^ktionen  so  beiisiidelo, 
wie  man  es  z.B.  HSr  die  Ealer'seheFanklieB  JXar)  and  dieJaeeb 
Bernonlll'scheFonh«eni?(j:)  gethanJiat.  Es  ist  nidit  der  Plan 
▼erliegenden  Aofsatzes,  die  Art  nad  Weise»  wie  eine  dieser  l>ei* 
den  Fnoirtienen  fXx)  und  aus  der  gegebenea  andern  erhalten 
werden  kann,  näher  zu  erörtern.  Wir  werden  «ns  damit  befassen, 
diejenigen  Funktionen /(^)  und  F{x)  zu  fioden»  Hlr  den  Fall,  dass 
die  Relation 

F{nx)  =       + Mfl)f{nx) + ^\n)  0{nx)  (5) 

anter  ihnen  statthabe»  wo  ^n)»  ^(n)^  iKM  hcsCImmte  Funktionen 
TOO  n  sein  werden,  welche  selbst  wieder  von  /(m)  abhängen. 
^nx)  stellt  eine  gegebene  ganxe  rationale  Funktion  toü  nx  vor. 
Alle  diese  Gldcbungen  müssen  simnitftn  bestehen,  nnd  es  Ist  qn- 
•ere  Aufgabe»  ans  dieser  Slmoltaneilit  /(#)*  ^i»)»  an  be- 
stimmeB* 

§.3. 

Es  sei  als  erster  Fall  <^ii^)=0,  so  gebt  die  Gieicbang  (5) 
{.  %  über  in 

F(nx)zx.ffin)^i^n)f{nxy.  (1) 

Alsdann  wird  also 


Und  es  die  Gleichung  (1)  fai  Rdhen  entwickelt. 


{ Akn cos knx' -{■  Bka8mknx*\ 

/^^^ 

•elo.  Damit  dicee  Gleiebnng  heetehe»  mnee 

(p(n)i-i^(7i)A=zA,  (2) 
flfOi)  Ak  =  Aku»  0) 
t(it)^ftc=^te  (4) 

neiD.  Die  Funktion  f\x)  hat  diesen  drei  Bedingungen  zu  genügen, 
damit  die  Entwlclvelun!;  (1^  möglich  sei.  Zur  Untersuchung  der 
Gleichungen  (2),  (li),  (4)  schlagen  wir  folgenden  Weg  ein.  Setzt 
man  in  Gleichung  (3)  successive  die  Wertbe  k,  kn,  kn*,,..kn*'^ 
anstatt  und  multiplicirt  alsdann  diese  entstehenden  Gleichungen 
mit  einander,  so  folgt  ilj{7i)^Ak—  Aknm-  Setzt  man  aber  weiter 
lu  (o)  n"*  (lir  n,  so  ist  auch  ti>{n"*)Ak=^  Ahm$  und  folglich  ilf(ny* 
^^Cft*")»  woraus  nun 

geschlossen  wird;  m'  stellt  eine  beliehige  veelie  eder  fanaginSre 
Zahl  Tor.  Da  aber  fai  de^  folgenden  Entwlekelnng  der  FaU,  wo 
ffi'  imaginär  ist,  Idcbt  ans  dem  ersten  absnielten  ist,  so  branchen 
'wir  m*  nur  als  reette  Zahl  ansnsefa^  Es  wird  also  ancb 

woraus,  wennÄ=l  gesetzt  und  hernach  7?  in  k  11  mj^e wandelt  wird, 
Ak=^k"''Ai,  Bk=k^'Bi,  wo  Ai  =zPf{x)coüx'dx,  B^^^^p /[x)amx'dx 

o  o 

ist  Ohige  Bestimmung  von  ^(n)  scheint  nun  nur  Bestand  su  ha* 
ben,  wenn  die  Reibe  in  (1)  g.2.  kooTorgent  ist,  d.h.  flBr  m'^O. 

Bedenkt  man  aber,  dass,  wenn  diese  Bestimmung  von  '^(n)  in  die 
Gleichung  (!')  eingefiihrt  ist  und  ihr  zufolge  auch  f(x)  berechnet, 
alsdann  die  Gleichung  (T)  noch  Bestand  haben  wird,  so  sieht  man, 
dass  die^e  Gleichung  (5)  für  alle  reellen  Werthe  von  m*  gültig  ist 
und  gebraucht  werden  darf.  Man  setze  m'=s— /t,  so  kommt 

Ä=pÄa  ,  (6) 


IM    ,  I 


B.  Minkeiin:  üniefwtcMßng  tl^«f  die  Formei 


Die  FonktioD  f(a:)  ist  als^  s  . 

=  =  n^)=A^^A:c-^^^^j^:i:^  (8)  j:>; 

und  für  alle  Funktionen  von  dieser  Form  ezistirt  die  GleicbuDg 

§.4. 

Durch  den  ira  vorhergehenden  Paragrapheo  gefundenen  Ausdruck 
fiar/(^)  ist  zwar  diese  gesuchte  Funktion  hergestellt»  abet  nur  mittelst 
unendlicher  Ausdrücke.  £s  ist  daher  noch  unser  Bestrebee,  einen 
j^ndMcben  Ausdruck  ftir  dieselbe*  sa  fin^n,  wiusider  Gci^enstand 
d«8  gegenwärtigen  Paragraphen  sein 'soll.  Ftr  den  Fall,  dass  die 

>0 

Gleichung  (9)  nur  föt  jene  Werthe  too  a  gilt,  welche     1  siod, 

Hesse  sich  dieses  Problem  nur  äusserst  schwer  lösen.  In  dem 
speziellen  Fall  aber,  wo  die  Gleichung  §.  3.  nicht  nur  in  jenem 
Umfange  der  Werthe  von  u; ,  sondern  allgemein  für  jeden  reellen 
Werth  von  a:  gilt,  führt  folgender  Weg  zum  Ziel.  —  Die  Glei- 
chung (9)  g.  9.  ist  folgende : 

WO 

jl,u — I 

Setzt  mau  bieriu  x-^-X  für  a:,  so  wird  auch 

* 

.  Werden  dl^ae  beiden  Gleichnngen  von  einander  abgezogen«  so 
kömmt 

Links  Tom  Gleichheitszeichen  komnU  hier  kein  n  vor;  da  diese 
Gleichung  identisch  ist,  so  dar!  aber  auch  rechts  kein  n  voikoin* 
men.  Damit  dies  muglicb  sei«  muss 


/(fu:+l)  '-f(nx)  =  (na-)M-i  C 
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ist  es>  welche  die  Form  der  Funktion  f(x)  angibt.  Zur  Diskussion 
dcfselhen  übergebend,  so  ist  Toreist  klar»  dass  die  einfache  Auf- 
ISsiiog  derselben  der  Gleichang  (2)  sowohl  als  der  Gleichung  (!)• 
genflgen  werde.  Üenh  nenn  mao  ans  (2)  die  einfache  Aufldsaag 
berechnet,  für  ganze  Werthe  von  x,  se  ist  dies  eise  Funktions* 
form,  welche  der  Gleichunsr  (1)  genügt.  Lässt  man  Jipüebig  va- 
liabel  werden,  so  wird  die  Form  derFunldion  die  nemliche  bleiben 
and  ,8eoach  der  Gleichnog  (1)  immer  noch  gentigsii. 

1.  £a  sei  fi  >  ü  und  >  1 ,  so  ist  die  ßeknrsioD 


Für  C-/"® -/(!)= 1  uod  /1[1)=/(0>=Ü  wird 

welches,  wenn  f(  eine  ganze  Zahl  ist,  die  von  Herrn  Pro£  Knabe 
diskntirte  fl  erneu  Iii 'sehe  Funktion  ist. 

%  Es  sei  ferner  so  wird  A^-|-I)~6^-|-/tar%  womns 


gefunden  wird.  Bine  zweite  ebenfalls  einfache  AnflOsong  findet 
man  so:  Man  setze  f{x)^\o$F{x),  so  kommt  F(x-\-\)-:=:ÖFXx). 
Da  die  Konstante  O  beliebig  ist,  so  darf  man  sie  gleichk-^I  an- 
nehmen, ohne  der  Angemeinheit  weiter  an  schaden.  Alsdann  ist 
F(x-f  1)  =  ^F(ar),  woraus  schon  in  {.  1.  =e'cosfl»p  nnd 
fXx)^c^na:  gefunden  wurde.  Da  nun  efcosnx  in  esinaeft  Ober* 
geht,  wenn  man  darin  a;-|-i  für  ar  setzt,  so  braucht  man  als  zweite 
einfache  Auflösung  bloss 


Die  einfache  Auflösung  ist 

/'(it)=cti»-»+aM-«+»i-i+...(«— iv>-»j+/(i). 


(6) 


19i  B.  Kinkelin:  Vntenuchunt  ^er  die  Formet 

m 

weno  C:?0  oder  C=:-f  1  ant^enommen  wird,  alsdann  |fts=0 
mwB,  was  nicht  in  diesen  Fall  hineingebürt   Hfitte  man  fenier 

C  angenommen,  so  würde  man        =  C*i^(0)  finden,  was 

aber  auf  keine  anderen  Resultate  gefübrt  bätte. 

3.  Es  sei  endlich  C=0,  so  wird  Uieraas  ist 

als  erste  einfaebe  Anflusang 

Die  zweite  einfache  AnflOsung  ist 

f(w) =1*= eoaUxäc  -|- 1  siq  2k«sc. 

Da  aber  für  /'(a:)=cos27r^  und  f(a')r=su]27tx  Ak  und  Bk  ver- 
schwinden, so  sind  die  Reihen  unbrauchbar  und  es  wird  bloss  in 
Besug^  auf  die  Gleichung  (1) 

f(ja!) — c  sin  2k7cx,  f{x)  =  c'  cos  2kicx.  (9) 

DieGldchung  f\x-\^\)^f{x)  hat  noch  eine  einfache  Aufltenng. 

Setzt  man  nemlich  f(x)^^^y  so  muss  = 

wo  nun  F(a:)  und  F^a:)  so  bestimmt  weriiea  können,  dass 

F(a;+1)=— nC«),  F(ar+1)Ä— FW. 
Auf  diese  Welse  erhält  man 

f(sc)=^c cot^ Ttx,  fißc) = &  tang (IQ) 

Setst  man  endlich  noch  f{x)^-^^$  so  wird  auch  F^pfl) 

^F(a)^  also  auch 

/Ua:)=csec2*«a:,        =s  c'cosec2Ä3M?.  (W 

Aach  iür  diese  letstere  Bestimmung  werden  die  Reihen  un- 
braachbar.  Durch  Entwickelung  der  Ausdrücke  in  (8)  und  (10) 
findet  man  In  der  That,  dass  ßlr  diesen  Fall  ftsO  Ist»  w'omit  die 
Untersuchung  für  fi  =  positiT  geschlossen  ist 

•   fi.  5. 

Nennt  man  B"(a;)  die  Summe  £  %m^B'(x)  die 

2     k^^\  wo  m  eine  ganze  positive  Zahl  ist,  so  wird 

*b1 
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c  a.  a- 


=  0. 


.  ,  so  findet  man 


"1 


l 


Ah» 


all« 

l 


4     80  ßieM  man,  dass 

te'grale  von  A^) 
:un^en  stattfinaen. 

,dass  sich  alle  aut  diese 

(1). 

rcb  Integration  zu  erhal- 

..«u-  Uli"  '••«• 


21 


.  •  •  * 


Iii) 


ire/c/?e  dü/i  bestimmt  wer- 
^      ''^^^     differenzirt,  so  muss 
also  allgemein 


=«cotgsxc  (7) 

Man  sehe  hierüber:  Haabe,  die  Jacob  Beruoulirsche 
FonkfioTj:  Crelie'g  Journal  Bd.  XLI1.:  Eoler»  EtDieituDg 
\m  die  Analyai«  4e»  Uoeoiiiichecu  Cmp.  14. 


Wir  geheo  nun  za  jenen  Faoktiooen  aber,  wo  fi  aegitfir  ist 
oder  fis=— »;  in  dleseni  Fall  wwden  die  Eeitai  ditcignt,  «Im 
«nbnioiblimr«  nod  e«  wM 

SoH  dieae  Gieicimog  für  alle  reellen  Wertbe  von  x  bestellen, 
eo  muM 

sein,  we  die  Fille  aisO  md  ms-^l  aoM^eecblesseii  elod.  Hiennw 

kommt 

flir  ganze  positive  Wertbe  von  x.  Für  die  Annalinie»  daae  m  eine 
ganse  Zahl  ist«  wiid  fiir  variable  Wertbe  Ten  m 

/(a;)=r5«4i  +  i:2X:;S     ./^i   (30 

Mansebe:  Legeodre,  Traite  deä  ioiictionB  elHptiques. 
Baad  IL  Nr.  M  ff.,  wo  Sm^i  die  aiimne  2^  bedeatot 

Aaiuerkuiig.    A^fHuciiLL  wird  bier  ^cbeiobar  uaeadlicb« 
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Verfthrt  man  aber-vrie  Legeodre  a.  a.  O.,  so  Met  man 

§.7.   '  " 

Betracbtot  man  die  Glei<;bang  0)  {.  4.,  so  eieht  mao,  dass 
iQcii  die  aoceesaiven  Differenslanen  und  Integrale  von  f(je)  derael- 
ben  genOgen  werden,  wenn  gewisse  BedingoAgen  stattfinden.  Dif* 
ferenairt  man  daher  ailö  dort  in  den  Fomieln  (3),  (7),  (fS^,  (t),  (lO), 
(11)  gefundenen  Funktionen,  so  siebt  man,  daai  aidi  alle  auf  iMeae 
Weise  erhaltenen  a^ueii  Funktionen  auf 

» 

ledoiiren.  Ebenso  rednziren  sich  alle  durch  Integration  an  erhal- 
ienden  neaen  Funktionen  auf 

>  /^ar)ss/^')log^siii3Krc2d(*^ 
Es  ist  aber  aus  §.  5.  UleicbuDg  (4)  ^  .  /  ) 

log2sin  n;xda;^ = Z^^  — pi"-  • 

Oder  nach  der  beksniiten  Reduktionsformel  der  mehrfachen  Inte- 
grale, wenn  man  um  abzukür^seo  1.2.3...r=rl  setzt: 


(2a 


1  />*  (2«)  (2fi) 


(2) 


(-"^  (2«)  (^n)         (— l)«+l*=QCcos2A-;rar  - 


(2 


(3) 


WO  die  Intei^rationskonstänten  sind,  welche  nun  bestimmt  wer- 
den müssen.  Wird  die  Gleichunf^  (3;  nach  x  differenzirt^  so  muss 
die  Gleichung  (2)  hervorgehen^  es  muss  also  allgemiBin 
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2yü     ^      JU,  ät^keiin:  Vnter&iicAmg  üöer  die  formei 

•eiii;  und  bieraus  erhäll  man,  indem  man  succesalve  för  n  die 

12        3  Ic 
Werthe  «,  «— 2  '  ""^  J*  **""2  '  """""^  annimmt^  und  diese  eot- 

ntdienden  Gl«ichnng«a  alle  mit  einander  mnltipiicirt: 

(fc-j-i) 

Ak  = 


(2»— ' 

Setzt  man  in  der  Gleichung  (2)  a:=0,  so  TeFSchwIndet  da« 
Integral  und  es  wird  » 

(2«)*»  2.(2«)!  ' 

wird  dagegen  in  der  Gleicliung  (3)  ar=sO  angenommen,  ao  komiDl 

vnd  es  wird  also»  wenn  der  Kfirze  wegen 

r\  _  r(r-l)(i^2)».(r-A:-H) 


ist: 

/(ar)=2 y^\ar-<)>^Mog(2fiin»<)iii+l('^f 
0 

-3(27*)2Ji*«-*+6(^*)ir,*«— - 

...(-l)»+'-ß»f;~{)(n+l) 

0 


0) 


...(-l)^»(«+l)(„^^,)ß-t 
(_l)iH-i2.(2n)l  fa^»in2ib» 
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fiiemit  ist  nun  die  Untersuchung  über  die  Form  der  Funktion 
fix),  welche  der  Gleichung  (1')  {.3.  ein  Genüge  lebtet»  Cur  die 
dam  in'  reell  Set»  als  beendigt  aonweiieii» 


Es  bleibt  noch  übrig,  di^ jenigeDFooktionen  annniencben«  welche 

ans  der  Annahme  (s.  §.  3.)  «'-f  6' V— -1  hervorgehen.  Man  be- 
leicbne  .V-*-!  mit  i»  und  —  m'  mit  ^,  so  «el 

«f  e  ond  6  reelle  Werthe  haben.   Alsdann  wird 

iiM  =:    I  COS  (6  log  n)  -f  t  sin  (6  log  n) } » 
ii~/*=ii"~"  l  cos  (6  log  n) — i  sin    log  n)  \ , 
 1  cos    log  w)    ,  sin  (6  log  w) 

Die  Gleldhongen      nnd  (9)  in  (.^  gehen  abdann  Qber  In 

/l;r)  = -4+2.44  ;2^,   ^j^~^cos2ArJM? 


^  ^  *r=«  cosfÄloirÄ)  .  ^,  f 
+  2jBj-?   Wj-*-^  sin  2^»a?  >  (1) 

Die  Gleichung  (2)    4.  wird  nunmehr 

/(«+l)=sGsi^^coe(61og«)+ tCa;<»-^8ln(6k^sr)+/l^  (^\ 
TbeU  XJOL  14 


Digitized  by  Goo^I 


903  iV*  Mi^keiin:  Cntermchuug  über  äie  Formel 

Em  sei  Dun 

ww  angenoniiDea  wadeo  darf;  no  hat  mtm  msat  Dwiflmauuig  wm 

F{x)  und  Fix)  die  Bekorsionsgleicbirogen 

fix^\)=ise^^  cos(61ogdr)  C+i^«)»  ffi) 
F'(ar+l)=ar«-^siD(6log^)  C  +  i  Uj.  (6) 
Dkte  gebM  als  dn&die  AvAdsong,  weno  Csl  geaelat  irM: 

+S^co»(6rog3)  + . (a?— l)^cos  (61og(a?-~I))  +  F(J) 

JP(ar) =1«-^  8m(Mog  2^^aiB(61og2) 
+a*^»8iD(6Iog3)  +  ...(^— l)«-isiD(6log(ar-lj>  1  P(l). 

Für  deo  speiieUeo  Fall  a=sl  erhält  man: 

-^ilXHFix)  =  i  i-cos  (6  iog2) + C08  (6  iog3)    ...  co«  (6 iog(;v^i))»  (9) 

a=:l 

#^(4P)s:8in  (61og$  •|-sm(6  log3)  -f  ...sio (61og(«-l)) + fXl).  (10) 

Noch  einige  f^emeinsame  Liiienschaften  der  Funktionen  /(-c), 
vrenn  dieselben  gewissen  Integrationen  unterworfen  werden»  VPoUen 
wir  aUeiten.  Ea  ist  Demlicb,  weim  wieder  x*^2nx  angenom* 
meo  wird: 

n^Pf{x)  üQBkx'dx  ^f^f{x)  cos  knx'dx, 
o  o 

Pfix)  am  kx'dx=iP^f(x)  aiii  knx'dx ; 

.  o  0 

wo  k  eine  canze  positive  Zahl  ist:  m  wird,  je  nachdem  man  eine 
spezielle Vrrriigung  über /T.r)  ma^  lit,  {nxltiv  oder  npo:<iti\  oder  auch 
ima<]^inSr  sein.  Wc£deo  diese  beiden  Uieichangea  durch  eioander 
dividirt»  «o  kommt 

f^f{x)  coskxUlx  f^f{x)  cos  knx'dx 
Pfipc)  mk^äx  "^l^fix)  mskknxfdx 

•d«r 


t 
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WO  der  Kürze  wegen  af=^^na.  gesetzt  wurde.  Wird  femer  die 
erste  Gleichung  in  (1)  mit  cosA«',  die  zweite  mit  sin/a'  muitipii- 
zir^  und  aUdaun  beide  addirt  oder  subtrabirt,  so  kommt: 

O  0 

tsJ^fXß)  €08  knx'  cos  ka'd;ic±J^f(x)  AuknafeXikka^dx 
•  •  • 

oder 

n'^Pfix)  cos  k  (^r'ToO  «iar  =/  ^  f{x)  cos  i<ii«'7aO  (3) 

Ebenso 

sin  =/i/][x)8inÄ'(iur'dLa')<i^.  (4) 

o  *  o 

wo  o'  dneo  beliebigen  feelIeD  Werth  ha^  die  Moll  mltliegfiffen. 

» 

§.  10. 

£b  sei  mmmehr  als  zweiter  Fall 

•t 

so  hat  man  aar  Bestimmung  der  Bedins^ungsgleichungen,  wenn  die 
daiani  herrorgebenrie  FuokÜoo  mit  f^(x)  beseicboei  wird» 

Werden  bier  auf  beiden  Seiten  nach  f,  %  Gleicbuog  (1)  nnd 
00  die  Funktionen  in  Reiben  entwickelt  nnd  aus  {.  6.  die  Glei- 
ehang  (4)  eder 

1      1  j  sin nx*  ,  sin  2nx'  ,  sin  Snx'  ,     sin  knx'  ,  ) 
n  Hilfe  genommen«  ne  eiiiält  man  die  Menfiecbe  Glelcbimg 

4  kl 

ib=aD 


204  IT.  MimMfn:  ifiu^tißCMtmf  Mar  me  Parwut 

W9nm,  wmm  die  CoelBtieiiteii  tob  eoBknxfmdmIbut'  link»  mnA 
ledils  vom  Gloichheitoseicboii  eioondor  gleich  gesetil  wordoa» 

^=^ji)i<+9(.»i^0i),  (2) 

Ak»='^in)Ak,  (3) 

■ 

Äi.  =  .(,(») 

erhalten  wird,  wo 

•»  • 

Cm  hieraus  ^(fi),  t^(n),  ^'(n)  so  berechneo,  verfahre  man  mit 
der  GleiehuDg  ß)  wie  mit  Gteiebong  (2)  {.  3.;  od  wird 

Die4»es  In  die  Gleichung  (4)  substitutrt.  gibt,  wenn  der  Kürze 
«regen 

gMOtit  wird» 


Um  diaGIckhong  (er)  anfinitSoeo,  hringe  maaei«  noter  die  Form 

plsdnnn  setze  man  in  dieser  Glelchuni;  fiir  A  successive  die  Werth© 
k,  An,  kn^,  ...  muilipiiiire  die  so  entstehenden  Gleicbua- 

pcn  ro>ji  mit  1,  7i^^^,  „s(ji»— 1)^ . . ,  hIm'-ix«-!)  addire 

aiiö  ziu»ämmeii»  i>o  erhaii  man 


Setct  man  ferner  in  der  Gblchung  (a)       Air     so  erhilt  man 

Aus  der  Vergleichnng  dieser  beiden  Gleichongen  futer  einander 
folgt  aber 

n«»-i— 1  ~  »»'(»»-1)— V  W 

woraoB  endlich 
folgt,  and  mithin  int 

^(ji)=-23»e— ^jj; — .  (7) 

wo  c  eine  Konstante  vorstellt,  die  der  Aufgabe  gemSss  bestimmt 
werden  muss.  Zur  Bestimmoug  von  Bk  hat  man  nunmehr  die 
Gleichung 

Setzt  man  hier  so  kommt*  wenn  beruacb  n  in  umgetauicht 

wird: 

Jtm-I  1  1 

Fflr  die  Annahme  m=sl  erhiiit  ans  (ß)  die  Form 

Differenzirt  man  daher  Zahler  und  Neiujcr  dieses  Ausdrucks  nach 
tn  und  setzt  hernach  m^l«  60  erhält  mau  Ba"^=:m'Bu,  woraus 
j^^sclogn  und  aUo 

^'(»)  =  -2;Jc'^  (8) 
n 

geschlossen  wird»  und  alsdann  wird  auch 

Fahrt  man  diese  Bestimmongen  (iSr  ^n)  imd  ^(n)  in  die 
Gletehang  (SO  «in»  so  kommt 


i:^  lur 


ixir 


ü  «.'üb 


Wii,l<^'.-  Ui^twiHt«*..  V-    Ji«'':  -taut  "Vv^Elsv  vii:^  ^ 


■1.  -  T   


— 1 


4\ 


mMimx)=  fix)  +/(*+~) +/(*+|)+  /(^+  V)' 
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Rafl  maD  die  Aufliwiiiig  der  ßekursum  (2)  §•  4.  m  Hülfe»  «o 
fciwiwt  also 

m=c'/(x)~cr  +  Ai).  ff) 

welches  Resultat-  \  orüuszuseheii  «ar;  denn  intc^rlt  mau  die  Glei* 
cbung  (2)  §.  4.  und  Gleichaoj?  (9)  §.3.,  so  erhält  man  resp.  die 
GleicbQDgeu  {1}  und  (2).    £ä  ist  diess  also  keine  oeue  FuuktioD. 

Eine  solche  würde  aber  erbadleii  liei  der  AnBalimeM=l;  den 

«  f(nx)^ Csenlo^n  +  J («- J)  +  ^  bg it .  J 

Verlihrt  man  mit  dieser  Gleicliaog  ganz  gleich  wie  mit  Glei- 
drang  (1)^  so  Isommt 

woraus  wie  obea 

A«+i>-/*(ar)=e + Clog*  (ß) 
erhalten  wird  für  aiie  W  erthe  von  ^.    Dieses  gibt  also 
A«+l)=Clogr(ar+l)  +  C'*  + Al)^ 

oderalw 

fix)  =  Clog  rix)  -f  (o:-  1)  C '  +  /  (1) ,  (6) 
WS  Pia;}  die  doreb  das  Integnd  ^<r-i'iB»-^g>aasgedra€fcte  Feahtien 

9  in  die  Funktion  1.2.3... (or—l)  übergebt 


Minunt 

wdehas  keine  l^kfempriklM  darhlete^  aa,  «e  eiliilft 

and  abton  geht  ans  Glekhoog  (4) 

log  rix)  +  log  r^or+i)  +  ...  logr|[j:+^) 


bcnror,       anr  noch  A  zu  fw^timmot  ist.    Es  ist 


^A-k"!^^ \Jh<MAkx  \B^mmMaii  (^atsiz"  — 

+  -  — r— 


2 

'44 


iml  limcii  die  ^ieicimng 


Tor.-ite([r.  iiie  Ciicic^Mg      idjui  i^smBer:  CrcU*"«  J«&rKal 
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hervorgehen,  wo  jetzt  fix^n)  als  Fanktioo  Too  «and  n  am  bettim- 
men  ist.  Geht  in  der  letzten  Gleichaog  ^r  in  fiber«  so  erfailt 
mao  darcb  VergieichiiBg  mit  der  eraton 

vrorauB 
folgt 

Um  nun  f{x»n)  oelbot  sa  fiodeo»  «etie  mm  In  der  eietm 

jener  zwei  simultan  bestehenden  Gleichungen  ^  -f  —  für  x  und  be- 
denke  die  Gleichung  (b)^  eo  kommt 

weiche>  mit  der  ursprünglichen  verglichen«  die  Kei^ursion 
darbietet»  aua  v^lcher  loiebt 

gewonnen  wird,  wo  k  irgend  eine  positive  oder  negative  ganze 
Zahl  iat;  hierin         n  gesetzt  giht 

f{Xi  n) = n^flx—l,  n) , 

wovaiu  endlieb  ttnter  der  Toranaaetaang»  daaa  x  eine  ganae  ZaU 
sei,  die  Gleichung' 

«od  aonaeh 

folgt. 

Die  Glelehang  ^(«»fi)t=fiM^  ffill  aoaach  fiir  alle  Weriho  tod 

k 

X  von  der  Form  «'-fr*       ^'        ^  beliebige  ganze  Zahlen  vor* 
atellen.  üater  dieier  Vonuaaotaiiqg  Ist  alao 
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9li     •  k  '  B,  Jtin&eiiJf:  l/niersucAmig  über  die  Formel 

woraufl,  wenn  man, die  Bedeutung  von  q  als  ganze  positive  Zahl 
bedenkt,  folgende  BestimmungsgleichuDg  für  f^^"^^*^  erhal- 


ten wird; 


wetaiis»  wenii  man  hierin  raeee8el?e  für  m  die Werthe  x^m-^-—» 

2 

dnsetit»  leicht  erhallen  wirds 

Werden  diese  beiden  Gleichungen  durch  einander  dividirt,  so 
liommt  endlich  .  ^ 

oder  allgemeio 

in  welcher  Form  nun  alle  reellen  VVerthe  von  x  entbaiten  sind. 
Die  Vermel/'(a?«ii)=i»"'7i  gilt  daher  allgemein  für  jeden  reelle 

■ 

§.  13. 

Integrirt  man  die  Gleichung  (2)  §.  11.»  welche  von  der  Form 
f  (^+l)-/:'(xr)=  C  (1) 

let»  einmal  nach     so  wird 

f  (ar+l)-/'(x)  -  Clr-  +  C'x^  C^  (I') 

wenn  allgemein  ff^{x)  das  A;te  Integral  yen  ^je)  nach  «  bedea- 
ten  soll,  lutegrirt  man  sujg^ieh  Gleiehnng  (I)  §.  IL«  nemlich. 
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M  ut  aacb 

CT) 

Die  Funktionen,  welche  ans  der  Gieicliuiig  (1')  entspringen, 
werden  abo  auch  der  Gleichung  (2')  ein  Genfige  feisten.  Aber 

neh  aus  der  Gleichung  (5)  §.  II.  entspringt  durcii  Inteirratioii  noch 
eioe  Funktion,  welche  die  Gleichung  (2')  erfüllt,  nemlich 

r{x  + 1)  -  r(x)  =  C(a;  log  X) + C'x  +  C*(aP).  (1') 

welche  Gleichung  das  f[o^r(x)dx  enthält;  und  noch  eine  andere 
Fniktioa  wird  erhalten  durch  sweiroaligea  Integriren  von  logt^sinaBjr, 
«HO  man  die  Integrations-Konstanten  wilifcfihrllch  bleiben  Ifisst 

Und  so  werden  allgemein  diejenigen  Funktionen,  welche  aus 
^  Glelchnng 

CBtspringen,  die  Identische  Gieicbung 

■ 

«rflOIen.  Es  Ist  auch  leicht  za  zeigen,  dass  es  wirklich  keine  an- 
deren Funktionen  gibt,  als  die  ans  der  Integration  von  f{x)  und 
f'(x)  entspringen.  Denn  es  sei  Fk{^)  das  Zeicbeo  iür  diese  Funk« 
tioDCD^  SO  wird 

«=  a«»+a'«*-»+.  ..a(*-»)«+«(»».  (2"') 

Am  derGlelchung  (2^0  kSnnen  nnn  nur  algebraische  Fonktlonea 
herrorgehen,  spezielle  FSIle  ausgenommen.  Diese  werdem  vom 
mten  Grad  sein.   Gesetzt  nun,  es  gfibe  noch  andere  algebraische 

FunktioTten,  welche  die  Gleichanj»  C2'")  erfüllen,  welche  vom  ;>ten 
Grad  sein  sollen,  so  setze  man  diese  Funktion  in  die  Gleichung 
ein,  vergleiche  links  und  rechts  vom  Gleichheitszeichen  die 
Coeifizienten  der  gleichen  Potenzen  von      so  werden  die  Coeifi* 
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S14  Mimä€dim;  ftiftriri— y  Met  äfe  fimmi 

zlenten  der  Faoktion  alle  bettiannt  irerden,  deren  AbuJiI  p-\-l  Ut, 
indem  die  AnaU  der  ee  eofeteiiendeD  Glcidbiniseii  eadb^t-lkt» 
Em  gibt  elMiy  da  dieee  Gieieiiiiiigen  Üneir  eind,  aar  eine  alge- 
bndeebe  Fonktioa,  weiche  der  Gleidning  (2'")  geofigt,  and  swar 
laC  es  die  Funktion,  vrelelie  ans  der  Gleidning  (1^  lierrorgelit. 
Was  nun  die  transcendenten  Funktionen  betrifft  welche  die  Glei- 
cliiiiie  (2*'^  erl'üllen,  so  u  ird  man  dieselben  km^  hinter  einander 
diüeteii/.iren  können,  obue  da^  aie  Teracliwilidea.  Aiit^afti)  wijrd 
die  Gieidiiiag  (^^  sa 

"    Sä?      ****       li«*        "^«»-^  35^ 

Dieses  ist  aber  die  Gleichung  (l)  §.  4.,  vveidier-  die  Fuoktia- 
nea  f(a:)  eotaprecben.  Ea  maaa  aUo 

oder 

Die  GieicboDg  (2  )  icorreapoBdirt  aber  nÜ  der  Gieicbong  (ß) 
wenn '^(a)  SS  ^  gesetzt  nird.    Die  daselbst  angeküodigte 
Dnteraaclinng  ist  hiemit  als  gesclilosaeii  anznaeben« 


{.  14. 

Es  ergeben  sich  aus  einer  der  Gleichung  (5)  §.  2.  analogen 
Gleicbnng,  in  welcher  jene  als  apeaieller  Fall  enthalten  ist,  noeli 
eine  Anzahl  von  Funktionen^  welche  analoge  Leiurafitze  hervor« 
mfen,  nemlich  aoa  der  Gleichang 

+^ji»«»+...'^0<)(n)ii^Ä^+9(ji),  ' 

#     wa         i^\n),  ... im  Allgemeinen  von  eiaander  V6r> 

■cbiedene Funktionen  Toralelien«  welche  unter  eich  einen  gewissen 
Zoeainmenbang  haben.  Um  aber  s«  onttrauchen»  ,waa  fOr  Fuihlie» 
neu  dieaer  Gleiehnng  genügen«  ao  liat  man  vorerat  folgende  diei 
Gleichnngen  anr  fintwickeinng  von  ar»  a!^\  a^,  wdehe  nach  den 
In  %  Glel^usg  ^  an^eeteBtan  Fenneb  Mehl  erbalten.  verde» 
kOonem         »         .    *  .       .  . 


Digitized  by  Google 


+2  2^  •  ^       cos  iU:'  ~*  2  2^  ^  Äs,'  sin^'j 


wo 


.QtzifcSl  C2y-l)(2y -2)...2  1  ff) 

der  Kfine  wegen  gesetzt  wurde,  und 

1        ^04-1*=*  1  *=« 


WO 


lg/  .(»  +  l).2p  1  ;         (2p  +  l)  (>;.).... 2    1  . 


und  endlkb  nock 


1        l  *=«  1 


wo  fibcntt  d«r  KSr»  wegen  af=z%«9  ist  Alsdann  bat  man  die 
identiscbe  Gieiebong: 


W«tii«^n  :a^,  wnkbe  innetWIi  der  Gnusoi  0  «nd  - 


ttngen.  Es  mnss  also  sein: 


9 


\  -  ■  • 

J(i>(n)-l)+J^  ^^  +  <pi,n)=n.  (5) 


1  r=zß 

Bb, = ÄttW  -  Ä  4i  *  ^ 

Diepe  drei  Gleichangen  üqii  sind  es  allein,  welche  zur  Lie- 
stimumni»  der  n  ^2  Fonkiioneti  von  ii,  nemBch  iK**)»  i^»'(»),„..i^C«)rii). 
^(n)  dienen,  ts  i^^t  al<50  klar,  dass  eine  Aiizabi  f*— »1  derselben 
beliebig  angenommen  werdeD  kann.   Die  Willkuh rlichkeit  dieMi 

1  Funktioneo  ist  es  nmi,  welche  eine  ooendlicbe  Meng«  Feiw 
■le»  flir  /(jr)  nliwt.  Die  Veiligwig  über  if{m)»  ncniteh 

H-o  m  ireend  eine  positive  oder  negative  Zahl  Torstelit,  liei er t  einige 
infere^^  nte  Entu  i  kelungen,  deren  Ausführung  der  Zweck  der 
foi|;eodeQ  Paragraphen  ist. 


{.  15. 

Setzt  man  zur  Abkürzung 

q>'(n)=i,\n)^^%n)  (1) 


und  betrachtet  den  Fall«  wo  fi=a  ist,  so  hat  mas  infolge  der 
GloieboDgCB  (5)»  (6),  (7)  14.: 

Seilt  Bsa  ferner  2iiMt=iit'  mid  ^tBk=Bk',  ao  gahea  Aa 
betdaa  leteteo  GleMangen  in  (2)  fiher  h: 

l'4to'-i^A'*(i»)s=1»"(»i)  and  AÄ».'— ^(n),  ® 

welche  insn  fwr7iilöseii  sind.  Setzt  man  in  der  ersten  derselben 
für  k  successive  die  Werthe  Ä%  An,  /in'^ ,  .„.kn^'~^,  multipiizirt  sie 
aUdann  rcsp.  mit  n^^'-^W^^'-S  w^"»  -^(«)^-*,  tk^-r^Mjmf'^^i 
ottd  addiit  ale  aimmtitch»  ao  wird:  ... 
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oder 

rv  /       «     n^~*     «*i|;(ft)— 1 

Es  ist  aber  auch 
Seilt  man  daher 

w  «eid^n  die  ersten  Glieder  dieser  beiden  Gieicbungen  eiDaeder 
ich,  und  e«  wird  dann: 


voraas 

«2—1»  _  I  n<"-^  I 

^'(«) = -  a— 53 —  oder  <(n)  =  a  — (S) 

folgt  Bebandelt  man  ebenso  die  «weite  der  Gleicbnogen  (3)»  so 
korat 

(p'(n)  w^'^^-"»)— 1       ^.    ,^  ^ 

«oraiis 


So  lange  m  von  1  oder  2  Verscbieden  Ist»  wird  man  auf  die« 
«ea  Wege  anf  keine  neuen  Funktionen  Stessen.  - 

^  Für  m=s2  dagegen  erhält  man  aus  Gleichung  (n),  welche  in 

Q  übergebt : 

= «der  n«v-"(«)=2— . 

TM  xxn.  It 


218         '     Minketin:  Vnunrtuehnmg  Mer  die  Vwm€i 

» 

uod  bieraiw: 


^"(«)  =  j^a  log«-  C7» 


AlsdftDD  i^lrd  «Hell  (6)  zti 

« 

„  X         6— aJ<ign      ,  <  1 
 t(«)=i;;i' 

^«)«  gp  W 

£s  wird  also 

welche  Gleichung  ideotiscb  \9X  fär  alle  Werthe  von      welche  in- 

j 

nerbalb  der  Grenzen  0  und  -  liegen«    Nehmen  wir  an,  sie  be- 


stehe  ffir  alle  Werthe  Ten      sofern  f(ai)  dies  im  AUgemeioen 
läeat«  ao  darf  man  in  deraeiben  für  x  aubatituiren.  Thut 

man  das  und  anbtrahlrt  die  Gleichung  (9)  vop  der  ao  entstelieiideii» 

so  kommt; 

f(.x\\)-f{x)=  \\fbix-\r\)-f{.nx)\  +  ?  (6a-6-«log«) 

2oa?nlogn  a 
+  iJ  +  -logii. 

Nimmt  man  hier  an  und  aetzt  zur  Abkürzung  /'(2) — /(t)s5e, 
ao  wird 

«c=/'(n+  I) — +        6  +  2«riilogw 

oder»  wenn  man  »  In  umsetzt«  so  wird  diese  Gieicl^img  offan- 
biur  aneh  filr  variable  Werthe  von  x  gelten,  und  es  ist 

/(a?+.l)=/(ar)  +  6+«(c— 6)— 2fl«iogd?,  (10) 

u  oidUij  für  ganze  AVcrthe  von  x  die  Funktion  /  i.J'H-l)  ) -f- 6ar 
-f  ('c--6)(l  +  2+3H  ....a,)-'2a(n'»^  1  f  21()-  -2  +  lilogli  H  ....  orlogo:) 
sieb  ergibt,  l  -f  2-|-3-f  ^  ist  aber  die  Bernou iPrsche  Funk- 
tion B\x-\rV^^  wenn  x  einen  variablen  Werth  hat.  Beseielmet 

m=0 

man  ferner: 
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log'A^  + 1)    1  log  1  -F^iogS + 31og3  +,..-jrk»g;r »  (A) 

nwffir 

log  TCa-  + 1) =ar  log  +  log  *T(x)  (B) 

iit,  oimI  al«o 

log'ra)=0,  log'r(2)=^0;  (Q 
10  ergibt  fticb  ocbliesalicb  fät  gebrochene  Werthe  voo  a  die  FunküoD: 

na:)=(f(l)-'b)^-bx-^(c-  b)BXa:)-2alogT(s).  (11) 


Um  endlich  noch  die  Reibenentwickelun^^  von  f(ßi)  und  eomit 
wk  TOD  log  *r(x)  zu  finden ,  so  ist  aus  den  Cvieicbangen  (2)»  vreon 
HD  a^l  annimmt»  was  erlaubt  iat:  * 

m^Bs,  wenn        1  gci»eUt  und  dann  n  in     umgesetzt  wird; 

Ffir  111=1  erbau  man  auf  ähnliche  Art: 

^^'(„i^^J^^"^,  [(18). 

und  tp(n)  =  ^  I  a — (Dil  -|-  n)  n  -|-  O^ln^ — 36nlogfi  |. 

Dict  gibt  also  die  Funktion 

f(x  + 1)  =  /(j:)  +  (c  -  2flj    2aar — 6  logar, 

Venne 

/(ar)        + (c-2a)  (ar~l)  +  ax(x^l)      log  JT^)  (14) 

benrorgeht  Da  die  Eigenechaften  dieser  Funktion  schon  bekannt 
M»  s^  bleiben  wir  nicht  dabei  sieben»  eondem  gehea  com  folgen- 
den FaU  aber. 

§.  16. 

Es  s«i  als  aweite  SpeilalisiraDg  fisssB,  «e^dbfUl  man  di«  drei 

UcboDgen : 
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i»»,-&*(n)— -jgg—  -55r+  (2«)»i*  • 

■  * 

S^t  man  nr  Abkflrnng 

so  kommt 

Die  «nte  der  Gleiefcungen  (3)  aufgelöst  gibt,  «cbd  i^(n)=  an- 
genominen  wird«  oach  §.  15.; 

,»"(«)  =  6— (S) 

Setzt  man  m  der  zweiten  Glcichnns:  (3)  der  Küne  wegen 
<p'(7i)(2«)*=x(ii),  6<(n)=4p'Y«),  (2»)3Ä  =  Ä'*,  so  wird  set- 
bige  za 

Hiernach,  auch  noch  flif  k  die  Werthe  kn,  iht*, ....  jbi^— ^  ge* 
•etat»  dann  die  entstehenden  Gleichungen  resp.  mit  h^^'-^^^(n)^''-'\ 
iit(a'-^^(„)»'-s^  ....l  multiplicirtnnd  atomtlich  addirt,  gibt  zntetat; 

Ea  ist  aber  auch 

■ 

Seilt  man  mm,  mn  diese  beiden  Glelehangen  identisch  sn 

1  ^m'(l— m)  \ 


_  fim'(3— mi  1 

^(«••)  =  l|-»<-^-l)^-(„)JL_^;^  ; 


I 
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•0  folgt  daraas 

wodurch  min  ^'(n)  und  ^"(«)  ebeofalls  bestimmt  sind.  Dies« 
Beatimmnnxen  geben  aber,  weao  m  Dicht  gleich  1 ,  2  oder  3  ist» 
keine  neven  Resultate;  auch  für  m=l  komnitman  auf  die  FunktioB 
log  r(w),  för  auf  log' JXar).  Es  sei  also  m^^,  so  wird  gaos 
analog  dem  früher  augegebenen  Verfahrea: 

*'(»)=«=^-.  f»"(«)=6~.  ♦'(-)=ä-|^'  ® 

woraus 

if(n)=-5.   ^3  •'Ä'Sr* 


clogn  ._^!^ 


Nun  aber  kommt  auf  gleiche  Weise,  wie  im  vorhergehenden 
P^ragrapheo,  wenn  jT® — f{l)  =^-  d  gesetst  wird : 


/(« + 1) = A«) + «a: -f  i5 '  (ar + 1)  -    + a  4^  6)  B;  (;p  + 1) 

-clog'T(j?+l);  (10) 

wo  mit  "r(3:  +  l)  die  Funktion  li'22'33* -a;^^  oder  log''r(«  +  l) 
sl>logl+2>log2-K3'iog3'f-»-^^iog^  hoxeichDet  wurde. 

J.  17. 

Allgemein  erhält  man,  wenn  fi  als  gerade  oder  uagwad«  Zahl 
2^'  oder  2fi'  + 1  betrachtet  wird : 


Digiti^«. 
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WO  das  Symbol 

rl  =  1.2.3....r  uod  (^^j=  1.2.3....ib  

ist»   Setzt  man  uuo  allgeraeio  der  kürze  wegen 

+  ••••C-i)*''"''(")+C-V)  t*'**<">' 

0O  gehen  Jfai  und        über  ins 

At,=  Atfin)  + ,™  ?>"(»)-  ^1)4         +  ^J«^'''<''>J 

>  (2) 

(-l).u-+'(2/-l)l 
 (Sirät)»/?  ^ 


(1) 


Werdm  diem  beiden  Gleidrangeii  nach  dw  im  Torikeigdieiidta 
Paragraplien  aliReirandteii  Methode  au%elS8t,  so  ergibt  aiebs 

«»-•—1        IM       li»^*  — l  4 

—ji—  V)^**'*":"!;?: —  I 

Für  m=2fi'+l  wird  niiii 

Setzt  man  nun  überall  T^(2^*'+i)(it)=:0,  80  erhSIt  man  gana  ebOD 
so  die  Gleichungen  (4)  und  für  m=2fi'  w!rd  dann  auch: 

£8  ist  also  aUgemein  für  ein  beiiebiges  ^: 


Feriier  vvird,  tvAnn  Alles  sehuria:  redorirt  w  ir J  und  ansenom- 
nieoy  der  Gieiehoog  14.  tür  jedes  reeile  fiteatt-> 

§fB,  «o  lern  C0  juisicfc  isl,  mmt^KUbm  Webe  wie  frikcrcflMiltea: 

und  somit«  we^n  man  hierin  den  Werth  %oo  ^  ^4»)  auj»  (4)  diib^ 
•titoiit  ood  der  iiLurze  trogen       — — a^i  aBUMMt: 


ood  BiAx'^\)  der  Be  rn  o  tj  1 1  i "  s<hen  pLniitioo  £^(^4'^)  ^* 
glekb  ge«eUt  ist,  «^ean  für  m=k  aogeDommea  wird. 


MiscelleD. 


In  dmii  folf||eDfleD,  manche  mteresffante  Dinge  entbalteodM 

Werke : 

Panlli  Friaii  Opernm  Tonma  priniaa»  Algebram  et 
Geometriam  analyticam  continena.  Mediolani*  1782»  1 
p.  255. 

wif d  die  Geachichte  der  £rfindoDg  der  Aof  iOanngen  der  enbiachae 
and  biqnadraliaelieo  Gleichaageo  auf  folgende  AH  erallilC: 
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^Goin  ad  sextum  declmum  usque  saeculum,  qui  Alf^ebram 
CQBColDenuii  Matbematiei,  et  liocas  i|»se  Paciolus,  qst  «tiorum 
iavettta  coUegmt  in  Arkbmeliflte  summa  Venetiis  «dita  anno  1494» 
«Itm  a«quationcs  secnodl  gradaa  minime  progreaai  easeot»  primua 
omniiim  Scipio  Feirens  BoDonieosis  aequat'ionem  tertii  gradm 
caepit  remAvete,  et  metfiodnm  rvaoluttonia  Florido  Veaeto  Andittwi» 
et  amico  ano  cammnaicavlt  la  antam  ooeaaioiie  qnariimdatt 
(fiapntatiaBaiii  idaia  probleioa  aaqoalionia  cabicaaTeadvaDdaflNieolao 
Tartaieae  Brixiapiai  propoanlt.  Tartalea  ad  eoadem  Scipioni«  Ferrei 
eoDclaaioBea  pciTeait,  et  celato  progreaaa  >  ac  aerie  oaloali»  regviaa 
ooiiiea  apeiuit  Hieroalmo  Cardano  Mediolaneasi,  qvi  aa  aroanan 
fore  pollicitoa,  cum  diaforno  atadio  evolatia  cnbicUt  aequationibna 
regulanim  omoiani  rationam  inveniaaet»  poUici  juria  omnia  eaaa 
▼olttit.  Quo  quidem  ipse  datam  Tartaieae  fidem  fefellit,  et  promo- 
▼eadae  Atgebrae,  et  votta  Algebri^taniiD  optima  consnluit  In  aua 
eDim  Magna  Arte  Algebrae,  et  in  libro  de  Regula  Aliia,  qui 
anno  1545  in  Incem  prodiit»  aequationea  cnbieaa  pro  casibos  ein» 
gulia  evolataa  exhibnit  Cardanita,  et  caaum  etiam  illnm  attigil, 
quem  Tocant  irrednctibilem,  et  in  quo  realea  aequationis  cnbicae 
radiccs  prodeunt  anb  forma  imaginaria.  Ifiaoe  omnibns  de  causis 
Alsrehristae  aequationum  huiusmodi  resolvendarum  formulam  Car- 
liaiiicam  appellare  consueveninf.  iMethoduni  eamdera  rcsolatioiii 
aequationuni  (juarti  i^radiis  aptavit  Ludovicus  de  Ferrariis,  aequa- 
tiouiltus  quadratico- quadraticii»  in  cuhicas  resolutis,  ut  in  Coroll.  III. 
Probl.  IL.  jam  dictum  est.  Post  illud  tempu8  cefebriores  Aljje- 
bristae  fere  onines  in  banc  Ali^ebrae  partem  studia  .sua  contulerunt. 
Sint^ulare  eft  autem  duorum  saeeulüium  stiidiis  vix  qtjidpiani  ani- 
plius  Mathematicos  obtiouisse  quam  antea  scripserat  Cardaous, 
bomo  qui  summi  in^enii  raonnmentiim  apud  IMathemaficos  ipsos 
reliquit,  cum  aliis  editorum  operum  voluminihus  tot  ineptias,  tot 
aomnia  et  deiiria  promiscuerit,  ut  iu  itö  ne  prudeos  quidem»  et 
conaideratoa  afithor  diguosci  poasit" 


In  den  ,.Aatronomiachen  Naebricbten  Nr.  875«''  tbeilt 
Herr  Profeesor  d'Arreat  in  Leipzig  folgende  aehr  intereaaaate 
Bemeriraniiten  fiber  daa  Florentiner  Problem  mit: 

,,Seit  Vi  Viani  und  Jac.  Bernonlli  kennt  man  die  einfachste 
LiOaung  des  Florentiner  Problems,  der  zufolge  zwei  ortho- 
gonale Cylinder,  errichtet  auf  dem  Aeqaator  BCD  und  auf  kreis- 
f&rmigen  Grundfl&chen>  deren  Dnrdimeaaer  dem  Kugelradina  gieieb 
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flind,  die  Halbkugel  ABCD  (A  der  Pol)  in  zwei  oralen  Oeffnun- 
geo  darchbobren ,  so  da«s  der  Rest  der  bMwpbiriecheo  Fläche 
dvreh  dae  Quadrat  des  Kngetdarcbneaaera  awgedrHekt  wird.. 
Daaa  die  gewohnliehe  Lemnieeate  an  die  Stelle  jener  swei 
Kreiee  treten  kann»  iat  unter  den  zahlreiehen  Entdeckungen»  an 
denen  dfeee  Anfgabe  eplterhln  Veranlaaenng  gegeben  bat,  wie  ich 
glaube,  nicht  erwähnt  worden ;  statt  jene  Kreise  ort  Ii  o  r  a  }>  h  i  >  (  h 
auf  die  Knirel  zu  ojieiren ,  ttmiss  man,  iini  deu  uuqucni  i  ii  liareti 
Theil  aiKs  der  Hemisphäre  auszuscheiden ,  die  Lemntscate  >  ter  eo« 
graphisch  aal  die  Kugel  werten.  Man  kaoo  sich  hiervon  auf 
gana  elementare  Weise  fiberaeugen.  Die  I^olaigieicbong  der  iai 
Aeqoator  liegenden  Iiemniscate,  deren  Ualbaxe  dem  Eugelradiaa 
gieteh  und  Eine  geaetxt  wird»  aei  i^=cea2<f.  Dann  Iat  nach  der 

_   .  d 
Matur  der  »tereograpbiächeu  Projectioo  tg\^^ — o)==coa2ir»  freaa 

man  die  Declinatlon  des  ents|>reebenden  Punktea  mit  ^  bezeichnet. 

Datür  die  gleichbedeutenden  Ausdrücke 

1  — sind  1 — tg*«  ^ 

l+aind"'l  +  tg^^ 

gesetzt ,  giebt 

sinö=tg2«,  (1) 

welches  lür  den  Anfangspunkt  B  der  er  und  filr  die  Grundebene 
BVD  Iii  '  Gleichung  an  die  sphärische  Linie  ist.  Nehnjeii  ivir 
da<^e«'er)  lefzt  den  crrosöten  Kreis  A€  als  Grundeljene ,  in  der  Hie 
a  gezahlt  werden,  legen  den  xVnrarii?spunkt  der  Coordinaten  nach 
A$  und  bezeichnen  in  diesem  Systeme  die  zusammengehörigen  recht- 
winkligen sphftriscben  Coordinaten  mlta'  und  h' ^  ao  siebt  man,  daaa 

sin  d  =  coäö' Cosa',  (2) 

tg«  =  colgd'aina'*  (3) 

bliminirt  man  nun  «  und  d  aus  (1),  f'i^ .  (3),  so  koinint  a' ~h\ 
und  dies  ist,  wie  bekannt,  die  Gleichung  der  gesuchten  Curve, 
welche  das  Viviani'sche  Räthsel  löst.  Aus  Gleichung  (1)  ist 
aogleicb  klar,  dass  die  sphärischen  Tangenten  im  Knotenpunkte 
eich  unter  rechten  Winkeln,  \Tie  bei  der  ebenen  Lemniscate» 
achneiden;  auch  laaaeu  .sich  einige  andere  Eigenschaften  dieaer 
Linie  nnn  direct  auf  die  aphfirlache  Schleifenlinie  den  Vi  vi  an! 
übertragen.** 


In  aMnem  Jenrnal  T.  XL  p*  46&  hat  Herr  LieiiTille  die 
feigende  AuflOanng  von  »  Gleiehnngen  den  ersten  Graden  awiacfaen 
n  uahekanntiB  Grtaen  von  der  Form: 
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lieben,  mit  der  Bemerkani;,  dass  achon  Herr  Bin  et  dieselbe 

Auflusung  in  T.  II.  p.  248.  des  nämlichen  Journals  cregeben  habe, 
u  dieser  Auflusung  aber  auf  weniger  eiulacbeni  W  ege  gelangt  aei. 

Hau  kann  die  it  GrSsaeti  A,  B,  C,...*  als  dienWotieb  der 

Odcfaunf^ 

X  y  z   

+     6   I5w   ^' 

«elcbe  in  Bczti«;  auf  f7  als  unbekannte  Gröase  offenbar  Tain  uten 
Ciade  lat,  betrachten.  Setaen  wir  nun 

M  wird  Torstebende  Gleichung: 

(ioe  Gleichung  des  nten  Grades  in  Bezug  auf  V  als  unbekamit« 
GiSsse,  deren  Wurzeln 

rtnd.  Schaffen  wir  nun  in  dieser  Gleichung  die  Brüche  weg,  um 
«ie  auf  die  Form  F»-f-....  =  0  zu  bringen,  so  ist  das  von  V  un- 
abhaogtge  Glied  offenbar: 

d?(6— tt)  (c— ü)    —  , 

nd  da  nun 

Product  aller  Wurzeln  dieser  Gleichung  des  7?ten  Grades  ist» 
so  iat  nach  einem  bekannten  Satze  von  den  Gleichungen : 

M)"(a- J)(a— i^>(a— C)....  =  a;(6  — a)(c— a)(c^  — a)  

■  ,i . 

ilso 


r 
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oder,  wie  — gleidi  criieset: 


^  (4-fl)(6-ir)(6-rf)_  • 


Herr  LinuviUe  l^ieiBfrsr  n^cf?.  <fa«^  aiit;b  Herr  Chelini 
Rom  auf  deoMelbe^  W^e  xa  «iiesea  Aofidricken  jyHm^ 


Bexeielmet  nan  die  Hypotemiae  eiaes  reehtwinkligeii  Dreieeln 
dareb  a,  acioe  beiden  Kalhete«  dmcb  A>  e,  aeioen  FUeheninluüt 
durch  J,  ao  ist  ^=l6e.  Bezeichnet  noa  ferner  p  den  halben 
Umfanc  dieses  Dreiecks,  ist  also  a  +  6  +  c=2p,  so  ist  ^-|-c=2/i  a, 

also    (6 +  c)2  =  (2p— rf)-.    folglich    J.IßC  =  Clp  ^  m)^  —  (d^  ^ 
ss(2p  —  a)^—     —  (^p  ~  ^  i  '7)  f  J/j  —  a  — /?>  =       p  —  d),    ^  =  i6c 
^p(p^a).    Also   ist  lier   Flächen  i  n  b  ai  t   einen  recht- 
winidigen  Dreiecks  gleich  seinem  halben  LnifaDipe  mal 
■einem  halben  Umfange  weniger  der  Hypotenuse;. 


Es  ist 


ffir 


il=coa««+ainiiaV  — 1, 

(Leonbardi  Enieri  Opnacnia  analytiea.  T.  L  Petrop.  1783. 

p.  363.) 
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Dnreh  den  An&Qg  eines  reebCwinUigen  Ceordinatenfiystenui 
der  xy%  sei  eine  Ebene  gelegt  ^  deren  Gleicbnng 

sein  mag.  Die  Gleichungen  der  DurchschnitUlinien  dieser  Ebene 
mit  den  Ebenen  der  xz  und  ^z'äind  respective 

ilar-f  C^sO  und  By-^Ct^O. 

Bezeichnen  wir  nun  den  in  ßjewüjjrilii  her  Weise  genomnioiien 
Winkel,  \vel<  heu  die  Üurchschnittslinie  mit  der  Ebene  der  xz  mit 
dem  positiven  Theile  der  Axe  der  x  einschliefst,  durch  i;  den 
in  gewöhnlicher  Weise  genommenen  Winkel,  welchen  die  Diirch- 
schDittslinie  mit  der  Ebene  der  yt  mit  dem  positiven  Theile  der 
Axe  der  y  einttchUesst,  durch  ti;  so  ist  uacli  den  Lehren  der 
uaiytiscben  Geometrie: 

tangt=  — g-»  tangti=— 

Bezeichnet  nun  ferner  J  den  Neisruni^swinkei  der  durch  den 
Anfang  der  Koordinaten  tjelegten  Kbenc  gegen  die  Fl)eri('  der  ry, 
80  ist  nach  den  Lebren  der  analytischen  Geometrie  bekanntlich: 


also 


QDd  folglich 


tangy*=:^^i^=(g)  +(|) 


Dies*  mit  dem  Obigen  verglichen»  giebt  die  Kelation: 

tang  •/*  =  tangi*  +  tang  ij*. 


Die  Gleichung  des  sechsten  Grades: 

kann  anf  folgende  Art  geschrieben  werden : 

*)  M.  «.  meine  Elemente  der  snalytleehea  Goomettio* 
thl  L  Lelpsig.  18Se.  S.  Slft.  G. 
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also  auf  folgeode  Art: 

Setzt  man  Dan 

80  wird  unsere  (jieichuug: 

welche  Gleieiiiiiig  SKvreiteD  Grade  iaL  Beatimnit  maD  nan  « 
mitteUt  dieser  Gleiebong,  ao  wird  »  mltlelat  der  GIcicbpng  des 
driften  Gradee 

j?(jsa— 3)=f  oder  «s--3ar— f  =rO,  . 

in  weklier  das  zweite  Glied  fehlt,  bestimmt.    Daher  kann  man 
die  gegebene  Gleichung  de«  sechsten  Grades  immer  mitteist  einer 
Gleichoog  dea  aweiten,  und  einer  Gleichung  'des  dritten  Grades 
.  anflSaen* 

(Neuf^etles  Annales  de  Mathematiques.  T.  XL  1852,  p.48.) 


Auflösung  der  Gleichung  a^^^^^=z^  in  positiven  gan- 
zen Zahlen. 

(iVI.  8.  i\ofiv<;iies  ADDaie«  de  MaChömatiqueft.  T.  XL  18&2.  p.  21,j 

Man  setze 

lührt  man  die^e  W  ertbe  von  w,  y,  z  iu  die  Gleichung 
ein,  so  wird  dieselbe: 

(W  +  (tt  +  ti?)2=:  (^^v+w)^, 

2ti*-|- 2w(v  f    +      to*=ti« -I-  2ti(e   «ü)  +  2eiD-|- 1?« + w«, 

Weil  das  Quadrat  einer  ungeraden  Zahl«  wie  sich  leicht  zei* 
gen  iSsst^  immer  anch  eine  ungerade  Zahl  ist»  so  hiandit  mnii  fitr 
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tt  nur  beliebige  gerade  Zahlen  zu  setzen,  und  u^,  was  wlote 

gerade  ist,  in  zwei  Factoren  zu  zerlegen,  von  denen  der  ein© 

immer  gerade  sein  wird,  da  das  Prodiict  zweier  ungeraden  Zah- 
len iipmer  wieder  eine  ungerade  Zahl  ist.  Die  Hälfte  dieses  gera- 
deo  Factorii  und  der  andf^re  Factor  sind  respective  die  Werthe 
TOD  V  und  «u;  und  da  mau  auch  u  kennt«  so  kennt  man  auch 
Xf  y,  2,  indem  nach  dem  Obigen 

ist. 

Man  setze  z.  B.  u  =  li,  so  ist  ^^=196;  und  weit  nun 

196=4.4$^ 

ist,  so  ist 
also 

y=tr-f  10=63, 
< 

1d  der  Tbat  ist 

wie  verlangt  warde. 

Setzt  man  u  =  Q,  so  ist 

««z==3ff  =  2*]8=:4.9; 

also  kann  man 

9=^1,  fp=sl8  oder  vss^,  fps9 

setzen.    Im  erateu  l  alle  ist 

y  =tt-Kw=24, 

und  wirldicb 

Im  sireiteD  Falle  ist 

drss» -f-essS, 
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jmd  ffUlich 

1^=24  =  2.2» 
also  e  =     10=2;  folglich 

z  =i44-ü4-«J=:5; 

mid  wirkiieh 

32  +  4^  =  5*. 


Beweis  der  Foriueln  für  sui(aj;6)  und  co»{a±^b). 
Ton  ll«mi  l>r.  KSuter«  In  Aafhen. 

Man  drücke  den  Inhalt  des  Dreiecks  ii6c  (Taf.  III.  Flg.  9.) 

verscbiedeii  auä.       ist,  wenn  bd  1  ac  uod  c«?  i  ä6  und  f/^  i  Ut: 

1)  ae.6d(s <r6.ee  =  ae.ec-|- 6e.ec»  also 

bd  ae  ec     be  ee 

bc     ae'  bc     be*  ae* 

oder  ^ 

2)  ae.bd=^  (bg — gc) .  ag  =  ag  .bg  —  ag,gc, 

bd_ag,bg  ag.gc^ 
ab     ae.ab  ab,ae* 

oder 

ein  (e— 6)  sein  ecos  6— eos  c  sin  6. 

3)  €i^=zae.eb'^ea,ed,  folglich 

cd,  ae  .cö      ec  .ec 

ob  ~^  ca.cb  cb.ca' 

oder 

cos  (a  4- 6)  ^  co«^  a  cos  6 -~     a  810  6. 
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4)  M^:srbe.ba^dc.da,  folglkb  dV'.  r^) 

»  '  ■  ' 

'  — .  ^f^'^^  ,  rfg.  da  ' 

oder 

cos  (e    «)  s  610  asin  c -f  cos  o  CO«  c.  " 


Ztir  Lehre  von  der  Wiirfbeweg^iing. 

Von  dem  Herausgeber.  '  '  •  ». 

Da  bei  der  WurfbeweguDg  im  leereo  Räume  die  Aufplabe: 

Den  Winkel  zu  finden,  unter  welchem  der  scfiwere 
Punkt  geworfen  werden  mu86>  wenn  ein  gegebene!^ 
Punkt  getroffen  werden  soll; 

nicht  immer  mit  der  nöthi^en  Bestimmtheit  und  Strenge  aufgelöst 
wird^  80  will  ich  für  diese  Aufgabe  hipr,  als  Anhang  Sa  der  AtH 
handluiig  Tbl,  XXI.  Nr.  XXXI. ,  io  der  Kfirze  die  Auf lösnog  geben. 

\Venn  der  AfilasiusjMuikt  der  He^vegung  als  Anfang  der  Coor- 
dinaten  angenomntcii  wird  und  die  Coordinaten  des  gegebenen 
Punktes  durch  o.,  y  bezeichnet  werden,  so  haben  wir  nach 
Tbl.  XXI.S.  446*5)  io  des  dortigen  Zeichen  di^ibigeudenivleicliaogen: 

•    (•       l'  '  .  ,'t 

hei  denen  man  zu  bemerken  bat,  dass  der  positive  Theil  der  Axe 

der  y  der  constanten  Richtung  der  Kraft  2 ^^i*  parallel,  aber  entge- 
gengesetzt ist,  und  der  Winkel  i  von  dem  positiven  Theile  der 
Axe  der  j:  an  nach  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  //  b?n^oh 
0  bis  300^  gezähU  wird.  Aus  den  beiden  vorstehenden  Gleichun- 
gen ist  nun  der  Winkel  i  zu  bestinunen,  naiullch  so,  dass  der- 
selbe diesen  beiden  Gleichungen  zugleich  genügt.    ,  .if-ij', 

EKminirt  man  aus  unsern  beiden  Gleichungen  t,  so  ethltt^man 
die  Gleichung 

y=:i:tangi-  f  taogt*), 

Tb«ll  XXII.  1« 
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MUceUtH 
folglich 

"  Gä ^^"S»  =  

Lltst  man  diese  Gleicliang  in  Bezug  ant  tangl  ab  üDbekaonte 

Grösse  auf,  so  erhalt  man: 


2)   tangi  =  2^  

wo  nun  (iie  lolgenclen  Fälle  zu  untorscheiden  sind,  indem  wir, 
was  ofl'enbnr,  ohne  der  Allgemeinheit  zu  echadeo»  verstattet  ist» 
;r  als  positiv  auoehmen. , 

Weoo 

F*— 4C(Car«+  F^)  <0 

lat,  so  ist  die  Aufgabe  uomügiich. 
Wenn 

lat,  so  ist 

und  folgUeh  tang  t  eine  positive  Gr6sae*  Daher  giebt  ea  flir  I  zwei 
Werth«,  den  einen  awlaehen  0  und  den  anderen  zwiachen  I8CF 
nnd  270^  Wollte  man  aber  i  zWiaeheo  180^  und  nehmen« 
so  wSre  eoai  negativ,  also  die  erate  der  beiden  zn  erfiailenden 
Gleiehungen  1),  nimlich  die  Gleichung 

a;=F<coat, 

•  nffenbar  nicht  erfüllt,  weil  positiv  ist.  Daher  muss  man  t  zwischen 
ü  und  90^  nehmen,  und  es  giebt  also  in  diesem  Falle  nur  eine 
hl  den  Ausdrücken 

3)   tangt^gg,  0<»<90* 

MthaiCeae  AnflQanng  miaerer  Anfgahe. 
Wenn 

F*  —  4G (G«H  F^) >0 
ist,  80  hat  man  sutrSrderat  an  bemerken»  daaa  daa  Prodnet 

{F*  + V  F*-46*(C,T»+F^)1|F»- V F*-4C(Ca*+F^| 

a4€;(G^+FSy) 

lat. 
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Ut  nun  zuerst  Cr«*  -f  <0>  «o  haben  die  beiden  Wertbe» 
wdcbe  die  Formel 

taugte  ^  

für  fang  t  liefert,  eiitgegengeeetzte  Vorzeichen ;  und  da  nun  das 
obere  Zeichen  offenbar  eben  positiven  Werth  liefert*  ae  liefert 
dae  entere  Zeichen  einen  negativeo  Werth.  Setzen  wir  abo 


.    .    F«  + VF^-4r;(fo«-t-y^) 

ta«g«  =  ^  

80  hat  i  zwei  Werthe,  den  einen  zwischen  0  und  DO®,  den  an- 
deren zwischen  180^  und  270^;  wollte  man  aber  den  letzteren  neh- 
men, so  wäre  cos£  negativ,  da  doch  cos  i  wegen  der  erbteu  der 
Gleichungen  1)  positiv  sein  nm^i».   Man  muss  also 

setzen.  Setzen  wir  ferner 

F*--  V F*  ~4G(G«*+  F^ 

tang  1  =:  ggj  , 

so  hat  i  wieder  zwei  Werthe,  den  einen  zwischen  90®  und  180®, 
den  anderen  zwischen  270®  und  360®;  wollte  man  aber  den  erste- 
rcn  nelimen,  so  wäre  cos  /  nejjfativ,  da  doch  cos  t  wegen  der  ersten 
der  GieicbuQgen  1)  positiv  sein  muss.  Man  muss  also 

Oetzen.  Daher  iSoat  im  Torliegenden  Falle  unaere  Aufgabe  zwei 
in  den  Auedruclcen: 


4) 


tang£=  0<t<Wf>; 


enthaltene  Anfliisungen  zu. 
Int  ferner 

to  ist  nach  dem  Obigen 

tangl=:-j^  oder  tanglssO« 


\ 
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» 

SO  hat  i  inrel  Werthe,  den  eben  xwischen  0  und  90^,  den  bo< 
deren  zwiscben  180^  nnd  270^;  da  aber  für  den  letzteren. cos t  m 

§ativ  ist«  so  inuss  mau 

tangt'=gj,  0<t<90» 

•etsen.   Setzt  man 

tangi=:0, 

e.<>,,i9t,  entweder  i=  |        ader  i=^lbO^;  da  ai»er,ij(^ 

ren  Werth  cosi  negativ  ist,  so  muss  mao  i=  i  ^§00»  ^*  ^* 

setzen,  was  mit  {=360^  auf  Dasselbe  hinans  kommt.  Also  liut 

im  vorÜegeodeo  Falle  unsere  Aufgabe  zwei  in  deo  Ausdrücken 

^  tangt  = 


C<=0; 


eutMtene  AuflösungeQ  zu. 
Ist  «adU«li. 

so  haben  die  beiden  Werthe,  welche  die  Formel 


tang 


för  tang?  liefert,  nach  ilim  Obigen  gleiche  Vorzeichen,  and  sind 
also,  da  das  obere  Zeichen  auijenscheiuiicii  eiuen  posUiven  Werlh 
liefert  j  beide  positiv.   Setzt  man  also 

tang«=r  ^  ^, 

so  hat  i  zwei  Werths»  den  einen  zwischen  0  und  IMF,  den  andereo 
zwischen  180^  und  270<^;  wollte  man  aber  den  letEteren  nehme«, 
so  wäre  cos  t  negativ,  da  doch  cos  I  w^n  der  erste  d^r  l}lei* 
cbuDgen  1)  positiT  sein  moss«  Man  nwisa  also 


6)  ta»gi=— ^'^^  2^^^r  — -\  Ü^is^gO« 


setzen. 
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muceüem  ttZ 

In  übersieh tiich er  Darstellung  habon  wir  daher  die  folgeode 
Attflüsuog  UDserer  Auigabe :  • 

Die  Aufgabe  Vii&si  gar  keine  Auflösung  in.«  '  ^ 

IL    V^-^GXGa:^^  F^)=0. 
0ie  Aufgabe  läist  elire  In/tfn  AfaiidHIcieefi  '  ^ 

taDgt=^;.  0<t<90« 
•Dthaltene  Auflösung  zu. 

III.    V^'-AGIfi^f  +  F5^>  0. 

Die  Aufgabe  iSsst  zwei  in  den  Ausdrucken  '      *  ^ 

tangi  =  Sß-:  ,  ü<i<9ü"» 

taiig<=  — ^ — ■•  -     »  27(f'<t<3ö(f>. 


eotbaUeue  Aullüsuugen  zu. 

Die  Aufgabe  läset  zwei  in  den  Ausdrücken 

tangi=^>  p<»<90»; 

0,--  ' 


<  •  ♦ 


cntbaltene  Auflösungen  zu« 

3.  6?««4iF^ly>0. 
Die  Aufgabe  lässt  zwei  in  den  Ausdrücken  u.  U 

tangt  =  :  >  ü<»<9(rt 

tangfsis'  '  "2gX  '      •0<t<.W      .  . 

entbaltene  AufllisuDgeD  •fm.  ;    -     .  ^  ' 
Die  Bedingung 

kann  man  audi  auf  folgende  Art  ausdrücken: 
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< 

< 

(  F«  -  2%)*=46^(«a 
VF«  • 


HO  wird  obige  Bedingung: 


lat  ferner 

CO  wird  vorstelieude  Bedingung: 


< 


wobei  man  aber  zu  beachten  hat»  daaa«  wenn  nur  «  nicht  im* 
schwindet»  fß  —  V  «Hy*  imnier  negativ  iet»  aico  nur 

adn  kann. 

«  ♦ 

Weitere  Betrachtungen  hierüber  können  föglich  dem  Leser 
flberlastten  werden. 
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AnflSsnng  dar  GlelefcungM 

y*— 1=©* 

in  ratloBslen  Zahlen.  (Nonreltes  Annale«  de  Mathd* 
matiqnea  par  Terqnem  et  Gerono.  T.  IX.  p.  116.) 

Snbtraliirf  man  die  sweite  Gleidiang  von  der  ernten,  «o  er- 
hilt  man  die  Gleicbnnf  ^ 

Setzt  man  quo  y^p^f  ao  wird 

«S-i^ssCv-f  e)  («  -  e)as%^. 

Man  kann  also 

* 

aeCsen.  Ana  diesen  Gleichnngen  erhält  man 

Fähren  wir  nun  die  Werthe  von  iy>  ti,  in  die  ernte  der  lieiden 
anfanivaeaden  Gleichungen  ein,  so  wird  dieselbe: 

woraus  sieb 

X  —  j 

ergiebt  Damit  nun  x''^  ein  vollkommenes  Quadrat  oder  a:  rational 
werde 9  muss  4j9* =2 .9^.2=49',  also  ^=zp^  sein»  woraus  man 

erbSit;  und  mittelst  des  VorherG^ehenden  erhält  man  mm  leicht 
flberlianpt  zur  Bestimmung  von      jf,  u,  v  die  folgenden  Formeln: 

Jeder  rationale  Werth  von  p  liefert  rationale  Werthe  von  x,  y, 
ti,  r>.  Wollte  mnn  für  diese  unbekannten  Grössen  c::anze  rationale 
Wertiie  haben»  so  müsste  man  för  p  nur  gerade  Zahlen  setzen. 
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Xim  HcM  ffl  ifii       Fr.  «•r«MS  M  Bä^rcvck 


zu       idk  lisdk       LiMÜ«  wum.  FrmBe«e«r,  Mars 


Eben  so  ist 

fhih^  Ci.-,  zar  BeretliPWig  de?«  zweftK.  xLeil*  erfwnJ'^rliche 

Zn^^  jtfAf^m^ldrjTth  einfaebe  AdditioK  der  Tier  nacii  io«»efi«i«ai 
^ki^eifii;^  ««lioii  Btttier  eioaadef  «l^eiidea  Grö«?s»^o  gefandeo  werde*: 

«4»  f 

1^59^9  3«*  =192 

«)'  . 


^^=t44S5tt9  3«B»    =  168  \ 


"    22X2»  3fl,/>,^ 


Äx»  =  «  ! 

3ff,»  =23l2i5« 
5268 

 * 

9^  =s29131788# 


Digitized  by  Google 


Sssen:  SMge  geometrMU  CmiirueUmm  s«  0»  Ukreüe,  241 


Einige  geometrisciie  Constnictionen  sm  der  Lelire  Ton 

deD  elliptischen  Functianen. 

Ton 

Herrn  Essen^ 

Iiebrer  am  GymoMiam  sn  St»rg«rd. 


1)  Verholst  hat  vorijeschiagen,  die  elliptischen  Functionen 
durch  Sectoreii  zu  ver^iimüchen,  und  diese  Idee  ist  wohl  im  All- 
gemeinen  eine  glückliche  zu  nennen.  Jedoch  scheint  68  mir  zweck» 
laäsftiger«  statt  der  vou  ihm  gewähiten  Form 


\f  1  -~c^siii9* 
lleb«r  lUe  folgend»  so  Dehmeo: 


1  ' 


^1  —  <J*sin^ 


welche  leicht  zu  constniiren  ist.  Man  schlage  um  C  einen  Kreis 
mit  dem  Radius  Eins,  ziehe  einen  beliebigen  Durchmesser  AB 
(Taf.  IV.  Fig.  1.)  und  nehme  dann  zwischen  B  und  C  den  Punkt  H 
so,  dass,  wenn  die  Entfernung  CH  durch  a  bezeichnet  wird, 
man  habe: 

An 


-  — 


(l+a)5 

während  c  <  l  vorgestellt  wird.   Hieraus  folgt 

1 — b      ,  ,     1 — a 

Theil  »II.  IT 
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indem  der  Kni/f-  wecron  ö  für  V  1— gesetzt  ist.  Zieht  man 
nun  durch  h  eine  beUel>ige  tSehue  Üku  und  |»«aeicbaet  den  Bogea 
Aü  durch      so  Ist 


r^uQ  aber  bat  mao 

Büx^BE^  ABxBB^  fl + «)   -  «)  • 
folgltcbt  wem  man  BE&m  setst» 


Y  1— c^sin- 


2 

M  dafis  mao  erhält: 

Sieht  man  also  die  in  T^ede  stehende  Gleichung  als  Polarclei- 
cbung  einer  Curve,  C  als  den  Pol  an;  so  zeigt  die  vorstehende 
GleichaDg«  wie  diese  Curve  mittelst  eioer  Parabel  constniirt  wer- 
clen  kaoiL  Seist  DiiaD  v=^ADs=i2qt,  so  Jiat  man 

^    dcp   

nector(Jl>)=:  f  F(q>); 

wfthrend  die  Bedeutung  der  Bezeichnung  8ector(^Z>)  nicht  swei- 

felbaft  sein  kann.   Der  Winkel  ^=^<p,  welcher  dem  Winkel  DBA 

gleich  ist,  lieiast  die  Amplitude. 

2)  Die  Chordale  oder  Potenzenlinie  zweier  Kreise  hat  he- 
kaontltch  die  Eigenschaft»  dase»  wenn  man  von  einem  Punkte  der- 
selben zuerst  eine  Tangente  an  den  einen  Kreis  und  eine  zweite 
an  den  andern  Kreis  sieht»  diese  beiden  Tangenten»  yom  gegen- 
seitigen Durchschnittspunkt  bis  zum  BerGhrungspunkt  gerechnet; 
gleiche  Län«e  haben.  Sohncke  hat  in  einer  Note  zu  seinen 
Vorlesuiigcii  über  anni  tische  i«cornetrie  gezeigt,  nie  an  die  Be- 
trachtung die.s<T  (  !ioi(!;i!t'  »lie  Theorie  der  elliptischen  Functionen 
angeschlossen  werden  kann»  und  es  soll  versucht  werden»  diese 
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Idee  weiter  zu  verfolgen,  in  der  Hoffnung,  zur  Veranscbaulichung 
mancher  Punkte  Etwas  beizutragen. 

Es  sei  um  C  (Taf.  IV.  Fig.  2.)  ein  Kreis  mit  dem  Halbmesser 
Eins  beschrieben,  darauf  io  der  Verlfingenitig  von  AB  der  Paukt 
N  so  geDommen,  das«  man  habe: 

indem  I>  die.  Entfernung  €N  bedeutet  Soll  ein  sweifor  Kreis 
eenstruirt  werden  ^  der  eine  Secante  des  gegebeneo  Kreises  PQ 
tangirt  und  dabei  die  durch  N  senkrecht  auf  AN  gezegene  Linie 
LM  mit  dem  gegebenen  Kreise  zur  Chordale  hat:  so  darf  man 
nur  vom  Durchschnittspunkt  R  der  ins  Unbestimmte  verlSngerten 
PQ  mit  LM  die  Tangente  RF  an  den  gegebenen  Kreis  ziehen 
und  darauf  RF  von  R  aus  nach  beiden  Seiten  auf  die  Gerade  PQ 
bis  H  und  ff'  auftragen.  Errichtet  man  sodann  in  B  und  ff 
Lothe,  so  sind  die  Durchscbnittspunkte  /  und  J'  mit  der  Rich- 
tung AN  Mitteipnnkte  von  Kreisen,  welche  der  Au%abe  gend- 
gen.  Man  sieht,  dass  es  zwei  solche  Kreise  triebt,  von  denen 
der  eine  Innerhalb»  der  andere  ansserbalb  des  gegebenen  Kreises 
liegt.  Bezeichnet  man  die  Entfernungen  CJ  und  CJ'  bezOglich 
durch  <i|  und  a^,  die  Radien  HJ  und  H'J'  durch  r|  uud  r^,  die 
Liingen  NJ  und  JSJ'  durch  ili  und  d^,  so  hat  man  wegen  der 
Gleicliheit  der  von  JN  an  alle  drei  Kreise  gezogenen  Tangenten : 

Dabei  ist  <i|=/) — Oi»  il^— — {U — a^)»  folglich  wird 

^=       2^       ===      fei  * 

woraus  man  siebt,  dass  die  Ausdrücke 

•   ig» 

einen  unveränderlichen  AVerth  =c*  behalten,  wie  man  auch  die 
Secante  PQ  ziehen  mag:  nur  darf  dieselbe  nicht  mit  LM  paral- 
lel sein. 

9)  Bs  seiea  Cvttd  C*  (Taf.  IV.  Flg.  3.)  die  Mittelpunkte  zweier 
Kreise»  die  Raidien  dieser  Kreise  bezfiglich  ssElns  und  ssr,  und 
■war  l-fr<  CC.  Fmer  aei  die  Linie  tM,  wekhe  die  Cenlnle 

17« 
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CC  in  N  schneidet,   die  Cliordale  beider  Kieij*e,   ui^d   (  ndiich 
finde  noch ,   wenn  die  Entfernung  CN  durch  1>,  die  Ceutraie 
durch  a  bezeichnet  wird»  die  folgeode  Gleichung  Statt: 

Werden  nun  zwei  Tangenten  an  den  Kreis  um  C  gezogen, 
die  zugleich  Seranten  des  Kreises  um  C  sind,  so  hat  man,  wenn 
F  den  I)urchselniitt.s|nirikt  heider  Tangenten.  A^y.  Ai  .  .to,  die 
Durchscimitte  derselben  mit  der  Kreislinie  nni  CWe/eltlnu n .  wegen 
der  i^ebnlichkeit  der  Dreiecke  FA^^  undi'^Jo^i  die  nachstehende 
Proportton: 

A^A^  FAtj^ 

AqAi      i!  Aq 

Geht 'man  imn  zor  Grenze  Über«  indem  man  eich  die  Tangenli 
FAq  mehr  nnd  mehr  der  FAi  n&hem  Ifiset»  so  hat  man,  woTero 

man  den  Bochen  A^A^,  um  ihn  von  der  Sehne  zu  uoteracheideii 
durch  {AqAi)  bezeichnet: 

felglieh  auch 

woraus  man  scbÜessen  kann: 

limes  -ta  =  hmcs  :  .  .  -  =  — 

A^A^  {A%A^)  dfp^ 

Zu  dem  letzten  Ausdruck  gelangt  man,  indem  man  (AAi) 
(AA^  bezüglich  sz%pi  und  =2^  setzt  Bezeichnet  man  dvreb 
G  den  Berührungspunkt  der  Tangente  FAi ,  so  nähert  sich  angi*' 
•chelnlieh  das  VerhSltniss 

immer  mehr  der  Grösse  g^^** 

Nun  aber  ist 


Digitized  by  Google 


%u  der  lehre  wn  dm  MpiUcAen  Functtmun,  S45 
Ct^gUch  erhSIt  man 

 rfyi  


Vi— c«6inv?* 


Dies  IfiMt  sich  auf  folgende  WeUe  in  Worte  fassen:  Die  no- 
vodlieb  kl^en  Sectoren  der  durch  die  Polargleichung 

•  1 


gegebenen  Curve,  welche  zu  den  Bogen  AqAi  und  Ä^A^  gehSreo» 
haben  gleichen  Flächeninhalt. 

Denkt  man  sich  nun  die  Linien  FA^  und  FAi  nicht  mehr  nn- 
endiich  nahe  an  eioandert  sondern  in  beliebige  endliche  Entfer- 
nung Ton  einander  gerflcict.  so  behaupte  Ich  dennoch*  dass  man 
immer  llaben  werde; 

sect  \,A^{)  :=  sect  {A^^, 

Denn  man  darf  nur  den  Bbgen  Aq^A^  in  eine  unendliche  Anzahl 
gleicher  Theile  ^<  Hieilf  denken  und  von  allen  Theilpunkten  Tan» 
genten  an  den  Kreit»  ini>  (V  ziehen.  .  Daun  wird  der  Bogen  i^j^^j 
in  eben  so  viele  uncndlicL  kk^inc  Stücke  zer.^^chnitten ,  und  es  ge- 
hurt 7,11  jedem  Bojrenelement  in  dem  einen  und  zu  dem  entspre- 
chenden in  dem  andern  System  ein  gleicher  Sector.   Nun  aber  ist 

sector  (Jt  J«)  SS  sector  (J^s) —sector  (ilil^) : 
folglich»  wenn  man  ^  mit  A  zusammenfallen  lässt» 

F(9>8)-F(9»a)=P(9iV 

Dass  sich  dasselbe  durch  Integration  der  obigen  Differentialglei- 
chung nachweisen  iSsst,  darf  wohl  nicht  bemerkt  werden.  LSsst 
man  die  beiden  Funkte  Ay  und  A^  In  einem  einzigen  A'  zusam- 
menfallen, 80  wird  A'F  die  gemeinsame  Tangente  beider  Kreise; 
dann  Ist 

seet(4oil')-8ect(il'il,), 

folgUch 

seeter  (ilo4a) »  2  sector  (A^')» 

und  für  9o  =  0* 

F(%)  =  2F(g)'). 

Somit  ist  also  das  Pfoblem  der  lialbiiung  der  elliptiächen  t  uuc- 
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tioci^s.  ffar  erstes  Ar*.  ^M^t,  4a  mn^  nunrr.  ^»^cn  <iie  Ampütnde 
fc^  ^^l'^.h^  f«*,   g^^^t  ffiife»Ä/*w  Oft  Cr       ü.-?"r' lirers.  kajm. 


F«f»#r  bat  mao»  wwi  C£F  eto  Loih  aal  Cr^^  int, 

oad  dahw  auch 

oad  ffir  90=0; 
Codlicli  ist 
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»M  4er  l4kt€  von  dm  eUUHiscAm  funcUmm*  Mf 

nd  ebenso 

rs=co«(9|— ^)+«co8(9i||  + 
«odus  man«  indem  man  tpQ^Q  setzt,  erhält: 

«  —  1  , 

008^8  =  cosqpi  cM^— >  — T-]  .81091 

Noaai^r  ist  für  9^=0: 

* 

l-M^  2a  I— 2 

«09t  ""V(l+a)*— r»'  ^  ^^(1  +  «)«— i*'. 

alio 

a-1 

«d  ao  konmt  schliesslich:  * 

cos^g  =  C089>tC089^     sin^  siof^gj^. 

4j  6tHd  die  Amplituden  9^  und  g^g^^»  und  soU  man  dazu 
I  9!i  finden,  50  dass 

!  F(DP*)«F(vi)  +  F(g.^ 

'tird,  so  mass  man  die  Sefine  Axi^,  ziehen  urid  nach  §.  2.  denje- 
oigeo  Kreis  construiren,  der  diese  Sehne  tangirt  und  innerhalb 
[  des  Kreises  um  C  liegt.   Ich  will  mich  nicht  weiter  bei  diesem 
I  Paskte  sofhattei)  «nd  verweise  darüber  auf  Sohnclc^hi  f^iv  dee- 

jenigeii  Fall  will  ich  hier  näher  in's  Auge  fassen,  ^vo  <p%—^9^9 

«1=292  =  ^  wird«  wo  dann  die  Sehne  AA^  mit  dem  Durchmes- 
ser AB  zusammenfallt  Dann  föllt  auch  (Taf.  IV.  Fig.  2.)  jSfmit  J 

■  vmma^n  und  es  wird,  wenn  Cli^a  gesetzt  wird: 

I  .    4«  1-6 

Dabei  hat  man,  nenn  mau  in  Taf.  IV.  Fi?.  1.  nocli  die  Sehne 
seilt,  w^en  der  AebuÜcfakeit  der  Dreiecke  DUi}^  und  iuUiu' : 

DD'  HD 
EE*  —  HE*  * 

woraus  man,  indem  man  Bogen  AD ^^2^  und  Bogen  ADE^^' 
8«l2t,  leicht  folgert: 


IM'.. 


r 
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MB  Boges  AEsSfF,  ^ipB^-^^,9o  wkAä^M^ 
IHiereiiüalglei^oi^ : 

lolglidl,  wenn  um  iiitegrirt  wd  bedenkt»  da««  9  md  ^^sogleick 
der  Nett  gleich  weiden: 

Jo  VI— «•»ing^'Ve  VT^ 
DaM  iel,  wie  leicfat  eriieiit: 

Denn  zieht  aan  die  Iiieifln  AM  und  BE»  eo  iet  sneiet  Im  Diei- 
eck  AEB  : 

eodaan  im  Dreledc  BEUt 

£^ :  ^i/ =  sin  ^  :sio    =  CO«  9 ;  cos  ^ ; 

üolglieb 

AHiBH  oder  (l-f^i; ;  (1— ö)  =  tang9:tang^. 

Schneidet  man  nun  von  B  ans  nach  derjenigen  Seite  hin,  auf 
welcher  D  liegt»  den  Bogen  BF^BE  ab»  eo  liat  nuui»  weii  die 
darch  die  Gleichung 

gegebene  Curve  in  Bezug  auf  die  Aze  AB  Toilkommeo  symne* 
triacb  iet»  offenbar 

eector  {BF) = sectoi        =  i>ector  (AD) ; 

folglich«  wenn  man  Bogen  AF=2^  netzt: 

da  ja  eeetor(^F)=^F^0-FW  Ist    Die  beiden  Fmicäoam 

F(^)  und  1^(9)  heissen  alsdann  bekanotiich  Oomplemente  von  eis* 
ander.  Wird  BE  rechtwinklig  auf  AB,  eo  foUen  F  and  D  » 
eammen  und  man  erhält: 
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Wird  c,  also  auch  «,  =0,  so  ist  F^|^  =  |  und  F(g»)= | ,  ood 

maD  bat  «nlsdann  die  bekannte  Constniction»  nach  welcher  die 
Kreislinie  durch  zwei  auf  einander  senkrechte  Dorchmesser  in  vier 
^be  Theile  getheilt  wird. 

Seil  F(9)=5|F^^^  werden»  so  miiBs  nan  heben: 

I     -  2l\9) ,  F(y) = F(^)  -  F(9») , 
i<ao  bekanntlich 

«•  coÄi9>  =  cüfi»  i>.  cüäg>-J-sin^.sin9.z^9>. 
in  aber  ist,  wie  nach  leicht  ans  der  Fignr  erhellt: 

.    ^       cos  Q» 

folglich  erhall  man»  wenn  man  obige  Gleichung  durch  ^9  dtvidirt» 

8in'&=cos^.sin^ -|~siti^*'sin9P> 

d.h. 

stngi-f-eos^sl« 

^ieht  man  die  Sehnen  AD  und  BE,  so  ist 

AD      .       BE  . 

•^  =  8109»  -^  =  sin^=:cos^; 

also  wird 

AD-^BE^^^. 

Mäoge  es  daher,  die  Dreiecke  ADU  und  BEIi  so  zu  construi* 
reo,  dass  dieser  Gleichung  Genüge  geleistet  wird,  eo  würde  das 

Problem  der  Trisectioii  der  Grosse  F         durch  Construetion  ge* 

ISst  sein.  Doch  nar  in  dem  «nen  Falle  Ist  dies  leicht  aosjmfilb- 
ren,  wenn  asO  sein  sollte.  Alsdann  bestimmt  nlimllch  ein  über 
AC  errichtetes  gleichseitiges  Dreieck  die  Amplitude  9,  wiö  dies 

iiiureicbeod  ix\ia  der  Lieuicutaigeumelrle  bekaiiut  ist 

6)  Zieht  man  (Taf.  IV.  Flg.  1.)  CS  und  CS^  besflgHch  nH  HD 
od  BD*  parallel,  so  bat  man,  da  Im  Dreiecke  BD& 

DD'      _  HD* 
9tü(DBD^)  ^  9ka{D^DU) 


Digitized  by  Google 


'i^,  und  Ha  der  Bo^eo,  weitiumi  den  Wiakei  UMJ^  nissl» 
Boges  SS  gleacfc  kl,  uaek 

Diy  fjfr 

ma  (ÄSO  "  sin  llfUM) 

Gebt  man  mt  Grenze  fibcr,  so  erhalt  man«  -ladra  MB  ßogm 

AJj=^2<p,  Bogen  setzte  leicht 


D' DU  aller  wird  demjenieen  Winkel  gleich,  welchen  die  Tan- 
gS0te  ae  T)  -^W  DE  bildet,  der  wiedenmi  deich  mCH  ist.  Oes 
▼OB  C  mf       gcGUlte  JUith  CG  iet     CA.s»  €^i7C^«.räiik 

also  sin  iDCi;  ==  ÜG  =  VS^—  V  1— «»sin|*«  Somit 

irird 


Integrirt  man  diese  Gldcfcng,  wkm  man  bedenkt»  daai  9 

und  fi  gleiehseitig  gleick  Holl  wetden,  00  konont 

Dnbei       CG~n .  mn  u ,  andererseits  aber  auch  =CD,co&(J}CG) 
CX^.sia(i>C^)=^aia(29» — woiaos  man  folgert: 

,  610(29 — fi)  =  a.sinft. 

Uebrigens  siebt  map  auf  der  Stelle,  dass,  wenn  DE  ssnb 

lecbt  aaf  AB,  aUo  lP(9)=:iF^^^  wird»  der  Bogen  AS  cb 

Quadrant  ist  Ist  aber  9=^  oder,  mit  andern  Worten»  lUIt  dv 

pQpkt     mit  ^  zusammen»  60  wird  h=^jc, 

<f)  Be«QMlitet  man  Taf.IT.  Fig.  3.»  so  siebt  man  sogleich,  toi 

man  habe: 
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m  der  Lehre  von  den  eUiptucäen  FumMonmL 

# 

folglich 

F4,><y4o^i .  sin  (Ji  Jo'^)  —  ^-1^  ><  ^2^8  •  sin  ( J^^s/Io) 
^       X  A^A^ ,  sio  iJ^A^F)  +  A^^A^  X  4j    .  »in  (4  i^o-^i)- 

Mt  man  nach  Division  durch  A^A  »n  §.  3.  zur  Grenze  über, 
M  erbSlt  man  unter  Benutzung  früher  ge^^  unneuer  He^uitate: 

V    +  r» 
'Mach  btegratioD  dieser  Gleichung  kann  man  setzen: 

y'^jpi         '  • /^9t  /*'fpi  ptr, 

^  ^9^^9> +/^^  ^<pdg>  =y ^^^^  -y^  j^d^p 

_2(co8(yg--yj)  — €08(93— yp)) 

wobei  cpy  und  qp.^  als  veränderlich,  .<Pq  und  93  als  constant  ange- 
sehen werden.    Die  unbe^tiranite  Constante  C  erw  eist  sich  sogleich 
iNull,   indem  mafi  eruäc*t,    dass,  wenn  qp,  in  (p^  übergeht» 
h^ffo  ^ird.    Macht  man  920^^  und  bezeichnet,  itie  geireb»* 

Ml, ^    J(pd(p  durch  £(90^),  so  kommt 
aber  ist  nach  $.  3. : 

fim  bekanntlich: 

cosC^ji-^ 9i)  ^      9^  coaqti  -f  sin ^ sie 
ml  wiederum  iiacb     o. : 

ees^  SS  ee69^  eos^-*-sfai^'sm^i4^; 
%lich  wird         ^  « 

%»)  —         —  E(9>a)  =—  - — '~7g^^^~-^^  sin  gj^.sin  9>i 

= — c^sin  99 .  sin  ipg^,  sin  g^i* 


252  Nicola»  Fusi:  Uemumtraii&m  üt  0teigmet 


Dömojistr^oiis  de  quelques  th^renm  de  G^m^trie. 

Par 

Fki^wiltf  l0  C  Joaiaft  ITtlL 


VorariDiiernng  von  den  Herftii8|»eber. 

Ais  ich  neqlicb  einige  Bände  der  Schriften  der  Pcterebuigw 
AkidiDiie  der  WieeeDBchafteD,  die  lielEuintlich  eine  wahre  Fond» 
grabe  wichtiger  mathematiMsber  Enideckaegeo  sind«  und  nach 
denen  ich  immer  zn  greifen  pflege,  wenn  Ich  mich  wieder  einmal 

nach  wahrer  mathematischer  Eleganz  sehne>  durchblätterte,  stiess 
ich  £^anz  /iifällii;  iai  14.  Theile  der  Nova  Acta.  p.  139.  auf  die 
den  obip^en  Tit»»l  tragende  Abhandlung  von  ?sicoIaus  Fiiss, 
einem  der  treß  liebsten  Mathematiker  des  vorii^en  Jahrhunderts, 
dessen  sämmÜiche  Arbeiten  sich  bekanntlich  durch  ganz  beson- 
dere £leganz  und  Zierlichkeit  ansaeicbnen.  Zu  meiner  Uebe^ 
rascbnng  fand  \v\\  In  dieser  Abhandlang,  was  der  siemlich  aJ^ 
mein  gehaltene  Titel:  Ddroonstrations  de  quelques  tbdo« 
rimes  de  ddemdtrle,  Iceineswegs  Termutheu  Hess»  gleich  n 
Anfang  den  Hauptsatz  der  Lehre  von  jden  Transversalen;  femer 
fand  ich  den  auf  diesen  Satz  ges^ründeten  buchst  einfachen  Beweis 
des  Satzes,  dass  die  Durch^uhnittspunkte  der,  drei  Kreiise  vod 
Aussen  benihrenden  Geraden  jederzeit  in  einer  geraden  Linie 
liegen,  welchen  man  jetzt  meistens  in  den  geometrischen  Lehr- 
bfichem  liodeta  und  der  gewöhnlich  Carnot  zugeschrieben  wird, 
welcher  ihn  in  der  That  auch  in  seiner  Geomätrie  dn  Posi- 
tion (Deutsche  üebersetsung  von  Schumacher,  ThL  IL 
S.  344.)  giebt»  ohne  Fuss 's  mit  einem  Worte  zu  gedenken;  und 
wenn  Carnot  an  dieser  Steile  sagt»  .»dass  Monge  den  Sais  Mi 
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bloss  geometrischen  Üetrachtunj^en,  die  sich  aut  die  Geometrie 
dreier  Dimensionen  beziehen,  gefunden  habe 'S  so  müssen  wir 
jetzt  darauf  entgegnen,  dass  unser  trefflicher  Nicolaus  Fuss 
den  Satz  auch  schon  aus  Betrachtungen  der  Geometrie  dreier  Di* 
mensiooen  abgeleitet  hat*).  Sagt  aber  Cariiot  in  der  angeffihr» 
ten  Stelle  noch,  dass  Monge  den  in  Rede  stehenden  Satz  aus 
Betrachtungen  der  Geometrie  dreier  DimensloBen  »^gefunden" 
habe,  was  wahrscheinlich  aach  die  V'eranlassun?  gegeben  ha^  dass 
die  Erfindung  des  Salzes  gegenwärtig  wohl  allgemeio  Monge  bei* 
gelegt  wird:  so  sagt  dagegen  Fnss  in  der  seiner  Abhandlung  vor« 
ausgeschickten  kurzen  Einleitung  ausdrücklich,  dass  in  Frankreieh* 
die  Erfindung  des  Satzes  d  Alembert  beigelegt  werde.  Die 
Abbandlang  ton  P^icolaus  Fuss  enthält  ferner  auch  noch  den« 
dem  so  eben  besprochenen  Satze  entsprechenden  Satz  von  den 
drei  Kugeln  und  ausserdem  noch  mehrere  andere  bemerkenswerthe 
SStze»  Oberhaupt  also  schon  Vieles  von  dem,  was  jetzt  unter  dem 
Namen  der  neueren  Geometrie'*  zu  begreifen  gewöhnlich  £[ewor^ 
den  Ist 9  wenigstens  Vieles  von  dem,  was  zu  der  neueren  Behand> 
Inng  der  Geometrie  die  nSchste  Veranlassung  gegeben  hat  Dass 
Nicolaus  Fuss  unter  den  Bearbeitern  der  sogenannten  neueren 
Geometrie  schon  ausdrücklich  und  in  besonders  hervom^sendet 
Weise  genannt  worden  sei,  ist  mir  nicht  bekannt,  wenigstens 
kann  ich  mich  jetzt  der  Nennung  seines  Namens  nicht  erinnern**); 
dass  er  aber  in  hohem  Grade  verdient,  genannt  zu  werden,  be- 
weisen die  so  eben  besprochene  Abhandlung  und  noch  manche 
andere  Arbeiten  von  ihm,  auf  die  ich  vielleicht  später  zurücidcom- 
men  werde»  auf  das  Deutlichste.  Unter  allen  Bedingungen  hat 
mir  die  den  obigen  Titel  tragende  Abhandlung  von  Fuss  so  in- 
teressant geschienen,  dass  ich  mich  entschlossen  habe,  sie  den 
Lesern  des  Archivs  im  Folgenden  vollständig  mitzutheilen .  was 
ich  mit  der  Versicherung  thue ,  dass  es  mir  zu  besonderer  Freude 
gereichen  und  besondere  Genugthuung  gewähren  wird,  wenn  ich 
dadurch  bewirke,  dass  Nico  laus  Fuss,  L(  oDhard  Eulcr's 
trefflicher  Schüler,  künftig  wenigstens  ülter  und  in  hervorragen- 
derer Weise,  als  dies  bis  jetzt  geschehen  zu  sein  scheint,  unter 
den  Bearbeitern  und  namentlich  unter  den  ersten  Begründern  der 
sogenannten  neueren  Geometrie  genannt  wird. 


*)  M.  8.  die  folgende  Abhandlung.  Thöorime  2.  Scholle  8,  fa- 
dem ich  auf  die  fetzten  Worte  dieserScholie  vorzüglich  anf merksam  mache* 
**)  Die  Geschichte  der  Geometrie  von  Chasles  und  einige 
andere  hierher  geliöreiide  Schriften  stehen  mir  gerade  jetzt  nicht  gleich 
in  Gebote. 
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SU  A'icoias  Fun:  MnomtraUom  de  quelquet 

II  y  a  plusieurs  annees  qu'un  jeune  FimiHrO^*»  mploy^ 
itoni  av  Corps  Imperial  des  Cadets  de  Tem,  me  patia  d'ati 
Tkdortae  de  Gdomdtrie  qnl»  daaa  le  lena  qnll  #tolt  eacore  k 
Paria  &  TEcole  Royale  nilitaire,  aFoit  en  qaelqve  cätdbritö  et  qa^oii 
avoit  prdtendn  teoir  de  fea  Mr.  d*Aleinbert  Je  loi  en  doimn 
une  ddmonatratlim,  dont  j'ai  retroinrd  depoia  peu  le  brotdlleii  ea 
fouillant  nies  papiers.  En  relisarit  cette  demoiiJ?itration  j  al  \u  que 
la  belle  propriete  qui  en  \\x\i  le  siijet,  peut  coiuluire  a  d'autres 
Don  nioins  remarquables.  Kn  ra^senililarit  mes  idees  sur  cette 
natiere  il  en  est  r^salt^  le  petit  Memoire  que  j'ai  i'honneur  de 
I  präsenter  icl  a  TAcademie  poor  la  collection  dea  Memoire«  tra- 
doita  en  Roaae,  qu'elle  se  propose  de  pabfler,  ou  bien  poor  lea 
Actea  ndmea,  fi  eile  le  jage  dlgne  de  cet  bomieDr.  Ii  y  fera  aans 
deute  plaiair  ä  pina  d*nn  amatenr  de  la  Gdometrie,  et  peatdtre 
mteie  a  qiielque  Gdom^tre  de  prefeaaioD. 

L  e  m  n  e  I. 

Ties  troi>^  rotes  d'nn  triansrle  ABC  (Taf.  V.  Fig.  1.) 
©tant  [»roIon<Tes  jusqn'en  />,  E,  F,  de  nianiere  que 
AD.BE.CF  :=z  JF.BD.CE,  lea  troia  pointa  ii,  F 
aereot  dana  une  ligne  droite. 

« 

DdmoDatraffon. 

Tirons  les  lignes  FE  et  Z>F,  et  (pielque  soit  Tanglc  qu'elles 
eomprennent»  ai  noiis  Dominonarangle^Ji>=a  et  Tangle  AFE=ßt 
Qona  aavoas  que 

ain  er  :  aio  D^AD :  AF^ 

BinEtmnß  ssCFiCE, , 

d'ou  i  ou  tke  eo  composaut 

^  sin  «: sin  ß  =  AD.  BE.  CFi  AF.BD.  Cß. 

üaia  il  y  a  en  vertu  du.  Lemme 

AD.BE.CF=z  AF.BD. VE 

d'oü  il  suit  qiic  sin /3  =  siii «,  dooc  ^=18(P~-a  et  partant  DFB 
uoe  ligne  droite. 

Tbdor^me  1. 

Si  dea  troia  anglea  B,  C  (Taf.  V.  Fig.  2.)  d'oB  tri* 
aagle  paar  eesfre  on  ddcrit,  avec  dearayena  difftfrena» 
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trois  Gorcles,  le*  enftfraiADt»  deux-ä*deiiz»  «ntre 
leurs  laogentes»  les  points  dMntersection  £,  Fde 
ces  troiB  paires  de  tauge ntes  eeront  sltu^s  deoB  une 
m^me  iigee  droite. 

C'eet  le  Xh^or^nie  dont  j'ai  parle  daos  rintreduttion. 

r  • 

Demonstration. 

^  Soyent  a,  b,  e  les  fayöns  dea  treia  terclea  ayant  leun  eea- 
trea  «d  C,  et  il  eat  clair  que 

BEiCEssbtc, 
CPtAP—eia, 

d'oü  Tod  tire  an  coinpoaant 

AD .  CF:BD,CE.AF=]:l 

e'est-ä*dire  qae 

AD.BE .  CF^AF.BD.  CE 

et  pas  cona^aent»  an  vertn  da  Lemmet  lea  pointa  D,  E,  Faaront 
dana  aae  mdme  ligne  droite. 

Tb^or^me  2. 

'  £li  concevaat  t^ols  sphdrcs,  d ont  les  centres  sont 
dana  lea  trois  angles  A,B,C  (Taf.V*Fig.3.)  d'un  triaogle» 
enferiDÖes,  deuz  k  deux,  entre  la  surface  d'na  cone  qui 
les  toucbe,  lea^aommets  de  ces  troia  eonea  aeront  ai- 
tift^«  4ms  nne  mene  ligne  droite« 

D  dmeai  tr  at  loa. 

Ua  plan  paasant  par  les  trois  centres  A,  B,  C  dea  spliörea 
doDD^es  passera  par  lea  axea  et  partaiit  aussi  par  les  aommets 
Em  -Ds  F  des  coaea  clrconscrits.  Ca  plan  touobant  lea  troia  aphe- 
re«  Ag  B,  C,  en  a,  b,  e,  toucbera  aossi  lea  aarfacea  dea  trois 
conea  drconscrits  et  paaaera,  par  consequent,  par  leurs  sommeta 
E,  Ds  F,  AInai  les  sommeta  E»  D,  Fy  ae  trouvant  tant  dana 
le  plan  paasant  par  lea  centrea  dea  apberea  qne  dans  le  plan  qai 
les  toucbe,  ae  troaverent  n^eaaairement  daos  Tintersection  de  cea 
4«dz  pkna,  pir  cona^qwut  du»  nat  atoe  ligne  drolto» 
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* 

Scholle 


9 


II  est  eviclent  qiie  la  nieme  ventc^  peiit  aussi  etre  d^montree 
au  moyen  du  Lernme.  Car  si  par  les  centres  A  et  j)ar  A 
et  C  et  par  et  C  on  con^oit  des  plans  perppTKÜcnlalros  an  plan 
ABC,  et  qu'oD  tire  dans  ces  trois  plans  les  tangentes  abJ)y  acF, 
cbE,  et  des  centros  snr  ces  taogeDtes  les  perpeadiculairea  Aa, 
Bb;  Aa,  Cc;  Bö,  Cc,  oo  aiira 

AD:ßD=zAa:Bb, 
BEiCE  =  Bb'.Cc, 
CF  :AF  :=zCc  :Aa 

d'oü  i*on  tire  en  composant  - 

AD.BE.  CFi  AF.  BD.  CE =1.1 

par  consäqueot 

AD.  BE.  CF^  AF.BD.  CE 
donc  E,  D,  F  dans  une  roeme  ligne  droite. 

S  e  b  o  Ii  •  2. 

I  La  meme  |)ropri(''fp  si^it  nussi  imnioflinteTneiit  da  Theoreme  1. 
Car  suppo8ori8  (jue  chaque  {laire  de  cercles  se  tourne,  avec  Res 
tangentes,  aiitoiir  de  la  ügne  tiree  par  les  centres,  les  cercles 
engendreront  des  spheres  et  les  tangentes  le  cone  qui  les  ren- 
ferme.  L'intersection  qui  en  devient  le  sommet  reste  immuable 
a  sa  place.  Donc  les  somroets  des  trois  cones  seront  dans  aae 
meme  iigoe  droite« 

S  c  b  o  I  i  e  3. 

Rdetproqnement  le  premler  Th^ortme  auroit'  po  Atre  dMiH; 
saos  le  secours  du  Lemme»  comme  corollairej  da  second  Tbdo» 
itee»  oü  II  est  dvidemment  confeoa.  Car  la  -seotloii  des  trete 
aphdres,  faltes  par  le  plan  passant  par  lenrs  centres,  donne  les 
trots  cerdea  da  Thtfor^me  1«  ^  la  sectloD  des  trois  cones  circon- 
serits»  falte  par  le  m^me  plan«  donne  les  trois  paires  de  tangeo- 
tes  du  Th^ordme  !•  Aussl  est-il  trds  probable  que  la  propri^t^ 
dnoncöe  dans  ce  Thäorftme  a  äte  ddcouverte  par  la  voye  de  cette 
coosideratioo  ster^omätriqae. 

* 

T  h  ö  0  r  ^  m  e  3. 
Qaatce  eercU«  At  B,      D  (Tat  V< Fig. 4),.  doat  l«a 
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ceotres  sont  dans  le  nieme  plan,  et  ies  rayons  de  gran* 
dear  difförente,  ätaot  enfermec  deuz*ä-deux  entre  leurs 
ting«nt6«9  il  60  r^sttitera  aix  points  d'inleraectioD» 
^■iseroot  aituda  dana  quatra  lignea  droUea,  aavoiv 
tr«U*i«troia  daaa  la  m4ma. 

D^monatratioD. 

Combinaiit  lea  quafra  cevclea  ABCD  troia-ä-troia,  il  ea  rtfaulta 
fiitia  combinaiaona  ABC»  ABD,  ACD,  BCD,  La  prdmiafa 
ABC  admet  darecfaef  troia  combinaiaona  de  deinc-i^denx»  aavoir 
AB,  AC9  BC  Eo  enfarmaat  <;ea  troEa  pairea  d«  carclea  aatrf 
leara  tangentes«  il  en  r<$aulte  troia  Intersertions  quo  nons  marqae* 
IID8  chacune  par  Ies  deux  lettres  grecques  correspondantes  aux 
ienx  lettres  iatines  indiquant  tes  cercles  aiizquels  1  iutersection 
appartient.  Ces  trois  intersectioiis  seront  aß,  ay,  ßy,  toutes  Ies 
Ns,  en  vertu  dn  Theoreme  1.,  dans  la  nienie  ligne  droite.  La 
seconde  combinaison  a  trois,  ABD^  fournit  trois  combinaisons  ä 
(ieax  AB t  AI),  BD;  lea  interaections  des  tangentea»  renfennant 
ces  trois  pairea  de  cerclea,  aavoir  «ß,  aö,  ß$,  seront,  en  vertu 
da  Tbeortoe  1. ,  dana  nne  m^me  ligne  droite.  La  troiai^me  com* 
Mnalaoo  ACjO  admet  lea  combinaiaona  AC,  AD,  CD,  qni  don« 
Bcnt  lea  lateraectimia  ay,  ad,  yd^  aitn^ea  dana  nne  mdme  ligne 
Mtt.  Eniln  Ja  combinaiaon  BCD  engendre  lea  eombtnaiaena 
BC,  BD,  CD,  et  lea  interaectiona  ßy,  ß3,  yS,  plac^ea  dana  nne 
lueme  ligne  droite. 

Tbdoröme  4. 

Qnatre  spheres  dont  les  centres  aont  dansuo  m^me 

plan  et  les  rayons  differens,  etant  enfermees,  deux-a- 
deui,  eiitre  la  siirface  d  un  meme  cone,  il  en  resultera 
six  dont  les  soinmels  ^eroiit  situes  dans  quatre  iigoea 
droitea»  aavoir  troia-ä-troia  dao8  la  meme. 

On  Toit  bien  que  ce  Theoreme  se  demontre  de  la  meme  ma- 
oiere  que  le  precedent. 

Tbdoröme  5. 

Ayant  n  cerclea,  on  11  apb^res  A,  B,  C,  D,  E,  etc.  qvi 

0 D t  1  e a TS  centres  dans  le  m e in e  plan,  s i  o fi  les  e n f erme, 
denz-a-deux«  ies  cerclea  eotre  deux  tangentes,  ou  lea 


1 


•pBöres  entre  od  cooe,  ii  en  r^saitera  |  ^  tnteraec 
tioDs  de  tangeotes,  ou  — ^  ^     «ommets  de  coue«  places 

sar   2  2  3  ^   lignes   droites   differentes,  savolr 

trois-i^-troU  «ar  la  inline  ligae;  et  en  d^signaDt  eba- 
qae  iateraectioii  des  tavgeDte«,  •«  le  sonimet  de  cha- 
qne  cone,  par  les  deuT  lettres  grecques  eorrespoDdaa- 

tes  aux  deux  Icttres  latines  qai  iodtquent  la  paire  d« 
cercles  ou  de  spheres  ä  laquelle  il  a p partient,  les  trois 
inf ersections  ou  sommets  qui  portciit  les  trois  minies 
I  r  ttresy  ebaeaue  deux  fois,  aeroat  aar  la  meme  ligne 
droit«. 

D^m  OD  8  tr  a  tl  OB. 

On  sbM  par  la  Thdorie  des  combioalaoas  que  lorsque  tt  letliQi 
A,  B,  C»  D^^N  aont  conbiiidee  m  k  ie  nonbie  dea  eo» 
biaaiaoDa  qni  anroat  tien  aent 

«(«— l)(ii—2)(n-~  3) ....(» -CT-t-l) 

Le  üotiibre  des  intemectioiis  des  tangeutes  ou  des  sommets  de 
coae  est  egal  au  nombre  des  combinaisons  de  n  Ipttres  prises 

deux- ä-deuz;  aiasi  h  cause  de  »it=:2,  il  sera  =^  Lenom- 

bre  des  lignes  droifes»  oü  ces  intersectiooa  oa  somroets  aenmt 
placda  trois-i-troia,  est  ^gal  ao  nombre  des  eombinaiaons  de  n 
lettrea  prises  troia-ä-troia;  aioai»  ä  cause  de  ifi=3,  ce  nombre 

aera  =:  — fTO   Cliaque  aasemblage  ou  grouppe  da  trois 

cercles,  ou  d*autaot  de  spb^res,  combines  deux -ä- deux,  donne 
trois  lottrcs,  ehacune  deux  fois.  rhaqiii!  errouppe,  eu  vertu  du 
Thf^orenio  1.  et  2.,  a  ses  intersectious  ou  soiumets  sur  !a  meme 
lioiie  droite.  Ainsi  le«  interscctions  ou  sommets  qui  renferment 
las  memes  troia  lettrea*  chacuae  deux  foia,  aeront  daoa  la  m4mt 
ligne  droite. 


S  c  b  o  I  i  e. 

On  sera  frapp^  un  moment  de  Toirqaedda  qQen>5  le  nom- 
bre daa  lignea  anrpaaaa  eelnl  dea  interaectiona  oo  aomnnsta.  Mais 
ea  Tegaidant  la  4«  ignre,  oik  cbaqne  iateraection  ae  'tr«m?a  aoi' 
dedz  Ugnaa  m  la  ^Is»  an  eon^rendra  alateant  que  plus  que  ia 
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■ 

nombre  n  est  grand,  plus  il  y  aura  de  lignes  oü  la  rodme  inter- 
sectioii  80  trouvera  placke  i  la  fois»  et  plus  ie  nombre  des  lignes 
doit  surpasser  celui  des  intersections.  Car  il  est  facile  ä  voir 
quo  Ie  nombre  de  lignes,  ou  la  mdme  intersection  de  lan^ntes 
oo  ie«m^nie  mmunet  de  cooe  se  trouve  k  la  fois,  $era  Ie  quetient 
qni  vieot  en  divisant  le  nombre  total  des  lignee  oü  les  sommets 
ie  trouvent  plac^s  trois-^-trois  par  le  tiere  do  nombre  des  inter- 
MctioDS  oa  soniinets.  II  s^a  dooc  =11 — 2. 

L  e  m  m  e  Ii.  * 

Lea  troia  cAt^a  d'nn  triaogle  sph^riqve  jCHÜfTatV. 
Fig.  5.)  tftaot  prolongös  jusqa'en  F,  de  maDi^re 

qae  alnilD.ainilß.alnCFssinilF.aln^D.ainCJE«  lea  troia 
poiiita  D,  F,  E  aeront  dana  nn  arc  de  grand  cercte. 

DemoDstratioo. 

Joignona  lea  polnta  Ü  et  F,  4p  ip^nie  que  F  et  E,  par,Jea 
arca  de  grand  cercte  DF.  et  FE,  et  aoit  Tangle  DFA^aM 
Tangle  EFA  =  ß;  et  Von  a^ait  par  la  Tngonom^trie  aphdriqae  qne 

sin  a  :  sin  D=s\n AD  :  s\f)  4 
ainD  :  ain  £  =: ain BE :  4m  BD, 
sinfsam^  =8!ttCF:ainC£, 

d'oü.  Ton  lire  eo  coropoaant 

si  n  « :  sin  ß  =  afn  AD .  sin  BE .  sio  CFt  mAF .  sio  BD.mCE. 

Or  tt  y  a  CD  Tertu  da  Lemme 

« 

sin  AD .  sin  BE .  sin  CF  =  sin  AF.BD.  sin  CE 

doDC  ain«=aro^>  et  partant  /7  =  18(^— «r»  d'ou  il  anit  qne  lea 
areif  DF  et  FE  ne  eont  qn'un  m^nie  arc  d«  grand  cercle. 

Lemme  iU. 

En  enfermant  deux  petita  cerclea  tracdaaur  la  aur« 

face  d'une  spbere  dea  polnta  il  et  ^  (Taf. V. Fig. 6.)  poor 
centres,  entre  denx  arca  de  grand  cercle  qni  les  tov-^ 
chent  en  a  et  b,  tt  et  ß  et  qui  ae  conpent  dans  le  point 
O  du  (^rand  cercle  pasaant  par  lea  denx  centres  AetB, 
on  aura  • 

mnAa:  HmBb::^smAO:amB0.       .  '  ' 

18* 


Digitized  by  Google 


D  ^  moo  st  ratio B. 

CooiM  fos  liiangles  spbAtiqoM  ^O»  et  BOk  Mit.mlail^ 

il  e«i  ^?ideot  qae 

aloila = aioil  Ai  .aiB  JO, 
AM  ssaiD^M  .aiaBO 

et  qaa  par  oou^qaent 

Mais  siu^Oa  =  iaiii/»  06»  partaut 

aia^la:  naM  ^  ain^O:aiiillO* 

9 

■ 

Th^oriiaeO. 

Si  Ton  aaferma  trola  eerelaa  d^erita  aar  la  aarfac« 

d'une  spbdre,  deux-a-denx,  entre  deux  arcs  de  grand 
cercle  qui  les  toiicheiit,  le»  uitersectioiis  de  ces  trui» 
paire8  de  grands  cercles  seront  situes  daos  un  meine 
arc  de  grand  cercla. 

K 

D  ^mona  tr  alioo. 

Soyent  laa  trola  aoglea  B,  C  (Taf.  V.  Flg.  5.)  da  friaiglft 
aphtfriqae  ABC  lea  eenfrea  daa  cerclea«  aayeal  h,  c  Im 
layoas  (arcs  de  graad  cercle)  et  lea  interaectiona  dea  fangeates» 

savoir  D  pour  les  cercles  A  et  ß,  F  pour  A  et  C,  E  poor  B 
et  C,  et  nous  auruuä  en  vertu  du  Lemme  precedeiit 

mn  AD :  ain  BD  :=  aia  a:aia6« 

ain^i;:aiBG£;  =aia6:aiae, 

ain  CF  iBin  AF  ^Blnciaina 

d'oll  Fan  tire  en  compoaant 

ätüAD.sixk  BE  «ain  CF;  alnBl^.ain  CE .  ain  AFsz  1 : 1 

et  de  1^  ii  auit  que 

sin  AD ,  sin  BE ;  sin  CF  =  sin  Zi/> .  ä>iu  CE*  aia ilP 

done,  en  Ferla  da  Lemme  IL«  lea  InieraectieBa  D,  F,  E  aenial 
dana  aa  mtae  aie  de  grand  cende« 
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Tk4mt  ^mm  7. 

Avant  n  cercles  Ay  Ä,  C,  />,  etc.  sur  la  surl'ac©  de 
ia  meme  j»f.here,  »i  on  les  cnferme  deux-a  deux  eotre 
deax  taiigentes»  arca  de  grand  cercl«,  ii  en  rÖ8«it«r4 

^^-p^~  poiata  dM»t«r«ectloQ  de  taagenUs«  sitaees  sur 

a(»— 2)  ,  ,         1  ir*-. 

— j~2~3          arcs  de  grand  cercle  diifereiiSy  tfaTOir 

troU-i*troia  aar  chacaa,  et  ea  d^sigaaat  chaqee  iatar> 
»•ttiaa  par  las  daax  iettraa  graeqaea  carrespoadantaa 
lu  daax  latiaes  qui  indtqaeat  la  paira  da  eerclea  k 
It^ielle  eile  appartlent»  iea  troia  interaectioaa  qal 

portent  les  trois  m^mes  lettrcs,  chacune  deux  fois^ 
^trollt  plaeees  sur  le  lu^rae  arc  de  gratid  cercie. 


La  ddaionatnitiaB  aal  la  mdma  qua  eelle  da  Thdordne  8« 


S  c  h  o  1  i  e. 

La  d^monstration  de  presque  ton«»  !ps  Th^or^mes  que  noaa 
^eooos  de  doDner  e«t  fondee  sar  tes  Lemuies  I.  et  II.  (Taf.  V. 
Hg.  1.  et  5.)  La  relation  qui  fait  le  sujet  de  ces  deux  Lemmes» 
et  qoi  a  servi  de  baae  k  ooa  Theor^mea,  n'est  paa  la  seule  re* 
Buqaable  qui  a  liaa  aatra  Iea  lignea  et  lea  arca  da  cee  deux  figa« 
Ns;  II  y  an  a  d*antrea  qal  oe  aoat  paa  molaa  laCdraaaantea  et 
qui,.  quoiqae  bora  da  coanexlon  avec  iea  Tbdortaea  qne  aona 
trioDs  en  vb<I,  mdriteat  d'dtre  fapportdea  et  ddmontrdea  id.  Ca 
lera  le  sujet  des  deux  Thöordmes  suiTans  et  de  leura  corollalrea. 


Tbdoremea,. 

Si  antra  laa  jambea  CA  et  CB  (Taf.  V.  Flg. 7.)  d  an 
tigle  qaelcenque  ACB  on  tire  ä  volonte  deug  llgaea 
droitea  ilD  et  iS£qni  ae  eoupent  eu      II  y  aara-tonjoura 

I.  AD.BO.CE^AC.DO.BE, 

IL  ßE.AO.CDszBC.EO.AD,  j 
Iii.  BC.DO,AE^BD,AO.CE,  ^ 
IV.  CD.BO.AE^BD.BOiAC. 

^  «1 


362  MfMUi  fu$t:  MmmUMllmn  de  quelque* 

iieiuuo^tratioo. 
1)   Le  ^ACn  dmuie  s\nC'.mnD=AD:AC, 

n  ^CB£    „    mnBiB\tkC=CEiBE,  '   

d'oül'ontire  Ui^AD.BO.CE.AC.DO.BE, 

et  partaat 

J.  AD.JiO.CE^AC.DO.Bh. 
„  „  s'in^;smC=^e/>i^Z>.  

ce  qol  doDB^  .  , 

n.  BE.AO.Ci>  =  BC.EO.AD. 

$  Le  ^CBE  doDoe  «n£:8iiii{=^C:€£, 

9s     siü  O :  siu £  —  AE lAO, 

ce  qui  Hous^  fourolt 

UI.  BC.DO.AE=:BD,AO.CE, 
4)  Ii«  />kACD  doone  sin il:«ol>  =8 CI>!ilC;  ^ 

„  e\nO:8ioA=:AE:EO, 
ainsi  on  a  lil^CD.ßO.AExBD.EO.AQ 

et  par  cona^uent: 

IV.  CD.BÜ.AE=zBIJ,EO.Aa 

Gorollatre. 

CombinoDa  lea  quatre  egalitea  du  Thäor^me,  que  noiia  ▼coou 
d«  d^ootrer,  denx-j^.deax  de  la  mani^re  aaivante:  Le  prodntt 
de  I.  et  n.,  divie^  par  AD^BE^  doime 

AO^BO.  CD.CEzmAC.BC.DO.EO 

dou  i'oo  deduit  cette  propocüou 
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AO.BOiDO.EO=AC.SCi  CD,  CE. 
Le  prodoit  de  II.  et  m.,  divis^  par  BCAO»  donne 

BE.AE.CÜ.ÜO^BD.ÄD.EO.EC 
M  fon  tire  la  proportion 

DC.DOiEC.EO^AD.BDiAE^BE: 
Le  produit  de  III.  et  1.,  divise  par  CE,DO,  doone 

AD.AE.ßC.BO  =  JC.AO.BD.be 
et  qai  fonrnit  la  propoiüoD 

BC.BO:AC.AO=BD.ßEiAD.AE. 

Tiiöoreiae  9. 

Sientre  deiix  arcs  de  i^rand  cercle /ICet  BC  (Taf.  V. 
%8.)  d'un  angle  spberique  qiielconque  ACB,  on  d^crit 
deui  arcs  de  grand  cercle  AD  et  qai  se  ceupent 
M  0,  II  y  anra 

U.  ^\nBE,&mA0,8An  CD ^  slnBC .s'mEO ,  »Ui  AD, 
III.  sin  J!?Csin/i0.8in^£  =  sinß/>.ain^0.  sin  CE, 
Vf.  BiuCD.smBO.B\nAE=z»mBD  .mECaloAC 

U  dämonstration  de  ce  Th^ortae  est  parfaiteineiit  conforme  4 
edl«  da  Tb^oröme  pr<$c<$deiit  On  voit  qu'on  n'a  qu'li  iScrire  au 
Ken  des  cot^s  des  trian^rles  rectiiignes  de  la  7*"«  figure  les  sinus 

ile^  cotes  des  triangles  £»pherique6  de  la  S'"^  , 

Corollaire« 

Le&  Operations  du  corollaire  pr^cedent  doonent 
mAOMnBOtBmDO.mEOzsBinACMnBCimnCD.BinCE, 
an  DC  ^BiüDOiainEC  .BiüEO=Biu  AD .  sin  BD  i  sin  A£ .  bIüBE, 

mßC.aiüBO:  sin  A C. sin = sin  BD . sia BE ; öiu  AD . sin  AE. 

♦ 
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Oikar  Werner:  Täeort»  der  abnUt^^  ReUm. 


Theorie  der  abgeleiteten  Reihen. 

Von 

Herrn  Osltar  ferner, 

'    Lehrer  der  Mathematik  an  Dreaden. 


Da  bis  jetzt  noch  k^ine  allgemeine  Snniniatloiismethode  fik 
Reiben  gefunden  ist,  d.  h.  eine*  Methode «  nach  welcher  sich  alle 
Reiben  ohne  Ausnahme  snmmiren  lassen,  vielmehr  diese  Samina- 
tion  nach  sehr  verschiedenen,  oft  fiberaus  kOnstlicben  Methoden 

geschieht,  so  mnss  man,  um  diesen Mans^el  an  wissenschaftlicher 
Eiiiheit  luöijjlichst  zu  verhüten,   sein  Augenmerk  darauf  richten, 
Reihen,   denen  gewisse  Eigenschaften  gemeinsam  sind,   in  einer 
einziiren  von  allgemeinerer  Form  zusannnenzufassen ,  deren  Summe 
angebbar  ist.    Was  nnr»  in  dieser  Beziehung  das  Theorem  von 
Maciaurin  für  Ueihen  leistet«  die  pach  Potenzen  einer  und  dei« 
selben  Grösse  aufsteigen«  dasselbe  beviirkt  eine  Formel  der  Theo- 
rie der  höheren  Diflferenzenreihen  für  solche  Reihen,  deren  Glie 
der  die  auf  einander  folgenden  Binomialcoefficieoten  irgend  einea 
positiven  ganzen  Exponenten  als  Factoren  in  sich  schliessen.  Die 
nähere  Betrachtung  dieser  Differenzenreihen  und  deren  frucbtbati 
Anwendung  zu  zeigen,  bildet  den  Hauptgegenstand  dieser  Ab« 
bandlui^g.   Dabei  habe  ich  mir  nach  Möglichkeit  angelegen  seif! 
lassen,  diese  Theorie  von  allgemeineren  Gesichtspunkten  aus  ii 
betrachten.    Hierher  gehören  namentlich  die   <r!eich  im  Anfane« 
enthaltenen  Untersuchungen  über  die  höheren  uligeleiteten  Keihe» 
zu  deren  Aulsuchnntr  mich  das  Strel)en  geleitet  hat ,  die  Formell 
der  höheren  Differenzenreihen  aus  allgemeineren  Formeln  in  ähn 
liehet  Weise  hervorgehen  zu  lassen,  wie  den  binomischen  Lehf 
satz  för  positive  ganze  Exponenten  aas  der  bekannten  Entwickelooi 


eines  Productos  UnoMlfelMr  VuHmt  m  eiil«  IMIie.  In  wie  w«it 
ur  «iiess  gelongen,  mid  wm  dabei  alemein  Eigeottom  anzoeeheD 
Hl,  fliierlasae  ich  dem  Urtbeil  SachTerstSodtger.  Icli  enthalte 
»kii  daher  aller  weiteren  Erwihnnng  und  icomme  nnn  lieber  anf 

den  Gegenstand  selbst  zu  sprechen. 


«  I. 

Wein  MW  der  Reibe  (Uauptreihe) 

■ 

Ao«    ^9   ^9  niMi««. 

eine  andere  auf  die  Weise  gebildet  wird,  dass  man  die  Glieder 
derselben  der  Ordnung  nach  mit  den  Zahlen  i^» /|>  ^»*"*  niulti- 
flietrt  nnd  diese  Prodaete  vom  zweiten»  dritten,  vierten  Gliede, 
18.  w»  sabtrahirt»  eo  mSge  diene  die  abgeleitete  Reibe  jener 
gmannt  nnd  ihre  Glieder  durch  Aof^,  Aoi,  Aa%,^.*.  bezeichnet 
fferdea.  V^\i  haben  sonach  Identisch: 


wobei  zu  bemerken  ist,  dass  man  sich  hüten  mass,  das  Zeichen 
für  einen  Factor  anzusehen.  Das  Verfahren  mm  ,  welches  bei 
der  Hauptreihe  gelegentlich  der  Bildung  einer  abgeleiteten  Reihe 
ai^ewendet  worden  ist,  lässt  sich  weiter  verfolgen.  Offenbar  Icann 
nämlich  aas  der  abgeleiteten  Reihe  heraus  wieder  eine  solche 
ge1»ildet  werden t  aus  dieser  wieder  eine  andere,  u.  s.  f.  Dadurch 
edlalt  man  eine  Anzahl  von  Reihen,  welche  die  hdheren  abge»' 
leiteten  Reihen  der  Hauptreihe 


<*of  fli»  Äs»  •••• 


heissen  mögen,  und  zwar  entuickolt  man  nach  der  Ordnung,  wie 
dieselben  auf  die  Hauptreihe  Ibigen,  eine  erste,  zweite,  dritte, 
a.  s.  w.  7?te  ah  ü  c  leitete  Reihe.  Sowie  man  nun  die  Glieder 
der  ersten  abgeleiteten  Reihe  dadurch  bezeichnet»  dass  man  den 
Gliedern  der  Uauptreihe  das  Symbol  A  vorsetzt,  so  müsste  man 
der  Consequenz  in  der  Bezeichung  wegen  die  Glieder  der  zweiten 
abgeleiteten  Reihe  durch 

f  • 

AAa^,   AAui,  AAa^^**^ 

bezeicbuen;  dafür  wollen  wir  aber  die  kürzere  ^Schreibart 

ui^o*   -^^9  Aßa%,. 


einfuhren.  Aus  gleichen  Gründen  wflrde  man  die  Glieder  der 
dritten  abgaletfteten. Reibe  doreb  '   ■\' >\ 


4 


4 


■adctrt— »  woflir  wir  «ns  aber  «kr  Hrigrcn  Boaciehnag 

bedienen  wollen  üeberhanpt  cnt.«elieiden  wir  un«  bei  der  nteu 
abgeleitateii  Eeüie  iür  die  Bezeicluuiog  ilirer  Ij^äeder  darcfc 

^0^»    -^«If    ^Öj,  — 

Die  Art  and  Wewe  aaa,  wie  die  eiaadasn  abgelaitetea  R«ihen 
aatar  eiaaadar  Terbaadaa  aiad,  liaat  aidk  jctit  aoeh  daieli  fol- 
geade  CMebaiig: 

ausdrücken,  von  welcher  in  den  nachstehecideB  Cataraucbimgeii 
BMlirfacbar  Gabrancb  gcBMcbt  weidea  wird. 

Voa  gaaa  baacmdeveai  lateaaaa  iat  dia  Speziaüsinuig 

In  dieaem  Falle  wollen  wir  stets  daa  Symbol  ^  mit  ^  vertauacbaD« 
Dia  Fmal  1)  gdit  dabar  übei  fai 

2)  ^"o«  —  ^  ''am-i  =  d^Om-^* 

fliaraaa  ergiebt  aicb,  daaa  dia  Olledar  Irgend  einer  abgelaitietea 

Reihe  die<»er  Art  aus  denen  der  nachstvorbei^ebenden  abgeleite- 
ten Reihe  •  r}i;.lten  '^N'-nlpn,  wenu  iwaw  von  jedem  Gliede  derselben 
da8  beijaclibar  1l  \  i  !j*  ru«  Ii«  nde  äubtiabirt.  W egeii  dieFpr  Eigen- 
scbaft  ist  diesen  abgeleiteten  Reihen  der  Name  Differenzen- 
reiben  beigelegt  worden. 


Um  nach  diesen  Erklärungen  zu  Untersuchungen  überzugeben» 
mdaaen  wir  ona  erat  nÜ  folgenden  Bezelchmmgen  Tertianl  macban* 


Der  Ausdruck  C{pijß,Yf,^,)  bezeichnet  in  der  Folge  die  Somrae 
der  Comblnationen  mter  Klasse  ohne  Wiederbolunc^en  ana  dea 
Elementen     fi$  y, wobei'  jede  Combinatlon  als  Prodaet  gilt 

m 

So  oft  im  Folgenden  ein  Anadmck  von  der  Form  C(utß,f,,.Ji 

vorkommt,  so  öoll  darunter  immer  die  Summe  der  rombinatioiieo 
mter  Klasse  mit  \Viederhohint^e?i  ans  den  Elementen  a,  ß, 
Combination  als  Product  aafgaläuMt»  tanitaadan  werdaa« 
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:  DfoiB.voiAusgesetzt,  nailtei^lmliiQiiit'' 

Ä-.=  CXi,  ii. ....  4-1)  ^+^00  +  Qfi^k,.^.l^A^+^a^  + .... 
....  +  C(/»-^i,  ..../;-i)-4"»+*a»--ii,-a+  C(^m,..../it-i)^'»+*aii-«i--i 

setzen;  dauo  haben  wir  mit  Rücksicht  auf  Gleichuog  1): 
m—m—i 

Bm  =  C<4  ,  4  4-l)  •  (-4*%  4«^%) 

n— m— 2 

i 

....  4-  CX/n— m-i  f ....  4-l) .  (-^  an-m-l  —  4-m~a.  -4«  ai«-i»-a) 


-f  ....4^1)  •  (.^a«-«»— 4-4»-.I .  Jp^Om^-m^) 


oder 

9— M  ft — m  n — m — 1 

Rm       €(4^....  4-1)  ^«0+ [C(4, ....  4-a)— 4  C(4  ,....4-4)l^<i* 

n—m—l  n— m— 2 

+  [C(4,....4-i)— 4  C(4,....4-i)].^'"fli  + 

■I-  [b{ln-m-l, ....  4-l)  —  4-I1I-1  ^(4-OT» ....  4-l)]  ^On-HW-l 

....4-t)'^aK-OTp 

Die  eiDgeklaniineTten  Differenzen  lassen  sich  aber  oacb  dem  be» 
kaonten  Satze  der  Lehre  von  deo  CombinationeD : 


C(«,  /J, ....     v)— V  C(«,  i?, ....    =  C(«,  /J, ....  fi) 
▼ereinigen*  Wir  erhalten  daher 

Rm  C(4*'«**4-i)u^ao+Q4***-.^>-^)'^ff<rl^Ct^.**'4>-i)iN 
-I-  ^(4-M»  .••*4-4)  ^«»-«.-a  4-  CX4-.ii»fi«    4--i).<^ak^ . 

oder,  weil  nach  S)*  wenn  wir  m—l  ifir  m  setzen » 

n — m  « — 771—1 

Rm—\  ~    C(ßlf      4— l) -^rndQ "{r  C/(J%>  ••«.  4— l}-'^m<'i"|".... 

+  d[4-«,...4-i)^aii-»-iH-C(4-M|-i«.o4-4)iß»«iH-a» 

die  Relation: 

'  i%»=—  C(4>    iM4)i4«i^  -I«  JBWi^« 
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aus  d«fefi  ^liftian  dte  fatetrtamg 


ringt  SelM  wir  jeM     Aihaek  9)  asO 
Mftst  gleidi  ist,  so  «Uta  wir 


=44^4-i(%-'4«o) +4^-4^(«s— 4^ 
sr  A--44-  4^«»=*i—  C(4,  ^4-1)^ 

Ww  WUlCB  MMIy  Wie  BIMraB  mCBI  CfWMMi  WBV, 


4}  a«^4(^.*4-i«^=44*-^i^'l'U' 
^„+4-1^1^  + 


nnd ,  Msenn  wir  den  Ausdruck  für  Rq  io  den  nacbstTor hergeben- 
den füx  sabstituireo. 


Bm^  --ta4*-4-i)flo+a4*-4-i)^+-^+C(4,-4-i)^«aJ+^  ' 

3>: 
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8) 

n — 1  » — m 

P=C(^),  ...7»-j)oq+ C{^),....4— i)^iaQ+....-|- C\^,....4-^)-<i"aö+Ä»» 


....  +  C(4-at>  ••••  ö»-«-!. 

FSr  m=:»  resultirt  bierans,  da  negative  lodices  nicht  vorkommen 
küoDeD« 

m  n—i  0 

Diese  Fomel  entfallt  die  LteoDg  der  Anfgaiie?  irgend  ein  Glied 
der  Haopfreifce  dnreb  die  Asfaegsglieder  der  Mieren  abgeleiielen 
Reihen  aunadHiclreii. 

'Weil  nach  Gleichung  4): 

•••• 

80  erhalten  wir  aus  cier  Vergleicbung  dieses  Aasdmckes  mit  dem 
unter  6):  '  ' 

uod  ebenso  natürlich: 

ä 

tli  J^....         +  44  .•••4-1«!  +....  +  4-ifli»-e+ai>-i 
=0(4,  ..i;i-i)«o+!ö[4.  ...4^i)-rf«D+...+a4t- j^M-i)-^"-^,. 

Um  ferner  auch  jedes  Anfangs^lied  irgend  einer  höheren  ab- 
geieiteten  Reihe  durch  die  Glieder  der  Hauptreihe  nnssodrScIcen» 
setMn  wir  mmächst 

h  V  • 

8)  6„=:^"-"^-ia«fi-^^(4....4i)-i"-'»-%m+l+a4*  -4i)-d^^ 


Dieser  Ausdruck  tormt  sic^  vermöge  def  unter  1)  gedachten 
Formel  folgendermassen  um: 
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»— m — 2 


od«r 


+  [^Ä , 4, ) — i^i  C  (4 , .... /,)] 


«— m— 1 


ti — in 


n — m 


Die  in  Pareothesen  einf^eschlossenen  Diflferenzeo  laneB  siefc 
aacb  dem  bekaonten  Satze  der  Combinatioiialehf«: 


M— 1 


▼eiefaifgen;  dadatch  wird 

 (-  C(^> , ....  Im-i)  Aq^  -f     i)MJcot^  ^ 

•  19 

+  (-l)-^"c'7/o,..../m)fl» 

Weil  iKMb  ^  fär  f»«-l  aiMtatt  jn 

»  "  • 

— ....  (- 1)«  Cft,  -  4^)0», 

•Q  ethaltfi^.vrir  «aa  deo  beideii  letsten  AniMltaekm  iblgeiide  Re- 

Ä  (--l>ii--H^i"cT4. ....  4i)  flto  + 
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Aus  der  Substitution  von  1,  2,  3,....m  fBr  m  geben  aw 
ser  Kelatiou  iolgende  Gleichungeu  herror: 

1)«- "c(/i , ....  i^(h.^-s^ ,  : 

m 

,    II»    8«  .W* 

ane  deneo  wir  leicht  dttfcli  Addition  die  Gleiclmng 

*  k 

-....(-J)'»-"c(/o  lm)Qm\  + 

ableiten.   Setzen  wir  jetzt,  um  5©  zu  bestimmen»  im  Ansdracke 

rn 

8)  mssO,  und  erinnern  qm  augietch,  daes  C(«)=«(~«  <>o  erbal^ 
teo  wir: 

+     l)n-i (/;^fli, + ^aj>)  =  ^  Od  +  (-.J)»--ft»  flo 
Hienina  folgt: 

und,  wenn  wir  den  Ausdruclc  fuFiS^in  den  nächstvorhergehenden 
liir  Sm  «ubstituiren, 

n  H — 1  n— m 
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ali»  ist,  iül  SlIelcBidit  auf  Formel  $): 
»  • 

+  (-  ircljo» ....  W      +  (-  1)»  8m. 
m 

w 

«  n— m— 1 

Für  m:^»  gebt  diese  Formel  Aber  in: 

-     (— 1    C  (ii, .... /«)  o«, 

eine  Formel,  welche  Jedes  Anfangsglied  einer  höheren  abgeleite- 
ten Reibe  dorcb  die  Glieder  der  Heoptreibe  ausdrückt 

§.  3. 

Um  nun  auch  ein  paar  Anwendungen  von  der  Theorie  der 
höheren  abjreleiteten  Reihen  zu  Laben,  gehen  wir  zunächst  von 
folgender  liauptieihe  aus: 

Nach  Anleitung  der  Formel  1)  entwickeln  wir  hieraus  folgende  Reihen: 

^  erste  abgeleitete  Reibe: 

^a^zsa,  ^fli  =:a;(a;-|-^),  ^Oa=:a;(a:-f u.  s.  w. 

sweite  abgeleitete  Reibe: 

dritte  abgeleitete  Reibe: 
^»OßÄ«»,  ^'^at=«'(a:+4j),  .ä^a%=a:\a:-^li^(a-i-li),  n. s.w. 

nte  abgeleitete  Reibe: 

lodein  wir  diese  AvsdrOeke  in  den  vorher  «itwIciLelteii  allge- 
meinen FormelB  efaifilbren,  eriiaiten  wir  aus  Feimel  4: 
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oder,  wenn  wir  mit  l^li  ^Jn-i  (liviüiien; 


1  /j^ 

+/, 


G")(f+'>-^iG+0(?+0"(c-.-^O- 


Die  i?ormel  ü)  gebt  üher  tu  die  bekannte  Eotwickelung : 

feraer  erhalten  wir  aus  9): 

oder  t 

U)  '■'  +  (-')-%!  -a— » + .^(-1)— « V-'. 

*  T 

! 

nd  eadlicb  aas  Formel  11):. 


-....(—1)«  CÄ,..,.«(jr  +  W 


IMese  Fonnel  ist  vorzugsweise  geeignet,  einen  independenten 

i^nck  fär  CUof  4,  ^.  4)  zu  liefern.   Ffir  ;r=:-^,       ,  —l^ 

w 

^kf*»  ergeben  sich  nämlich  folgende  Gleichungen :      ^  ..^  . 
Thrfl  XXII.  1» 


L>iyUl^Lü  Li 


Ly  Google 
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m  9 


+  ciio,^k)(k-k)(k-h)ii»-i*)' 


II.  e.  K. 


—  -1^  ^ (4m  4»     ^(Jm  —  4>>  (4.  -  /i)  ...  (4i — Im^). 
m 

Am  der  «ntn  GMdrang  erbalteii  wir: 

t't4)  =  4". 

Die  sweite  giebt  mit  Zusiehoiig  dieses  Resnltafee: 

ebenso  die  dritte  mit  Bcrückj^ichtiguog  der  beiden  vorhergebendeD 
Resultate : 

ß-2  l^n  f^u  g^n 

c  (4. 4. 4)  =  fj^i^^        +        t^--^^)  +  (4^:7,7 

utid  die  vierte  unter  Beachtung  der  drei  letzteo  Ausdrücke: 

C  (4.    4.  «=Ä--A)(4-4)(4-4l  ■*"(4-4)(4-i^(4^ 

,  4"  .  4" 

*  (4-4)  (4-4)  (4-4)  (4-4)(4-4)(4-tf 

Das  Gf»setz,    nach  welchem  diese  Ausdrucke  fortschreiteil, 
lisst  sich  jetzt  mit  Bestimmtkeit  erkennen.  Wir  eotnebmeii 
WOB  leicht  fnlgeodeo  aUgemefaieii  Anedmck : 
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—  ^ 

C  (4. 4.-4.)  =e,--4x«,-Hi)(/,-4)...«,-4,) 


+  -r- 

V 

-4)  ....(4-*.) 

+  (V 

'-(ia-4i) 

....  (4  ^) 

1" 

(4.-1-4)  (/— i-A)  •  .  (4.-1-4^-30  (^i-A.) 

4,» 

Uin  IQ  beweisen  9  «Im«  dieser  Aosdnick,  der  sicli  filr  siss€t 
1«  3,  3  als  riebtig  geseilt  bst»  aucb  In  der  Folge  licbtig  bleibt, 
ist  nur  so  zeigen,  dass»  wenn  angeDomoien  wbd»  er  sei  Air  ai 
licbtig,  er  ancb  fUr  m  4- 1  gilt  Die  Darcbftbning  diesee  Scblossos 
wird  mir  der  Leser  gern  ond  om  so  nebr  erlassen,  da  dnrcbans  keine 
Scbwierigkeitiro  damitverbnnden  sind.  Vertanscben  wir  nocb  «  mit  m 
und  setscn  dann  ms=:»-|-r»  so  gebt  ob^rAnsdmcfc  In  folgenden  Aber: 

.  A!^:  

^  (4-«(/i-4)Ä-4)""(4-Ai) 

+  

.   4"4^  

+  (4-4)(4-4)  (4-4-a)(4  -4-i) * 

Einen  ibnlicben  Ansdracfc^r  C(4>A**"«^)  *v  finden,  ist 
mir  bis  jetzt  nicht  gelangen.  VIellelebt  finden  besveie  KrlfU  In 
dieser  Bemerknng  Veraalassnng,  sieb  diesem  Gegenstände  snm* 
wenden, 

§.  4. 

Eine  iwelte  bemeilcenswertbe  Anwendung  von  der  Tbeerie 
der  abgeleiteten  Reiben  gestattet  die  Betracbtnng  der  Hanptrelbea 

-  i«.    ^      sin  (r  -f  yp)        _6in(r  -|  yp  + 

"  *        810  90  ^        Sin  xp^  sin  <pi 

 C08(r-f  <y>o)      ,  _cos(r  +  (5P^  +  (5?i) 

^    .     .*  "        sin^o    '  ^       sioy^sinqpi    '  * 

Ii* 
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SB0  wcfebcB  wir  9tt 

folgende  eotsprecheode  abgeleitete  Reiben  entwickeln: 

eiste  abgeleitete  Reibe: 

^iiQ=«in(r-f-ä)>  uiOi^  1  ^a«s  r  ;  

^           ce«(r-ff -1-^)            cöa(r+  ?+9o+«3Pi) 
^%=eoe(r-|-7),  ^ais  -5  ,  .äom^  ; —  , 

zweite  abgeleitete  Reibe: 


C08(r  +  22 +9'o) 


n 


-A^t=eos(r  +  22)*  ^<xi=  . 

irf^nOAS  '  7^   •••• 

o»  a,  w« 
iite  abgeleitete  Reibet 

^             8lii(r-|-fi|-f  ^ 
^«ro^«in(i^4ff^)f  -^i  —  -r-~  , 

9S 


ainCr+n^+^^-f-^) 


j^Ht^  =   "  ;  •  f 

^  aio^siD^i 

^  ^^^taa<r+ii|-f 

coa(r<|- 11^+91^+«^) 

»■  s=  ;  . 
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Mach  Formel  4)  erhalten  wir  denmaeb,  weon  ^  r — ^  flb  r 

setzen  und  auf  beiden  Seiten  des  Gleicbbeitszeicheos  darch 
cot 90  cot 9>|  ....  cot^tt—i  diridireu : 


cosqpo      <;  1  ....  cos^)«— 1      "  • -o^*     cos tp^ 

sin(r+9o  f-<Pi)  ,                 8in(r-^yo+y^  +....+fr»-2) 
+  t2  Qp«.  ^+...+tgg>ii_i.^  » 


17) 


COS  90        9l  •  •  •  •  C06  9)11-1  COS  90 

cos(r+rpr,+9i)  ,  cos(r4-yo4- 9| -|-...-|-ya-2) 

Die  Gleichung  G)  geht  In  folgende  Qher: 


\  i  +  C  (cot cot 9»-])  sia  (r+ j) 

^       ^  +  C(cot9o,....cotg»»-i)«o(r+2y) 

i  +  

]  -f  6(cüt9o»  —  cot9«-i)sin(r+n5r), 

18)  ; 

cos  (rf  90 4-91 ....  f  yn-i)  .  .  . 

8109^810  91  ....sin ^  *v»  i/»* 

n-l  ^ 

>i-  C(cot90«....cot9k.i)co«(r-|-^) 


+  C  (cot9^,....cot9ii^i)eo8(r-f^) 

+  

+  ^(cot9p,  ....cot9ii-i)  cos(r+»^). 


Ferner  ergiebt  sieb  ans  Gleichung  9)  hei  umgekehrter  Anord«> 
nnng  der  Reihe  nnd  Vertausdiong  von  r — 9^  mit  r  nach  l«k|iter 
Rechnmig: 
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sin  r+ 


4  C  fc^tf^^Mtf^. 


m  litf  TWffie  der  ■tgciciteic«  Rata 
Matte  fall  ciMT  spitem  AMbadhas  w,  da  die  Botiaclini 
dir  DÜMiMMidtai  dM  Hauptttewi  diMer  AiMt  acia  mIUb. 

f.  5. 

Ehe  wir  di«  Fomeln  der  ForhergeheDden  Pamgrapbeo  auf 
die  Difereaseoreibc»  aBweaden,  mfisaea  wir  folgeada  BaaMikoa- 
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und 

Um  al>er  dem  Falle  einer  muglichen  Vcrwechscluiig  gleich  vom 
Anfanse  herein  vorzubeugen,  bemwkeil  wir  hier,  da«8  diese  «p€- 
cielle  IJc  deutuni;  des  Index  n  von  der  «llgemeinerD  desIndex  voll 
a  wohl  zu  unterscheiden  ist.  indem  die  in  gegenfrirÖger  Ahhaod- 

Ion?  vorlcommendea  Symbole  Qq,      ,   fl«  ganz  allgenieiDe 

Grü^'sen  bezeichnen. 

l  ür  -^/^=:. ...  =  /„=!  ist,   wie  schon  früher  erwähnt, 

das  Zeichen  yt  mit  J  zu  vertauschen,  und  nach  bekannten  Com- 
binationssätzen : 

m 

m 

m 

2U  setzen. 

Mit  Rück-sicht  auf  diese  Beiuerkungen  gehen  die  Formeln  4), 
5),  6),  7),  9)  und  10)  unter  Amvendung  der  leicht  au  veriüciren- 
aeo  Relation      =: n«.«.  in  die  nachstehenden  über: 

•  21)   Om—OQ^Joo  +  Jag  +  4%  +  — •  +  ^«»-i » 

23)   an  =  «qOo  +  «i-^^o  +  %^ao  + ....  +  ««^«o » 
SM)   flo  +    +    +  a«-i=ni<io  +  n^oo  +    +  «»^"*«o» 

1)«  jma^  =:  no^o^^i'h  +  ••••     l)*«»«» + 

l)m+l  ^=  (»—))«ia»H.l— (»~2)m^Om^  1  +  (»-3)^  ^am^ 

— .....  (—  l)«-^  m«^^«-"*~^a«M-i» 

Ferner  erhalten  wir  aas  den  Gleicbangen  25)  nnd  27)  auf  ein- 
fach« W^se: 
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Ebenso  ist  natflriicb  auch: 

28)  «o-^flo+'^tto— •••(— ^)"~''^"~*flo="ißo— 

Von  diesen  Formeln  können  \\\v  uns  noch  zu  anderen,  xam 
Theil  allgemeineren  erbeben«  die  jedenfalle  noch  nicht  bekannt  sein 
dürften. 

Eine  solche  Formel  erhalten  wir,  wenn  wir  den  Ausdmck 

flu  —  «a  •  ^  -^fl«-a  +  «4  •  ^  ^anr-^— »a  •  ^  -^'««-e +'•• 
rl  fts 

dergestalt  transfonniren ,  dass  wir  auf  jedes  Glied  die  1  oi  iuel  23) 
bei  einfacher  \  ertauschung  der  Indice«  auwenden.  Dadurch  wan- 
delt sich  derselbe  in  diesen  um: 

«olflö  +  «i^<'o+«»^o+  ««^«b  +  •  •  t 

4. 

Pf 


welciier  im  Allgeraeinen  von  folgender  Form  ist: 
wenn  wir  nämlich  zur  Abkürzung 

^2=11,-11^(11-- 2)1.  J  +it4(«-4)o. 


Q  =  «3 — "a  ■  (»  -  2)a  •  ^  +  «4-  {n--i)i  —  —    .  («— 6)0 

f*>  l*! 

fl.    8.    W. , 

Oberhaupt  allgemein 

2,  4« 
Cpi= Wo     "~~    («  ~  2)i.i_i .     ^  W4  (/I  —  4)«_2 .  ^ 

f*i  Me 

setzen.  Die  vorstehende  (m4  l)*J:liederiao  Reihe  ist  summirbar.  Um 
diese  2>ummatioD  ausxafäbren,  geben  wir  von  der  Hauptreibe 
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I^SSl,     £1,=  jj-          ,      Ot—  JJJ        »  V. 

aus 9  denn  Differentenreihen  folgende  sind: 

ernte  DUfereeseiireihe; 

zweite  DiffercDzenreihe: 

u.  s.  w. 
mie  Differenzenreibe: 

Wenden  wir  abo  die  Formel  ^)  flir  ft:=iii  a>if  diese  Oilereozeii- 
reihen  an»  so  erlialten  wir: 


oder,  wenn  wir  mit  %m  multipliciren, 


=  mo-wi  ^  ^~  +  —  


|tM  Pa 

— (— Ij'-iiamC»  -  ; 
daher  '  —> 

r  (ft-fm->it)„ 

unrl  endlich.  \\<  rui  \\ir  wieder  auf  den  Anfang  unserer  Entwicke 
lang  zurückgehen  und  das  letzte  Resultat  beachten : 

«0  +      •  Z  +  ^^£lo+*...  +«n.  —  ^^a^  =s 

^_      I  W  f**» 

90) 


flu  —  »1.  ^  ^fl«-a  +  "♦  Ii  ^a«-4  -  «0 .  ^^'cn-^  +  .... 
1*1  ra  1*8 

Diese  Formel  ist  wegen  ihrer  Allgemeinheit  sehr  bemerkens- 
wertb.    Wie  au8  ihrer  Entwiekeiung  hervorgeht,  bezeidbnet 
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.rgend  «.eicbe  GfB«,L  Dfa  r      ,  • 
Spe.;.,;si™„g  d„  ,,ri,e,^b.^"™<"        erschein,  rt«,  * 

Eine  a„7'';"~''"^''"-+^"-^>»^+- 

*^»ne  andere  SpezFafHät  d^r  ri  •  l 

e-Seben.   W-' ««mlich  „a^^j.;,^^«^^»^«»«!  «»gerade«» 

'  /-«  ' 

(-1). .  *a!!r!M2!ti+l,  j,,.^ 

^  — rars  ^ml^,^^, 

•faher  erbauen  „  ir    ^enn ^  '^^^^ 
«-      verbinden  „„j  »  ".it  dem  ««flem 

(2«— j),^«»«^ar 
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also  nach  dem  Obijeo: 


ao  +  ^<lD=2.  1.2.3  ....2»  

4 

n^n^ -  P) ....  (n^—n^)  ^ 
1.2.3.^  (2« —2) 

+  .  2.      21^1«, + (- 1)«.  2z/«  «a, 

öder,  weofi  wir  diese  Reihe  in  umgekehrter  Ordaung  aafschrei* 

(—1)" 

ben  and  dmeligSiigig  mit  '  o  nrnlt^Hcireii: 


•  1.2.3. ...ä»  


S«ti«i'wiT  faiMr  Ib  Fonoel  31)  ShtI-I  «i  die  Stelle  vra  m,  ao 
haben  wir: 

-....(-l)»(2n  +  l)iu.  ^  ^»a,. 
Das  allgemdne  (r*f  l)8t6  Glied  dieser  Reibe  Ist: 


oder 


(2ti-i-l)2ii....(2w~2r-i-2)     2r(2r— 1)  ....(r-f  1) 
1.  2  ....  2r       *  2«(2« -1) ....  (2»-r + 1) 

eder»  wie  man  diireii  einfiusiie  Reebnnng  findet: 
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Betrachten  wir  jetzt  Hie  Formeln  JI)  bis  28)  einigerraasseii 
mit  Aufmerk^aiiikeit,  \^ erden  wir  bemerken,  dass  sich  immer 
je  zwei  «lieser  Formeln  entsprechen,  nämlich  21)  und  '25),  22)  und 
26),  23)  und  27) ,  24)  und  2ö).  Es  ist  daher  zu  vermuthen,  dass  es  auch 
ibolicbe,  den  Formeln  29)  his  '13)  entsprechende  Formeln  gehen  wird. 
Diese  Formeln  zn  finden,  dabin  mOge  jetat  unser  Streben  gerichteteein. 

Wir  gehen  annächst  von  dem  Ausdrucke 

{-  J)»  i  z/»  «o  +  %  •  ^     - '  «1  -l-  W4 .  ^  -^«-* «a  +  «• .  ^  ä^^H  i  -  i 

f*l  r%  f*S 

ans  und  unterwerfen  ihn  auf  lihnlirlie  W(  ise,  wie  hei  der  Herlei- 
totig  der  Formel  29),  einer  derartiiren  Transformation,  dass  wir 
nf  jedes  Glied  desselben  die  Formel  27)  anwenden.  Dadarcb  gebt 
mer  Ausdruck  in  den  folgenden  Ober; 

»ol«o-""i<»i  +«»oa-~«srt3  +  I 

2 

+  «a.^l  «1  — (n  — 2)|a2  +  (w  — 2)ac/3  —  ....| 

PI 

,  +  We  .  ;/  {  Ol  —  \ 


daiter  haben  wir 

2  A  6^ 

f*i  Pa 
s:  Oq  —  Ai«!  4"  ^ft^a — '  ^»^'s  "1" 

wenn  dSmlich  der  KQrae  wegen 

2 

^i=nüni  — «a(»— 2)o«  » 

^7  4« 

= «owj  —  Hain— 2)a .  ^  +  «4.  (n  -  4)^ .     -  if« .  (n  -  6)0  - , 

u.  S. 

überhaupt  allgemein 

%  '  ^ 

t= «0«»- — 2)w-i.  —  +  «4(n— 4)«-a.  —  < 

,      .  -,...(T-l)"in-.(n-2ifi)o.^^ 


.1 

j 
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■ 

gmiil  wird.   Die  Summe  dieser  Reibe  habeo  wir  ab«r.  Inreiti 

bei  Gelegenheit  der  Entwickeluog  der  Formel  29)  gefunden,  Ei 
ist  nämlich: 

folglieb  erhalten  wir,  wenn  wir  auf  das  NächetForbergebende  sn* 
rflckbliefcen»  die  beroerkenswertbe»  fiir  jedes  ft  geltende  Formel: 


34) 


FGr  fA=n  folgt  aus  ihr; 

36)'  «0- «i +  «2— ....(— l)»«« 

=  (—  1)«  { 2/«ao  +  (« — l)i  ^"-2 -f  (« — 2)az/«-*aa  + .... ). 

Wird  in  Formel  34)  fA^n — 1  gesetat»  so  Teracbwinden  die 
Glieder  der  rechten  Seite»  anagenommen  das  erste  und  letzte« 
weil  unter  der  Voraussetzung ,  dass  r  und  n  positive  ganze  Zäh- 
len bczeiebnen,  rii=0  ßr  Ji>r,  und  es  bleibt  stehen,  wenn  wir 
noeb  mit  (—1)*  multlplldren ; 


Diese  Formel  hat  dieselben  Coefficienten,  wie  die  durch  31)  be- 
seichoete.  Nun  ergaben  sich  aber  aus  letsteVer  die  Formeln  d2) 
und  33),  indem  wir  gerade  und  ungerade  n  unterschieden,  die 
Coefficienten  in  anderer  Form  darstellten  und  endlich  noch 
Urakebrung  der  ReiTie  vornahroen.  Auf  ganz  dieselbe  Weise 
halten  wir  aus  35)  die  folgenden  Formeln: 


and 


■>«(ll«-l«)-.(n«-,;^») 


•a.+K« +1) .  ^^»a._. 


38)  <  +i(it+2)-|!^^-y^^»a«-a 
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Ein  paar  andefe,  der  Theorie  der  bOhereo  DIffereiweiireilm 
aogeborende  Formebi  erhalten  wir  durch  folgenden  Verfahren. 

Ausgebend  von  der  Reibe 

io=ao4-^€ro>   Ai  =ai^ /f^^Qi,   A^^z  a^-^- A^^a^,,... 

als  eioer  Banptroihe,  entvrielselD  wir  nachatehende  Diffetonien* 

rtiben: 

er«te  DitfereiizeDreibe; 

sweite  Differenaenreiho: 

AtsJ«ao+^«ap,  J^Ai=J»ai-\^Ar^^ai,  A^A^^J^a^^J^-*a^,.., 

n'«  8«  w, 

fife  Differenxenreibe; 

A^A^^J^a^+Jf^-^a^  

Weil  nun  nach  Gleichung  22) 

Ak  =  IcqAq  ^  kl  JAq  -f  k2A^AQ  -J- ....  ^  UnA^A^ 
Mk--l)nä^^AoMk^-2)uAHiAt^(i^ 

M  erhalten  wir  dvreb  «nfiiehe  Snbatitutiott  der  vorhergehenden 
AvfldrficlM  in  diene  Gleichung: 

.  •»+il^-*aifc= A)(«o  +  Ara^)  +  ki(Aa^  +  Ar-ia^)  +  Aa(^flo  +  ^'"^) 
+ ....  +  ^,  (^«0  +  ^»oo)  f  (-^^  n^  -1- 

■I-  (A-2)»(J»+Aß^^^r-«-aoj)^(^3^^«+i^^^r-«-a^ 

+ ....  f  w„(zi '  Hajk-«_i  + -J»--*«*-«-!). 
FSr  i(;=r=2}t  entsteht  hieraus: 

«*.+aai=(2i»)o(aa+  ^ao)  +  (2«)i  (-^«o  +  -i/*»-»««) 

+(2ii-3)»(^"+ifl.  -I-  ^— ^ai) «.K^«+'«ii-t 

Diese  Gleichung  ist  noch  einer  ziemlichen  Vereinfachnng  fiihlg. 
Kack  Formel  23)  ist  nUmlich : 


. »  •  •     « J :  t  i       ^  , 


1 
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+ ....  +  CIn)2n-k^-^ao  +  (2ii)j.ii*«flo; 

also  erhalten  wif,  wenn  wir  in  dieser  Gleichung  das  erste  Glied 
mit  dem  letzten,  das  zweite  mit  li&m  vorletzten,  u.8.w«  Terbioden 
imil  dabei  die  Relation  rtn  =  rf!u-m  zu  Hölfe  oehnten, 

utm = {«o+^flb) + (^<ro+ -^-»«o) + (2«)«  (^Oo^^"^ 
+ ....  +  (2w),^-i(J«-i/io+^«+%)  f  (2»)»^«ao, 

und ,  wenn  wir  endlich  diese  Gleichung  von  der  drittietztea  sub-  , 
trahiren, 

i 

+  (2«-2)„  (4«+*a4  +  +  (2n-3)«  (J^^^a^  +  -^'«J 

Noch  eine  Formel  erhalten  wir  durch  die  Betraehtmig  der  i 
Hauptreihe 

aus  weicher  folgende  Reilicn  enti^pi  ingen : 
.t  •  ,  >  erste  DÜferenzenreibe; 

I     JA%^Ja^  +  (—  ly-i  ^Or-s , .... , 
zweite  DifferoDzenreihe: 

u.   s.  w. 

nte  Differenzenreibe: 

A^Ai^zsiJ^a^  +  (— iy-"iÄi*flr-ii,  -^Jj  =-^11,  +  (—  1)»-«  ^ar-»-i» 

^f»JÄ=  l)»^^l*ar-.«_,, .... 

Weil  nun  nach  Formel  26)  ' 

i 

(- 1  )*  zTMo = A:o  /^o  -  Ä'i     +  ^'2  ^2  —  •  (- 1)"  ^«  ^«  i 

:  ■  :  i 

ao  alnd  wir  berechtigt,  1 
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— ....  (— 1)»-' JI«(^i*-»-la«^l  +  (— f  «+l  ^4r-»-l  j 

zu  setzen,  eioe  Gleichung,  welche  für  k=:r^%n  lo 

übergebt 

Da  nach  Formel  27) 

so  haben  wir,  indem  wir  in  vorstehender  f.eihe  das  erste  Glied 
mit  dem  letzten,  das  zweite  n»it  dem  xoi  letzlen,  u.  w»  vereinigen 
und  die  Kelation  rm  =  rr~m  in  Aimenduog  bringen, 

J»««ro  =  (2»)o(«o  +  «an)— (fl,  +«a«-i)+  (2»)^  (öj  +  a4„_a) 

— ....  (~  I) '(-'/^«a«, 

vnd  endlich,  wenn  wir  diese  Gleich ang  Ton  der  drittletiten  snb« 
trahiren; 

1(^l)»^a<p=  (2«)««»— (2»  —  l)n(<lnil  +  On-l) 
+(2*i-2)„(^^fl„+i-^<r«-.«)-(2ii-3)„(zf2a„^i+^^) 

Wollen  wir  nun  Anwenduiic^en  von  der  Theorie  der  Differen- 
zenreihen machen,  so  haben  wir  Haiiptreiheii  \on  der  Beschaffen- 
heit zu  wählen,  dass  die  Glieder  dor  siiccessiven  Differenzenreihen 
das  Gepräge  eines  einfachen  Ausdruckes  an  sich  tragen,  und  dann 
die  Formeln  dieses  Paraijraphen  auf  diese  Reihen  anzuwenden. 
Da  zwanzig  solcher  allgemeiner  Formeln  vorliaiKlen  sind,  so  er- 
halten wir  mittels  einer  einziffen  Methode,  nämlich  der  Metbode 
•  der  DifferenzenbilduQg»  auch  eben  so  viele  speziellere. 

TheilXXIL  20 
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^  und  , 

f  V') 
ao: 

reihe  ,i- 


ao  die 


"'9>  + 


1 


Ly  Google 


jittels  der  VuvuuAu  S-l} ,  30),  31),  32),  ,33)4 


•■i  M  ; 


ÄT"i  r  ■  wfj'A'" 


•Ii 


'l^^iß^fir    /rTT(?>>  -I-  <ra^  (r+ Ji^  r^))}  _  j 

o^etiier^i»  Betrachtungen  «^hen  wir  üds  ji^t 
ea  fVipi,  .welche  ffurklich  die  enter  @  namhaft 
lilitttnenp  Die  fpnfijifllsle'T^fioii  dleeef  Art 


20* 


i 
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5.  & 

Men  wir  TonuMMliea  woHaii»  du«  u,  ß,  y,  <p  wmA     rai  r 

mnabhängige  Grossen  bedeaten  und  die  FuDction  /(r)  van  r  die 
fiedioguogsgleichang 

gelnnidffli  iit»  nehneo  wir  fo^s^nde  Hanplveibe  an: 

Die  eneceeeiyett  OiferensenreiheB  dieacr  Heoptreyie,.  die  nefllrlitl 

mit  steter  ßerucksicbtignng  der  Bedingungsgleichung  unter  ^  er- 
halten werden  j  aind: 

ernte  Differemenrelhe: 

Ja^=€f^*ßY^f(T'\^V'i'2iß),  u.  e.  w. 
zweite  Differenzenreihe: 

z|2^^=a"-4^|rV][r+2g7+2ii;),  u.  s.  w. 


mte  Üiüerenzenreibe: 

Iflbevliaupt  ist: 

Durch  Anwendung  der  Formel  21)  erhalten  wir  hieraus  foi 
gende  Uieichong: 

+ ....  +  A^i/lr + 

eder«  wenn  wir  9  l&r  r  setzeD  und  beideieeite  durch  ß  din- 
dires: 

41)    «  g  =Ä^/ff)  +  «^^«y/Xr  +  t) 
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fmr  eribltoD  wir  ycmittels  der  Formelfi  33),  90)>  31).  32),  33) 
und  99)  mieh  den  Obigen  leiehf  folgende  ErgeboUse: 

y"/ti'  +  «*)-<Wr)  +  jiia^V/tr  +  9>)+iia«^ 

i«"/rr)  +      W  (r  +  9>)  + ....  +  /S^/lr  +  W9)) 
^rf^T-i-n^)  -  («— 1),  («^)y— 2/-(„^^^,^:::2^) 
+  (it--2)2(«j3)V-*/"(r  +  29)  +^i::4t)— 

j«»Är)+<J»/([r+»t9)==y»/(r+i.^)--i.i.^-^^(«|»^^ 
«*"/i[r)  +  P'«/i:r-|-a»y) 


••••  , 


-  T:5(«^)"-V/'(r+«-l9>+3*> 
jt»  (n*  1')   

•  1.2.3.4^.2»  J*'/(r+2«t). 

(- 1)».«.  =r-(«^cwt'"+*9»+i>') 

«+2  n«(n«-l«) 


+  (2it— 2)«(«^)"-»y  [|3a^r  ^ir+Ty  +  ^) +a«/(r+Ä=:29j-V)] 

+  ....  +  Wfly«-i[i3"+ J  f{r  i  /7~PT9 + iTät/') Y(r  j. 


Nach  diesen  allgemeineren  Betiachtiini^eii  äehen  wir  qds  jetzt 
solchen  Functionen  um ,  welche  wirklich  die  unter  ^  namhaft 
Sttidite  BedlDgnng  erfüllen.  Die  einfachste  Function  dieeer  Art 


r 


\ 


iAt  f(ry=r. 


4i>.  45^<        -Irr  «imck 


84>  ^ 


1 


/ 


\ 


7J- 


(- 1)-.« .  ^S^^TT  ^ 

r«3)»  (o + Ä  [r +  Sf] 
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+...+n,i(«+/S)"-H/3"+H»*+(«+l)(«+ft^+(fi-l)/?ri 

und  mittels  der  Form«!  43): 

^-t^-'ßlr^  + ....  +  ß'^lr  +  ii(«+/5)ri 

^(«+|3)»(rH-n/?0--(«-l),(«^X«+Ä"-^[r+(«f/3)^+(»--2)^^^ 
+(ji-2),(aft«(«-|./5)-4[r+2(«+^)p  +  (n^i)ßg]  - .... 

IKeseFormel  ist  noch  eloer  bedeutenden  Vereinfachonpf^hi^?,  da 
die  Reihe  aof  der  liokeo  Seite  des  Gleichheitt^zeichens  smun  irbar 
»t  Diese  SommatioD  findet  folgen dermaassen  ihre  Eriediguug. 

Es  sei 

S=«-r+a«^^l^+(«+^)^J+««-*^r-^2(«+^)ri+....^.^[^^ 
■0  ist 

^  «  («^  -f-  «^/J«4 ....  +  /3»)r 

+  («+  /5>^^  [«--i  -f  o— a/J  +«»-»^  4- .... 


KhPOi  wir  jetzt  ia  Pomel  4t9  SabstStotfoDen 

k  ood  Feitanscheo  gieidizeiUg  it— 1  mit  «»so  erlialtea  wir 


)nefa  Aoweadnng  dieser  Fsmel  fcretrfsriit  sidb 


SM       »Mürnr  Wermer:  TkmrU  ämr  abgHeU»im  Attkm, 

^= — ^Hä^ — ' 


wd,  weoo  die  Fomel  64)  Docb  einnMl  benotat  wiid,  in 
Wir  Ittben  denioach  oacb  dem  Obigen: 

+  ...•+i5"[r  +  n(a+i3)e]; 

also  mit  Rücksicht  auf  die  Formel,  welche  unmittelbar  auf  die 
liurcb  53)  bezeichnete  folgt« 

66)  — —  |5       +  «  _^      -  (w+1)  iW-»^ 


+ («-2),(«jJ)*(«+/J)«-*[r  +  (2« +ir=2/J)d  - ... 

Wivd  in  Gieicbung  49}  r=1  ond  (^=0  gesetzt»  so  eiglebt  ilcb 

die  allbekannte  Formel 

welche  daii  Binomialtheorem  für  positive  gauze  Exponenten  ans- 
epricbt  «od  augieich  den  Grund  entbäit,  weswegen  die  Grüeeeiilbm 

_  ii(ii-l)(n-2)....(n4-X:+l) 
der  kiQ  BinomialcoefSdent  für  den  Exponeuttm  a  ^jen^umi  MirJ. 
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Fdr  »=^=1  erhalten  wir  bieraus  folgende  Eigeoschaft  der 
binomiöclieo  CoeflicienteD : 

58)  2«=l  +  wj+»ia + 

nd  filr  0=1  und  /3ss— I: 

59)  Osxl-Jii+iif  •...(-!)-«„. 

Setzen  wir  ferner  in  den  Formeln  50)  bis  63)  und  in  der  For- 
mel 56)  r=l  und  i;=Oj  so  gemoneo  wir  nachstehende  Resuitate : 

!  (-1)-  — |^=(«^)»-j^(aiS^->(«  +  |3)« 

 1.2.3.4,...2»  <«+»*••. 

(- 1)-. ».  aM-i  ""r         - («+/»)• 


(o + /3)»»=(2«),(o^)« + (2»  - 1),  (ttffir-^  + 


Die  speziellere  Annahme  «=^=1  in  den  Formeln  60)  bis  64) 
ficfertmii,  wenn  wir  sogleich  berficksichtigen,  das«  nach  Gleich.  6äi : 

 ^— Äif+I  Ittr  m^ßml* 
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die  Ejcg^bnUse: 

«6)  (-*)"=«-0-2H2^J\2« 


••••  f 


•'•^       •        1.2.3.4.... 2tt 
07)  (-1)«   ?i-.?L±i.  +  2  n^i^^^)  y 

-..«(-IJ  2«+!  1.2.a.4....2» 

68)  2^» = (2«),  +  (2»  -  J  )«.  2  +  (2n  -  2)« .  2^*  + .... + .  2« , 
69)  w  + 1  =  2« -  («^J)4  2«-2 ^  (,i_2)a2«-*— 

Zwei  andere  Ffuicfionen ,  welche  die  im  Einea^t^e  dieses  Pa 
ragraphen  ansgesprochene  BedingungsgleichuDg  unter  Q  beiriedi- 
gen»  sind  /'(r)=siiir  und  f(r)  =  co6r;  denn  es  ist  einerseits 

sin  (9 — ip)  sin  r  -|-  sin  ^  sin  (r  -|-  9)) = (sin  qtcos^^  cos  ^sin  ^)  sinr 

-f-  sin  1/;  (sin  r  co«  9>-|-cosr  sin    =sm  97  (cos  i^sinr-f  sin  ^cosr)» 

also 

sin  (g? — ^)siDr  4-sini/;sin(r  +  9)=sin9Sin(r  +  '^), 
und  andererseits: 

sin  (97 — 1//)  cosr  -f-  sin  ^  cos  (r  -f  9)    (sin  9  cos    —  cos  qt  sin  ^)  cosr 

+  sin  1/;  (cos  r  c  OS  9p  —  sin  r  si  n  9)  =  sin  9  (cos  t//  cos  r  —  sin  t/;  sin  r ) , 
also 

sin  (9 — ^)  cosr -f  sin'^  oos(r -f  9) =siD  9CO8  (r-f- 

Um  daher  die  Gleichungen  41)  Inn  47)  auf  die  Functionen 
/'(r)  =  sinr  und  /'(r)  =  cosr  anwendbar  zu  machen,  müssen  wir  iüs 
beide  Functionen  ex  =  sin (9-"^),  jS  =  sint/;  und  y^sing)  setzen. 
Wir  erhalten  alsdann  vermSge  der  Formeln  41),  42),  44),  45),  46) 
und  47): 
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81)  00011^ 

^  %  4« 

Ä2^icös^— iij.^^^Y^2»-«  cos  -^^'H-  «4.^-3j^2«»-«ci»a^»~*--, 

welche  Formel  den  Cosinus  einos  vielfachen  Bogens  in  den  Po* 
tenzen  des  Cosinus  Tom  eiofachen  Bogen  ausdruckt.. 


82) 


(—  ])»cos3ii^=l—       cos^  +  2*.  -y^ 3  4-  cos^ 


(—  J)"  •  2i|^  co8(2m + 1)^=2 .  ^  cos   -  ^' .        .  ^  cos t^» 


83)  {    +2*.-y-.^_.^^3^4  cost^i»- 


uod 


(  2««eos^=(2n)«+(2»-^l>,.2eos2^?'+CA«-2)«2»co8i^co»3v» 
84)  -J 

t      -f  (2n--3)»23co8    cos  4yr  +  „«  -|-  n« .  2"  cos  v*""*cos  (« + l)y». 

Was  endlich  die  Formel  78)  betrifft,  so  geht  dieseibe  fiir 
9=2u'  in  ioigende  über: 

85)    ^^5^j^^==t2«cosv^— («-^ 

-|-(n— 2)2  2«-*cosu/"-*— .... 


Lassen  wir  in  den  Formeln  unter  80)  V  in  V'  +  g  ^^^'S^^^n,  so 
folgern  wir  aus  iboen  mit  Leichtigkeit: 


TP. 


86) 


( —  1)»  2*»  sin  V"  sin  [f  +  »  ( V + 2  )  3  " 

+  »?.2sin(r  +  4v)  — ....(—  l)"w„üiii  (r  +  2?*^), 

( —  1)*»  2"  sin  V"  cos  [r  +   (v'  4-  ijr)  J  =  cos  r  —  ?i|  cos  (r + 2y) 

-|-ii,cos  (r + 4v)  — ....  (^l)'']i«cos(r + 2ity). 


In  der  zweiten  der  durch  80)  bezeichneten  Gleichungen  wollen 
wir  jetzt  r4-ii^=:0«  also  rs= — sotten;  wir  erhalten  danns 
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2"  cos  v"  =  cos  «v^  -f  «1  cos  (m  —  2)y  -|-  %  cos  (» 4)  v> 

md  bienuiB,  wenn  wir  die  ( osinua  der  (vieiehvieifacheii  des  ßo- 
gens  ^  verdnigeo  und  die  Relatioii  11«=««^  beaebteD«  ior  ciii 
geiades  n: 

b7"j       ^  cos  v^^cofinv  -f  %  eoft  (» — 2)  v  -f  ««co«  — 4>y 

sowie  für  em  uagerades  n: 

-|-  ....  -f  ii;(fi-lj  COS  ^. 

Wenn  wir  fijpaer  In  der  swetten  der  dordi  beieiclibetaD 

Fermefai  r-f  «(^'  +  2)^^'       '*='~'*(9'*f  2^  aetgen«  so  erbalteo 

Wn  durch  ein  ühuticbet»  Verlahreo  wie  vorher  für  ein  gerades  n: 

« 

imd  für  ein  ongciades  nx 

88*)   (—         2»-^«in v^=Äittii^ — «x  sin  (a* — 2) y + »^sin (»--^4)f 

— ....  (—  l)iC»-*)>ii(n_i)  sin 

Vemiittels  der  vier  letzten  Formeln  kann  jede  Coelnns-  eder 
Sinus -Potenz  eines  positiven  ganzen  Exponenten  dnrch  die  Cosi- 
nus oder  Sinus  der  Vielfachen  des  Bottens  aus^ediQcIct  werden. 

Es  liesse  sicli  leicht  noch  eine  grosse  Anzahl  von  öpi-ziali- 
täten  aus  den  a!!i;enic'i?jcn  formeln  70)  his  7^»)  ableiten,  von  denen 
jedoch  hier  nur  loigeude  Platz  ünden  mögen«  da  die  übrigen  die* 
seo  an  El^anz  der  Form  nachstehen. 

Die  Substitution  v^rsSg»  in  den  Formeln  70),  71),  72),  73),  74) 
und  7<S)  tVUirt  uns  in  dieser  LJezieliung  nach  einracher  Rechnung 
sogleich  .auf  die  Resultate: 


 2^^^^  =  sinr  -sin  (r  -f  2^) 

+  ein(r-|-49)— ....(— |^-i8in(r+2ir=§9»),  • 


(^l)«^^cos(r-|-2ii— ly)^-cos(r-y)  .     ^  ^ 

 öj^-  ^=cosr-cos(r+29) 


2co89 

+ 4S0S  (r  -f  49)  — l)«- 1  cos  ir  +  2ä  -^), 
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nnf!,  ^renn  wir  i%  den  letzten  iwei  Gieicbmig^  noeh  r=9MtM» 
die  bekanntoB  Formeln:  ^ 

\  sin  nf^zni  cos  v**^^  siny» — «gCOfiV»^^iav'+%ca»v^~*«my^-., 

98^ 


I 


wdlcbe  den  Sines  Cositim  eiees  vielfachen  Bog^s  ia  den 
Polomeii  det  Sinui  wul  Coeieiie  vom  einfachen  B^gen  aiudrfliAcD. 

Die  «peilelle  Aoaahme  ^  =  ^  im  GlelchaDg  71)  und  9=^-f  j 

in  titleicbitog  70)  ^lebi  uuä  «udlieh  die  Formelct: 


d9) 


(—  l)**sin gj^B\n(r+n^ ssz cosgy^sinr— n,  cos 9»-** sin (ir 4-^) 
•|-%coo^p^«iD(rHh3^)-^-~.(*^l)"iitoaio  (r-f^ny). 


( —  l)»siii  9"  cos      n  2     cos  f>"cos  r —  «i      <p''^^  cos  (r +9?) 

+ cos  ^«-•üOStH-äy)  (— l)»Ji«cos  (r-^fi^); 


und 


 STi^"^  :358iDr+oln(r+v')  +fliii(r  +  2^> 


+        siD  (r  +  n  — iy], 

OOS  (r + » — 1  ^)  sin  iftV' 

 s=s  CO«  »  +  cos  (r  +  V)  H  €OÄ<r  +  "tf) 


+     + cos  (r+»-^ly'). 

P'ie  letscteu  zwei  Formeln  lelirca,  Sinns-  und  CosioBs- Summen 
von  Bögen  zu  berech^en>  diQ,  in  einer  arithiu etlichen  Progressioo 
unt^  eiuao^r  stehen.  . 

Einige  Worte  noch  mögen  diese  goniometrisdien  l7utersueliuD' 
gen  beschiiessen.  Die  meisten  der  im  Vorhcigehemlen  enthalte- 
nen Ijekaiinteren  Formeln  dei  iioiiiuuK  1 1  n:  werden  geu  i>luiiich  durch 
Vermittelinii^  des  Imaginären  nachseu  it>en.  80  elegant  auch  der» 
artige  Beweise  sind,  so  ist  doeli  nicht  in  Abrede  zu  stellen,  dass 
die  Einführung  der  imaginären  Grössen  der  Nattir  des  Gegenstan- 
des^ mit  dem  wir  es  hier  zu  thun  haben ,  gänzlich  fremdartig  ift 
Die  Goniometrie  bedarf  nicht  der  Theorie  dof.  imaglBiSren  GiQ>* 
aen»  wohl  aber  die  letztere  der  erateren.  üeberdieM»  Ist  an  W* 
merkeo,  daaa  die  Bewelae  mit  HÜdfe  dea  Imaginlfen  kaiaeav^ 
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elementar  genannt  viFei^eii  kOnnen«  da  der  Anfänger  wohl  ohne 
Schwierigkeit  mit  imaginSieD  GrfieeeD  rechaen  kann,  aber  über 
ihre  eigeetliche  ßedeutong  sich  noch  im  Unklareo  befindet.  Frei 
TOD  diesen  MSngeln  ist  die  Darstellungsmethode,  die  wir  Im  Vor* 
hergehenden  in  Anwendung  gebracht  haben,  and  dürfte  zur  Ein- 
fuhruDg  der  im  Vorhergebenden  entwickelten  Formeln  In  die  Ele- 
mente der  Goniometrie  Veraiikääuu^  geben. 

5.  7. 

Zwischen  den  Facull&ten/  das  helsst  GrSsaen  fon  der  Form 

aia  +  /•)  (a  -f  2k) ....  (a  +  7*  —  Ik)  existirt  eine  grosse  Anzahl  Inferes» 
sanier  Relationen  ,  auf  deren  Entwickeliing,  wie  wir  sogleich  sehen 
werden,  die  Theorie  der  höheren  UiÜerenzenreihen  mit  dem  hesten 
Erfolge  angewendet  werden  kann.  Um  der  ])arftteHuiig  dieser 
Relationen  die  müglichste  Kürze  zu  verleihen,  schlie4<i;en  wir  uns 
der  «blieben  Beaeichmtag  der  Faealtäten  an  nnd  setzen  mit  Grelle: 

und 

(a,  A:)0  =  1. 

Dasa  durch  diese  Grvssenfonn  auch  die  Bioomlalcoefficienten  dar- 
gestellt werdea^  kSnnen,  geht  seglelcb  ans  der  Glelebong 

_  Kf*-l)0t-2)....(ft-«-H)_(f*>  -l)" 
f""—         1.2.3  ....  »  (Lylr 

hervor.  Di<»ss  vorausgesetzt,  entwickeln  wir  jetzt  mitteU  der  leicht 
za  beweisenden  Formel: 

=  («,  ««(ft  ky-^  (ai-ß  +  fii  +  r-iA,  «'+1 
aaa  der  Beibe: 

aa=(a,  ifc)^-»(a+i? +V^Ä,  k)^,  n.  s.  w., 
als  einet  flanptrelfaa»  die  saecessiTen  üiffereoaearelheB,  aimllcb: 

erste  Difierenzeureihe: 
^ao=(«.  ky-Hß.  k)\  M  ==(«?,  ky-Hß.  ma^ß-|■^^^ 
Ja^  -  («,  k)^Hß,  ky  (« + ß  +  ^i^^^m  u.  ö.  w. 
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zweite  DiffereDMnr^he: 


wte  Diöerenzcnreihe: 

überhaupt  ist  allgemeiD: 

^"•«r  =  («,  ky-^(Jß,  k)^ia-^ß  +  v^rÄ,  i^)»- 
m  setzen;  daher  erhalten  wir  mittels  Formel  21): 

+ ....  +  («,  Ä)*'-»  (jS,  (a+zS+^H^flifc, 

oder,  wenn  wir  beiderseits  durch  {ß,ky=^ß  dividireo  und  dann 
ß^a  für  ß  schreiben: 

^ («,         (jj  +  TZTI^  /:)»  +  ....  +  (c. itj*-« (ß + i^^+U, 
Ferner  ergeben  sich  aus  den  Formeln  23),  30),  31),  32),  33) : 

m)  ^        (« + ^ + = («,  ky + «1  («.     (ß,  k)  1 
t  +iiäB(«,  ky-^(ß,  k)* + ....+«.(«,  it)'^(ft  *)•, 

(«,  Ä)»'+(«,  Ä)''-'(^,  A:)H(«.  Ä)'^^(ft  i5:)*+....+  («^  «"-(jJ^it)» 
=  («,         («  +  ^  +  iTZSit,  Ä)« 

— (»— l)l  («.  Ä)l  (a-|-/5  +  v— ji  +  2ii;  Ä)— * 

+  («-2)a(«,  Ä-)''-«+a(i8,  *)ä<a+(8+v-»+4*,  *)«-«-...^ 

a«,    +  («,  Ä)»'-«  (ß,  ky=z{a,  ky-n  (a  -f  |S + ky^ 

(        +  »4.^^(«,A)»'-"+«(Ait)V+^+i^lM^^ 


103) 


104) 
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*  Diesen  Formeln  kennen  wir  noch  eine  elegantere  Gettalt  geben 
durch  Vertauschung  voji  ^  mit  ~ß^k  eod  «  mit  — ia  llß) 
und  von  a  m\i  —a-^  k  lu  den  übrigen  Fernieln  niiler  Anwendnng 

des  Satzes :  ^ 


(-«>  =  (- 1)' («—r- U)r. 
Dadurch  ergeben  sich  die  Resultate: 

k  k         k  k  ' 

(ff—«)!!  «1  «ll-J 

:  fc      ;     .  k  k  k 

,22)  +   (-l)"-««-^- 

101.  1    Alls     /  IV.    -(^-^)"  I  ß  (^-ß)-* 


+  /^a-  k 

er»— 2 

an  ««+1  «M« 

1 


an+3 

.   und,  wenn  wir  hierin  1  eetsen,  die  folgenden  Beziehungen 

der  BinomiaUactoren:  ^ 
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138)  }  L^^  _  («f /3-v+3)3     1  ^  (Hfzv+S)* 

.  ,(«+^~i^+2^+iWi 

und 

139)   (a-irß)n=anßo  +  a.-aÄ+i^_aiSa+ .... 

Die  TorsteliendeD  Beziehungen  zwischen  den  binomischen 
CeeflideiiteD  lesse«  sieh  aaf  mennicbfaehe  Weise  iifich  weiter  spe- 
riafisiren.  Einige  dieser  SpezialitSten  mögen  im  Fetgeaden  noch 
Plats  finden« 

Es  sei  In  128)  ß=^ni  dann  ist 

140)  ^^=,i^!^^-^^_^^i^n.!^^ 

woraus  für  a=— 1  der  bekannte  und  leicht  in  Worten  ausdräck- 
bare  Satz 

141)   (2n)„  =  MoH«i^+%^+....  +  ii»», 
und  für  «=—2  die  Relation 

enlepringt.  Ffir  a=»  erhalten  wir  feroer  ans  128) 

143)   (-1)»(^-1)«  =  1  -  ^1  +    - . . . .  (-1)»/?«, 
ead  fik  ßzx-^u  ans  derselhmi  Foimel  mitteb  des  Satzes 

(u:  4-^)  ix—y)  =  4;«  — ^2 : 

144)   -^~l  +  p.-+     psja  - 

+...•+  la.22.a2._/iÄ  'an* 

Die  Gleichung  127)  liefert  uns  fSr  ß^s^i 

^  :-p(i-<-»)"(STi5J=i-i+^--...(-i)-~;v.. 

die  Gleichung  128)  dagegen  för  dieselbe  Substitution 
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«w  welcher,  wenn  a:^— 2  gesetst  wird,  lies  Reeiritat 

147)   ^=l-2"*  +  3"»~*-^'^^^"«+l"- 
erhalten  wird. 

Was  rndlich  die  Formel  129  betrifft,  so  erhalten  wir  mittels 
der  Substitution  c= — 1  und  ß=.n  unter  Anwendung  der  For- 
mel 58) 

145)  2» = «0(2»)»- n,  (2n-2)»-e  +  ii»(2»-4)«-54— . . . . 

Es  würde  fc.ich  flicht  noch  eiiie  prosse  Anzahl  netter  Rela- 
tionen zwischen  den  liiiHiniialcoenicienten  vermittels  der  vorher- 
iirlienilcri  aUücmeineren  liesnltate  ableiten  lassen,  was  wir  aber 
der  be;$cbrunktheit  des  Raumes  wegen  deui  Leiter  überlassen. 

Am  Scbluaee  dieeee  Paragraphen  sei  es  mir  noch  Teretattett 
eine  Anwendung  der  allgemeinen  Formel  ^)  su  geben.  Kann  man 
nimlieh  eine  Hauptreihe  üq,  ei»  e»  so  wählen,  dass  sich 

nicht  nor  die  einzelnen  Glieder  der  höheren  Differenzenreiben,  son- 
dern auch  die  Samme 

♦ 

unter  der  Form  eines  einfachen  Ausdruckes  darstellen  lassen,  so 
tritt  auch  Rm  als  einfacher  Ausdruck  auf,  wodurch  wir  dann  eine 
Snmmation  der  Reibe 

gewonnen  haben.  Eine  Hauptreiiie  vuu  diesttr  t^igenschait  ist  die 
folgende : 

^"po*  '"""i^r'  ^"1^"' 

welche  jetzt  zur  Anwendung  des  soeben  erörterten  Principes  die- 
nen möge. 

Ihre  DiÜerenzenreiben  sind: 

erste  Differenaenreihe: 

zweite  Differenzeureihe: 
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k 

dKtte  DifferentenreHie :  '  < 

n.  s.  IV. 
rte  Differenzenreihe: 

Jra^-^  Arn  ~  ^  ^üH^  yir„  -  *  ^r«  l 

mithiii  «rhalteo  wir  nach  Formel  ^): 

^  (y^— 3);»  ^  Wim  (ft-i-l)n-i,-l 

Nach  13^  ist  aber»  wenn  ii=m-|-ls  /9=:n  and  a=ft  ^esetit  wM» 
Uer  geht  uoser  Ausdruck  über  in: 

{\i\l)n_^      f*+l     A  Wm^-i      \  («^^^  (ft^.!), 

.  (w-3)m      (<tt-f-l)a     j      .    mm  (itt+1} 

oder,  wenn  man  beriicksicbtist»  daes  --^       ,  und  mit 

|t»fi  rooltiplicirt,  in  • 


(fA  —  m-l)^  -  w  - 

«der  auch: 


§.  a 

Die  Theorie  der  höheren  BifferenseDreihen  Itot  sich  aneh 
vir  Erfolg  Mif  die  Differenilal'  und  Integrabeefanung  anwenden« 

TheU  XXU.  22 
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wie  ulr  sogleich  in  diesem  und  dem  folgenden  Paragraphen  sehen 
werden.    Wir  ^^ähien  in  dieser  Beziehung  die  Reibe 

üo^-g^.f(x),  «1  =  5i  > 

als  Uaaptraihe,  und  gewiDneo  derselben  unter  beslAndiger  Anwen- 
dung der  bekannten  Formel: 

folgende  Dtffemnznnreiben  ab: 

r  erste  Differenaenreihe :  ^ 

rdn-'^F(x)  dfjxn 
d— »F(ar)  d/{x)      ^  rfg»-^  '  dx  J 

^«"s— 5^   

zweite  Difierenzeureihe : 
^"0=  <te^*   IS«"*  ^^»^  dx  ' 

^«1—  a?^ — 


( •  >  »• 


u.  s*  w, 
mte  Differenaenreihe: 

^"00=  -ssr»  ^'"«1=  ^  


allgemein : 

rrf«-"---F(.z)  rf«A£)'l 


dar 


^    ..L  o  i.y  Google 


Mit  Hülfe  dieser  Ergebnisse  leiten  wir  daher  leicht  «h  wm 
Formel  2)) 

 —  r-r-  .  f{aP)=s  — —-ir^  •   


160)     \   ^  +  j£3  ^ 


+  dar«-» 


aus  23) 


151) 


25)  i 

d'*F(a:)  d^'fu)  I    <£j:»-1   ''^  I 

152)     <  _    L  dx*  -'^  "Ix  A       L  dx^-»  '  dx^  J 

dn-if(xy 


-  >  dX 


27) 


< 


884 
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d^n^)  d^-'F(x)  df{x)    d^-'^fXx)  d^fjx) 


154) 


dx     dx  A 


d'^F(x)  d^f{x) 
dx^  '  dx^ 


] 


ans  31) 


ISS) 


MW  3S0  fSr  m  anstatt  ii 


/          ir^\  ^^"^^^)  .  d^Z^"*^)  d^(x) 
•  2  


li«"-»  *  dx»  1.2' 


156) 


mW— i^)  L  dx^-^-^  '  da^-^  J 
*  1.2,3.4  S^i  — 

L^n— 2m  F(^)  Tl 

y^.r-*       1.2.3.4.. ..2m  '  3p5  ^' 
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au«  33)  för  m  anstatt  » 

,        m    r       d^Fjx)  ,  dP^^^fjx)  |fc-t--iJKx)-| 


I 


157) 


m +1  TO*   

3     1.2'  t/a;» 

+   6    '  1.2.3.4  


j.;v-T  1  ^^^^^ 


aus  35) 


*  - 

Ci 


d"F(ar) 


— 7-ai  

dn~^f(xy 


36) 


-»(«-ah*      ■  ^il.^  


169) 


,rdP(x)  d^-V(xn 

-  ^(*>  •  -aiir-+«i  •  (irzT);  n  

+«*(n— I),  dx^  +•••• 


^    ..L  o  i.y  Google 
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Seteen  wir  in  der  beluDOtMi  iDitgralformel 

fudv  =  UD  — fvdu 

dio^Xdx,  also  t^JXdx^  mid  «ss«,  ao  erhalten  wir  « 

a 

a)  [Xadx^^Xix^JKds^t 
und  durch  wiederholte  Anweuduog  der  leUteren: 

Wie  wir  auf  dieae  Weiae  weiter  fortachreiten  können»  vnter- 
tiegt  keinem  Zweifel.  Betraehten  wir  aber  die  Auadrficke  anter 
a),  b),  c)  nur  einigermaaaen  mit  Aufmerkaamkeit,  ao  erkennaa 
wir  leicht  daa  allgemeine  Oeaets»  unter  welchem  dieaelben  atehen. 
Ea  ist  nfimiicb 

Den  vollsthDdifren  Beweis  dieser  Formel  kann  sich  der  Leser, 
leicht  durch  den  beitauuten  6chiuss  von  n  auf  n\\  verachaffeo. 

Die  Ad  Wendung  dieser  Relation  auf  die  Hauptreibe  ' 

*  m  n  m  ' 

giebt  noa  folgende  Ditferenseoreiben; 

ertite  Differenzenreihe. 

I  ' 
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sweite  Differeuaseureihe. 

Jhi^^mim^l)af'^jfka:^da^*, .... 
u.  s.  «r. 

rie  Differenzeareihe. 

allgemeio : 

J^a,  s=  (-*l)Mm+l).«M(m-|-r--l)d^r-.«/Xr*i{a^ 

Wir  erhalten  demnach,  wenn  wir  der  Kurze  wegen 

[m]r=m(ni'|>l)....(m4T— 1) 
setzen«  vermittels  dieser  Ausdrücke  aus  Formel  21): 

II  m  m  f  1  m4-l 

aus  23) 

/  m  m  m-fl 

I  JXx^da^ = a;'\fXdx"^  ~  «. . |i»Jia:'»-VA<ia:"H-* 
163)  { 


25) 


tAJv        7  m-f-1  m-{  2 


27) 


165) 


m+n— 1 


m 
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i^Qizen  wir  endlich  in  Futmei  J63)  msl,  so  erhaiteo  wir 

In  dieser  Gleichune^  spricht  sich  ühB  bekannte  Verfahren  aua, 
lot^rale  höherer  Ordnung  in  einfachen  Integralen  aup^iidrücken. 

§.  10. 

Bisher  haben  «ir  uns  stets  nur  mit  endlichen  Reihen  he- 
scbüftict.  Es  bleibt  uns  noch  übrig  zu  zeigen,  wie  sich  die  Theo^* 
rieder  hölieren  Differenzenreihen  auch  auf  die  Entwickelung  von 
Qoeodlichen  Reiben  anwenden  läs«t.  Wir  gehen  zunächst  Fon  fol- 
{^Dder  Entwickeluog  aus: 

j^sinq? 

+  cosr.8inarctgj^^^^ 
l4-|3cogy  

Durch  Multiplication  mit  V"I+2pc^  i     ergieht  sich  hieraus: 
VT+2^co89»+/J*^.siß  (r+  arctgi^l^^^^  =:sinr+^sin(r+9), 
•der,  wenn  wir  der  RGrze  wegen 

und  * 

.     |3  sin 

•etien» 

9  sin  (r+v)  s=:8mr+/}«in(r-|-qp). 
Vennhtela  dieser  Relation  entwickeln  wir  aus  der  Hauptreihe 

folgende  successive  Differenvenreiheiu 

erste  Differenzenreibe: 
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iweite  Differenzenreihe: 
^00  =  /?*  sin  fr +29),  -^ai=i3«vsin(r+29+^). 

nte  üiflFerenz  eil  reihe: 
^•oj  =.  jS"^2  + 2y») , .... 

allgemeio: 

und  hieraus  unter  Anwendung  der  Formel  22) 

t  t^mtk  (r-|-ny')cs6inr  +    /Jsln  (r  +  9)  +  W2/3«8in(r+29)) 

+  ....  + Mm  p""  sin  (r + my)  +  jB», 

175)     ^  l^»/^"HK«^l)«8in(r+in+i9) 

+  (n— 2)m  7  sin  (r+7n+l(p+ v')  +  (w^^)w9^sin  (r+m-f  l9-|-2v) 
wim^-"»-*  sin  (r -fm-l-l^ +n— m— ly) ) , 

Dieses  Restglied  /inj  lässt  sich  aber,  ^venn  wir  den  Satz 
j = (»— !)«•  +  («— 2)»+(«-3)«, +....+ mj^ 


*)  Mao  üherzeiigt  sich  uämlich  leicht  von  der  Richtiglidt  der  Be> 
lalioQ  >^ 

W m+i  —  (w— l)m+i  Ä (if  ^l)m. 

Setzen  wir  nun  in  derse'lien  für  n  dev  Ueihe  nach  m-f^l»  "'^^ 
jn-f-d,....»«!,^,  «a  erhalten  wir  folgende  Gleichungen: 

(m-l-I)m-f  I  —  Itln^f  I  =  Htm  , 


II.  8. 


-(«-2)«+,  =;(«-2)« 
»■H-i  -  (»— l)i»+i = («—1)» 

au«  deren  /Iddiiion  dio  Gieichang 

JÄni+i — m« + (m+l)» +(m+2)», + (n— 2)« + (n-l)»  . 
oder,  weil  offenbar  nimi-i  =0,  die  zu  Terifizirende  Gleichung 
«•+1  =  («-l)*i+(«-2)»+(ll^)«  + 
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Dass  diess  wirklich  der  Fall  ist,  kann  auf  folgende  Art  leicht 
gftseigt  werden.  ZunSchst  kann  der  Factor  tit^      t Tv 

Form  1^  *  l^*!^*—  ^j^q:*!  g«l»>acht  werden.    Ist  vqd  u  swieeheo 

den  Zahlen  r  und  r-f  1  eingeschlossen  oder  der  Zahl  r  gleich,  so 
haben  wir 

•  » 

CK   a  a       er     a  a 


l  2  3   '  r  r+r  m+1 

_         _      ,     OL  €t  Cl       et    ,  lt.  I  «I       mi    .1       ff  C 

Der  Theil  r-tT-o"""  »**t  endlich  und  der  Theil  — pr •  -TTi«... — rr 

besteht  aus  einer  unendlichen  Anzahl  von  echten  Brüchen  als  Fa- 
ctoren«  deren  Zähler  sänmitlich  Ton  m  unabhängig  sind,  weswegen 
^fraser  Theil  offenbar  der  Grenze  Ü  sich  nähert.  MuUiplicirt  man 
aber  diesen  Theil  mit  dem  vorausgehenden  endlichen,  so  muss 
sich  dieses  Product  sicherlich  auch  der  Null  nähern.  Daher  ist 

Jetzt  kommt  es  also  nur  iiocli  darauf  an  zu  zeij^en,  dass  oft 
genannte  Mittelgrösse  endlich  oder  null  sei.  Da  jede  der  in  ihr 
enthaltenen  Grössen  einen  Siüus  als  Factor  enthalt,  so  muss  eine 
solche  Grösse  kleiner  als  der  Factor  sein,  mit  welchem  ein  sol- 
cher Sinns  verhunderi  ist.    Es  bleibt  uns  daher  nur  noch  übrig  zu 

imtersttchen,  ob  jede  der  Potenzen  von  J^l  +  2^cos^+  Jj* 

endlich  ist.  Alle  vorderen  Poten/jn  dieser  Grösse,  die  in  genann- 
ter jVlittelgrösse  vorkoMimen,  sind,  da  sie  voü  n  und  m  unahhäogige 
Exponenten  haben,  endlich.    Die  letzten  Potenzen  von 


dieser  Mittelgrösse  erfordern  jedoch,  weil  sie  von  .it  und  m  ab- 
hängen» eine  besondere  Betrachtung. 

Zunächst  bemerken  wir,  dass  eine  derartige  Potenz  unter  der 

n— « 

Form  +2^cosqp  +  ^  *  enthalten  ist.  Um  diesen  Greiis- 
werth  ra  bestimmen»  benutien  wir  den  8ats 

4 

Lim<11-t)«=s 

Thdl  WIL  2S 
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für  < 


*)  Sei  zunächfll  m  eine  positive  gfinse  Zahl      1,  ^jo  mi  nacli  dem 

ij  "»  1  .  m ('«-!)   I  .  m(w— l)(m-2)  1 

V.*+my  =*+im+~i:ä   i?"*"     TO  ^ 

^      ^wi(m  —  l)....(w  —  7/1  —  1)  1 


+   TO  


1 « i2  •  3  •  •  •  •  III 

In  den  Gliedern  dieeer  Reihe,  welche  von  m  abhängige  Zähler  ent- 
halten, kommen  lauter  Differenzen  aU  Factoren  vor,  welche  oiTenliui 
positive  echte  Bruche  sind,  da  kein  Subtrahend  die  Einheit  uhentteiirt. 
Wir  erhalten  daliur,  :»obald  wir  beim  zweiten  G^iede  sieben  iiiuiüüo,  fol- 
l^^nde  Ver^^leichuog : 

Fm«r  Ui  offenbar 

11  1 
•der  oadi  der  Lelire  von  den  geoDietijach«ii  Progrcitionen 


folglich  auch 


Onher  haboa  wir 


Wir  lohen  lileraaa,   da»  ^]-|-^^"*  eine  Grom  ist,  welche  furin>l 
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jMlerxeit  swischen  dltn  Zaiiln  8  oiwl  3  «nlfaaUfn  i<l$  sUo  ist  aoch 

(|\m 
]-|-— 1    für  Lim 01= OD  eine  mteh«i  %  md  S  liegoi^e  Z«]il,,4i« 

wir,  ohne  ihren  genaueren  Werth  in  «rfortchen,  durch  e  beMichoM 
wolieo»  so  doM  in  die«em  Falle 

Uo.(l+i)-=.. 

Ist  ferner  p  ein  positiver  Bruch,  ro  i*sL  dieser  zwischen  xwei  positi- 
ven ganzen  Zahlen  n  und  n-{-\  ctn^eschiosaeu ,  «o  dast 


Uieraa«  folgt 


und 


t  * 

('^Ö"('4)>('*i)'>('*iii)'*'('*s0 


14-—^     Iragti  tiähcrn  »ich  aber, 

wenn  fl  wächst,  naeh  dem  Vorherf^ehenden  immer  mehr  und  mehr  der 
ZaKi  f ,  folglich  n^o««  dieM  auch  für  die  daswitchea  liegeade  Zahl 

stattfinden.  Daher  haben  wir  aaeh  in  diesem  Falle 


^    ..L  o  i.y  Google 
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also  endlich,  folglich  hat  auch  tlie  zu  untersuchende  Mitteigrusse 
einen  endlichen  Werth.  Aus  allen  diesen  Uuteräucbuogen  geht 
hervor,  dass 


=Binr+2  •»in(»'+9>)  +  j~2**"  +  ••••  to^» 

Der  mto' Factor  dieser  Llmee  kaiiii  nech  dem  Satio 

Lim (14-«)'=«  Ar  Lim 8=0 
folgeodermaasseo  beatimmt  werden: 

n 


Ist  endlicii  ^  eine  negative  günze  »der  gebrnrhene  Zahl,  so  können 
wir  |i  =  — (y-fO  setzen,  wobei  v  eine  positive  Zahl  bedeotet.  Dies« 
▼oraucgesetzt ,  ist 


folglich,  wenn  wir  sar  Grenze  für  wachsende  fs  übergehen,  da  p  p<Mi- 
tiv  itt! 


Der  Sats 


ll-(l+l)''  =  LU.(l+lJ(l  +  l)=* 
Lim^l  +  i^  =e  für  Liai0=:« 


gilt  tonaeh  für  jedes  a,   Hierani  geht  natürlich  auch  hervor 

1 

Lim(l  +  t)<sse  flEir  Limc^a 


Google 
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Der  zweite  Factor  dagegen  kann»  wenn  wir  von  dem  Satze 
arctc  9 

Lim — ~=sl      LimeasO*)  Gebrauch  machen,  Ton  dmZalehen 

Lim  auf  folgende  Art  befreit  werden: 


r-|*narctg  —   1 


■^r-; — 

1+— C0S9 


slifaaafaif  r+  X — ~—  J 


1+^C0B9 


(asino  ^ 
r+  —  1  =  sin  (rrf  asm  9). 
l+^cos^y 


fl 

Wir  erhalten  daher  aus  dem  Vorhergehendeo  als  Endresultat: 


176)   €«co*9)gij,(r4-asin9))=sinr+  j  sia(r-f  9))+ 


*)  BeMichiMt  X  einen  Bogen«  velidier  <2>»  so  gilt  beicaBatlich 

\%x  >    >  mx\ 

faigÜch,  w«na  wir  ;z:  =  arctge  setzen, 
oder 

arctse 

Für  Lim  c  =  0  fallen  die  Grensen,   s wischen  welchen   ^  eingo- 

e 

■chloMen  ifki  da  jode  deradboo  der  Elnlieit  gleich  iit,  «uamm,  wes- 
wegen nadi 
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177)   e««>*^cos(r+csiDy)=coar+  pco«(H-y/+ j^co8(r+29}+..^ 

Diese  Formeln  gestatten  ue*^eQ  ihrer  AMcrPnirinheit  mannic  fi- 
facbe  specielle  Folgeroogeo»  tod  doDCo  wir  hier  nur  wenige  bei- 
fugen woUeo. 

Ans  Formel  177)  erhalten  wir  fär  rs^ssO  die  beinDnto 
ExponeatialeDtincicelaiig 


•        •"='»+1  +  172+0:3+ 

woitttts  für  arsl  tlie  geDsneie  nameiisclie  Bestiminiiiig  von  e  folgt. 
Endlich  eigiebt  neb  ans  171^  nnd  177)  fdx  r=0  and  9=^: 
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Einige  Bemerkungen  über  den  abgesiumpftea  Kegel 
mit  Räcksicht  auf  praktisclie  Anwendung. 

Von 

dem  Heraasgeber, 


Der  abgestumpfte  Kegel  \»i  bekanntlich  ein  Kdrper,  welcher 
bei  prakti8chen  Geschäften  häufig  in  Anwendung  kommt;  den  In- 
halt eines  Baamstammes  z.  B.  wird  man  nach  meiner  Meinung 
immer > am  Genauesten  erhalten,  wenn  man  denselben  in  mehrere 
abgestumpfte  Kegel  zerlegt;  Braubottiche  und  äbnUche  Kurpdr 
bähen  häuGg  die  Gestalt  abgestumpfter  Kegel,  u.  s.  w.  Die  Redl- 
Dung  nach  der  gewöhnlichen  Formel  ffir  den  Inhalt  des  ahgd^ 
stumpften  Kegels  ist  aber  immer  etwas  weitlltufig,  und  insbeson- 
dere ist  dieselbe  nicht  irof  in;net,  um  auf  sie  die  Construction  einer^ 
die  Rechnung  erleichternden  Tafel  zu  gründen,  ich  will  daher 
im  Folgenden  eine  Transformation  der  in  Rede  stehenden  Formel 
mittheilen,  die  mir  vor  den  verschiedenen,  schon  in  Vorschlag 
gebrachten  Umformungen  dieser  Formel  einige  Vorzöge  au  haben 
scheint;  und  so  einfach  und  unbedeutend  die  Sache  auch  in  theo- 
retischer Beziehung  ist,  so  dürfte  sie  doch  auf  der  anderen  jSeite 
in  praktischer  oder  technischer  Beziehung  einige  Beachtung  ver^ 
dienen;  vielleicht  ist  dieselbe  auch  schon  bekannt,  gewiss  aber 
nicht  so  allgemein,  wie  sie  es  nach  meiner  Meinung  zu  sein  verdient 

Bezeichnen  wir  wie  gewöhnlich  die  Halbmesser  der  grösseren 
nnil  kleineren,  sogenannten  unteren  und  oberen  Grundfläche  des 
abgestumpften  Kegeis  respective  durch  12  und  r,  seine  Höhe  aa4 
seinen  Inhalt  respective  durch  h  und      so  ist  bekanntUdi 

«Nun  ist  aber 

i2»  +  iSr -I- r^a        ^lir -f- rH3iSr ; 
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« 

Ai^llieb  nach  1): 

A'=  iÄÄKÄ— r)*+3Är|; 

ader 

wofMM  sieb  darcb  Addition: 
also 

2)  Ä:=i'57rM3(ßir)*+(Ä-r)«| 

oder 

3)  i^=i;rA(Ä  +  r)2H-xW*(Ä— r)«  j 

ei^ebt  Beseichnet  nao  znrel  Cylindery  welche  mit  den  «kf^ 
staoiirfteii  Kegel  {gleiche  H$iie  nod  xn  Halbnwwsern  die  Som 
ft+r  Qttd  die  Difereoz  B^r  haben»  respective  darch  Cb^^ 
Cm-t,  bo  Ist 

aJao  nach  3): 

Nach  meiner  Meinung  sollte  man  die  %nr  Erleichternng  prak- 
tischer  Körper- Berechnungen  entworfenen  Tafeln  nicht  zu  sehr 
vervlelfllltigen ;  bauptsSchllch  und  vor  allen  Dingen  sollte  man  sein 

Aticrenmerk  auf  die  Berechnung  einer  recht  zvireekinSst»ig  einge- 
ricliteten  Tafel  ziiP-Bestiniiniin^  cylindrischer  Räume  richfen,  deren 
Construction  nicht  der  geriiigüiten  Schwierigkeit  unterliegt,  da  eine 
solche  Tafel  nur  zwei  Argumente  oder  Eingänge,  nämlich  Hohe 
und  Halbmesser,  z«  luiben  braucht;  suchte  man  nun,  was  sehr 
häußg  in  zweckmässiger  \Vei8e  angebt«  die  theoretischen  Formelo 
zur  Berechnung  des  Inhalts  der  K5rper  so  einzurichten,  dass  dts- 
selben  als  Summen  oder  Differenzen  von  Cylindern  oder  als  Som* 
men  oder  Differenzen  gewisser  Vielfachen  oder  gewisser  sliquoteo 
Tbelle  eylindriscber  Räume  erscheinen»  so  wOrde  eine  Tafel»  wie 
die  von  mir  gewdnschte»  eine  allgemeine  Tafel  zur  Erleicbte* 
mg  allsr  Kl^rper-Berecbnmigen  aebi»  da  eiiie  Multiplicaiioo  oder 


I 


Division  der  aas  der  Tafei  ssu  entDehmendeD  Zahlen  mit  einer 
ganzen  Zahl  von  roSssiger  Grosse  in  der  Tbat  nicht  sehr  in  Be- 
tracbt  kommen  kann,  wemgstena  ffir  den,  dereinige  mathematische 
Kenntnisae  bat  Beaitst  mao  aber  eine  solche  Tafel  zur  Berech- 
aang  cylindriscber  R&iime>  deren  Heransgabe  in  recht  xweck* 
nSssiger  Form  ich  im  Interesse  der  Praxis  filr  ein  verdienstliehes 
Unternehmen  halten  wfird'e  und  zu  der  ich  wohl  aufTordem  mSchte» 
so  ist  die  Berechnung  von  Kegelätum^ieo  nach  der  Formel 

«ehr  leicht»  was  einer  weiteren  Erläuterung  hier  nicht  bedarf. 

Uebrigens  würde  man  auf  die  vorstehende  Gleichung  awdh 
sveckmSssig  die  Berechnung  einer  besonderen  Tafel  sur  Bestimm 
BUDg  Ton  Kegelstampfen  gründen  können.  Solche  In  der  Praxis 
vorkommende  KSrper  weichen  fast  immer  nur  sehr  wenig  ron 

Cylindern  ab  oder  es  ist  Lei  deui^eiben  R  —  r  fast  immer  nur  eine 
sehr  kleine  Grösse,  iinii  auch  die  Hübe  A  wird  meistens  nicht  sehr 
beträchtlich  sein,  wenn  man  namentlich,  wie  etwa  bei  Baumstäm- 
men, den  zu  berechnenden  Körper  in  mehrere  einzelne  Theile, 
die  man  als  abgestumpite  Kegel  betrachtet,  zu  theiien  genüthigt 
iit  Wenn  man  nun  för  die  Grösse 

«ioe  Tafel  mit  den  bei4en  Eingängen  oder  Argumenten  R-{-r  und 
I  berechnet,  so  wird  man  dieser  Tafel  leicht  noch  eine  kleine 
Correctiunstafel  für  die  immer  nur  sehr  kleine  Grösse 

beifugen  können,  und  mittelst  dieser  beiden  Tafeln  wird  sich  dann 
dor  abgestumpfte  Kegel 

bloiis  durch  eine  einfache  Addition  zweier  Zahlen  mit  jeder  er- 
forderlichen Genauigkeit  berechnen  lassen. 

In  der  Praxis  kommen  auch  häufig  abgestumpfte  Kegel  mit 
illiptischen  Grundflichen  vor«  wie  denn  a.  B.  nicht  selten  Brau» 
bottiche  n.  s.  w.  eine  solche  Gestalt  haben.  Es  machte  daher 
licht  unzweckmüsslg  sein,  dem  Vorhergehenden  bei  dieser  Gele- 
genheit noch  ein  paar  Bemerkungen  über  die  Berechnung  derarti- 
ger Körper  hinznzuföi^en.  Zu  dem  Ende  wollen  uir  für  die  beiden 
ellijifnschen  Grujuilläclien  eines  solchen  abm'stunijdtef)  Kemels  die 
halben  Haiiptaxen  dtirch  a,  dn^^^^en  die  halben  rSebenaxen 
^ch  ß,      die  üühe  dieses  Körpers  aber  wie  gewübnlicb  durch 


P)Kip0llf0O7 

MM  der  auch 

{o\^\.  Ist  nno  ;r  die  Höbe  des  «ageuaniUefi  Ergaaiiii^ikegel««  ce 
Mt  offenbar 

also 


froraiu» 


ah  hh  , 


folst.  fet  jetzt  wieder  K  der  Inhalt  des  ab<?esturapften  Kegels, 
•o  Ut  Dach  der  Lehre  vom  Kegel  und  von  der  Quadratur  der  Ellipse: 


also: 


od«r  auch 


■        A  —  a     '      A  —  a 


«lao 

Harn  iat  aber  naeb  dem  OUgent 

aiso  nach  5j  und  ö): 


Digitized  by  Google 


Ktgel  mH  RM8tclU  auf  praktttcke  Attwendunff'  Mt 

oder : 

7)   irÄ^.l«Ä(J«+Ja+a«)  =  ^.lJSÄ(il«+ija+a«) 
Setzen  wir  uun  auf  ähnliche  Art  wie  oben: 
8o  ist  nach  dem  Obigen:  * 

1 

Man  kann  also  auch  die  Berechnung  elliptischer  Kegelstumpfe 
auf  die  Berechnung  von  Cylindem  zurfiekfiihren  und, die  oben  be« 
schriebenen  Tafeln  zu  deren  Berechnung  benutzen.  Weitere  Fol* 
gecangen  bieraua  zu  ziehen,  überlassen  wir  dem  Leser. 


EUnige  Bemerkungen  über  die  Gleichungen  des  drit- 
ten tirades« 

Voo 

dem  Heraasgeber. 


In  der  Abhandlung  ThI.  XI.  Nr.  XXXIII.  habe  ich  den  fols^en- 
den  Satz  von  den  cubischen  Gleichungen  bewiesen,  ohne  dabei 
',rf2;end  weichen  Gebranch  von  der  cardanischen  Formel,  die  lür 
mich  üliecbäupt  immer  etwas  Zurückäto&äendeä  hat,  zu  machen; 


W«Aii  die  gegefeea«  ciibitfcfae  6leick«»g 

2  1 

gesetzt  wird,      fcat,  wena 

j»— jr>o 

die  gegebene  eobiscbe  Cvleicbnog  eine  reelle  uiid 
mwi  —  nmtorlleli  ««glelcbe —  InagiBftre  Warsels;  weiiii 
4ftgegett 

il»— Ä==0 

00  bftt  die  gegekene  evbUche  GleichiiBg  drei  reelle 
Wertele^  deaen  swel  eioandef  gleich  eled;  weao 
endlieh 

let,  ee  hat  die  gegebene  cnbieehe  Gleiehnng  gleleh* 
felis  drei  reelle  Wnrseln. 

Bei  der  Beurtheilong  der  Aluglicblceif  oder  OnnOglicfakeit  der 
Warseln  der  cabiecben  GlelcbiiDg 

die  eine  volUläiidige  cubische  (iitnchung  ist,  in  welcher  das  zweite 
GI'HMi  liicht  fehlt,  kommt  es  also  lediglich  auf  die  Beurtheilong  de« 
Werthes  der  Uröaee 

d«  b.  darauf  ao»  ob 

« 

< 

ist,  indem  dem  obersten  Zeichen  eine  reelle  und  zwei  iniaeiii.ire, 
dem  mittleren  und  uuteri>teu  Zeichen  drei  reelle  Wurzeln  entsprecheo* 

Nach  dem  Obigen  iat 

(21         \'     4  1 

also 


Digitized  by  Google 


■ 

üöer  die  Gleichungm  des  äriltett  Grades,         .  349 
27«  (il«  -  5)  =  (2a»— W  +  27c)« + 4  (36 — 

oder 

(il«— Ä)= (3 (9c — a6)  -  2a  (36  -~  a^)  12  +  4 (36  - a«)», 

SO  dass  man  also  meineD  obigen  Satz  auch  auf  folgende  Art  ans- 
sprechen  kann: 

Jenachdem  man  in  der  Bedingung 

(2a»— 9a6 + 27c)« + 4(36-o«)»  ^  0 
öder,  was  Dasselbe  ist»  In  der  Bedingung 

I3(9c-a6)  ~2a(36  -o«) +  4(36— a2)'^0, 

V 

das  oberste  Zeichen  oder  eins  der  beiden  unteren  Zei- 
chen nehmen  muss«  hat  die  cubische  Gleichung 

eine  reelle  und  zwei  imaginäre  oder  drei  reelle  Wur- 
zeln* 

In  der  Abhandlung  TU.  XXII.  Nr.  IQ.  hat  Herr  Sehuintfa 
Müller  in  Wiesbaden,  sich  unmittelbar  an  die  cardanische 
Formel  anschliessend,  den  folgenden  Satz  bewiesen,  wenigstens 
wflrde  ich  mir  erlauben,  denselben  anf  folgende  Art  auszusprechen : 

Jenactfdem  man  in  der  Bedingung 

(«d- lJy)»-4(«y  -  |S«)  (jJd-y«)  :|o 

das  oberste  Zeichen  oder  eins  der  beiden  unterea  Z«i- 
chen.nehmen  mnss»  hat  die  cubische  Gleichung 

«x»  +  3^«-f3]fdr  -f  d=0 

eine  reelle  und  zwei  imaginäre  oder  drei  reelle  Wur- 
zeln. 

Es  war  zu  erwarten,  dass  beide  Sttze  im  Wesentlichen  völ- 
lig einerlei  und  nur  rflcksichtttch  der  Form  der  analytischen  Aus- 
drficlLe,  auf  die  es  bei  diesen  Sitzen  ankommt,  verschieden  sind« 
Dies  etwas  niher  zu  erliotem,  ist  der  hanplsSchUehste  Zweek 
▼orU^gender  Zdlen. 


0run9ri:  EMge  Bmufkimffmt 

Za  dem  Ende  will  ich  den  Sets  des  Hsmi  Sciialratli  Mal- 
ier suerst  auf  die  cabische  Gleichung: 

anwenden,  d.  h.  ich' will  in  der  von  demselben  anf^egebeneo  Be- 
dingnng  füt  a,  ß,  y,  6  respective  et.  Iß,  ly»  8  setzen.  Dadurch 
wird  die  in  Rede  stehende  Bedingung,  wie  man  sogleich  findet: 

(9«d  —  /Jy)"— 4  (3ay — (ßßö  -  y«)  =  0 , 

in  welcher  Form  ich  überhaupt  für  den  praktischen  fJebrauch  die 
Bedingung  lieber  ausdrücken  müchte.  VVeudet  luan  oun  diQse 
Bedingung  auf  die  tileicliung 

4P*  +  ojc* + Aar + e  «  0 

an,  d.  h.  setzt  man 

«t=sl,  ß^üj  jssb,  dsz,c; 
so  erhält  man  die  Bedingung: 

(9c  —  aö)*  —  4  (36  —  a«)  (3ac — 6«)  =  0, 

mid  es  frSgt  sich  nun»  ob  mit  dieser  Bediiqpang  maine  obige 
Bedingung 

> 

0^3— 9a6  +  27c)*  +  4(36  -a2)8  =  Q 

< 

einerlei  istf  Entwickelt  man  aber  die  GrGsse 

(2a8  -  9ö6  +  276)2  +  4(36 — a«)» 

und  hebt  auf,  was  sich  aufheben  lässt,  so  findet  man  för  dieselbe 
den  Avsdmck 

27  (—  0*62 + 27c«  +  4a8c— iba6c  +  46«), 
folglich  die  Bedingung: 

> 

—  a26»  +  27c^  +  4o8c  -  18a6c  +  463=0. 

< 

Entwickelt  man  ferner  die  GrOsse  , 

(9c— a5)*— 4(36 {3iie--6>) 

und  hebt  wieder  auf,  was  sich  auQieben  lässt,  so  erhÜt  man 
dieselbe  den  Ausdruck: 


über  die  GUieAungm  des  drium  Grades,  ü51 
folglich  dia  Bedingung: 

ffieraus  sieht  man  abo,  das«  nieiaet  schon  Im  Jahre  1848  an« 
gegebene  Bedingung: 

(aa» 9ii6 + 37c)« +4  W^««)»io, 

und  die  Bedingung  des  Herrn  Schulrath  Müller: 

(9c  -  abf  ~  4  (^6  -  «2)  (3rtc— 6«)  =0, 

in  der  That  im  Wesentlichen  vOlIig  einerlei  und  nur  dem  Aas* 
drucke  nach  verschieden  sind. 

Ich  bin  gern  bereit,  dem  Möller'schen  Austlrucke,  nament- 
lich in  der  obigen,  von  seinem  Urheber  ihm  .ursprunglich  gege- 
benen  Form,  den  \  oizug  der  grüsseren  analytischen  Eleiianz  zu- 
zugestehen, und  viele  Andere  werden  gewiss  derselben  Ansicht 
sein,  um  so  mehr,  weil  di'b  (ilrnssenforni  — 4(öy — — 

bekantitlich  in  ganz  ähnlicher  Form  auch  bei  vielen  anderen  Un- 
tersuchungen auftritt.  Jedoch  glaube  ich  auf  der  anderen  Seite 
gefunden  zu  haben,  dass  mein  Ausdruck,  namentlich  bei  allge- 
meinen analytischen  Entwickelungen ,  manche  V  ortheile  vor  dem 
IM  ri  1  ler'schen  darbietet,  was  ich  vielleicht  einmal  bei  einer  an- 
deren Gelegenheit  näher  erläutern  werde.  Für  jetzt  will  ich  nur 
ganz  in  der  Kürze  bemerken,  dass  z.  B.  aus  meinem  Ausdrucke 
sich  auf  der  Stelle  ergiebt,  dass,  wenn 

a^^a«  >  0 

Irt»  niemals 

(2a«  -  9a6  -|-  27c)2  +  4(36 — 0^)3  ^  o 

«efai  kaiiD,  sondern  immer 

(2a»  -  9a6  +  27c)« + 4(36— a»)»  >  0 

sein  muss,  was  «nmUtelbar  auf  den  folgenden,  wohl  einlgetmanen 
hemerkenewerthen  Satn  iBhrt! 

Wenn  36— »«>0  oder  a^<36  ist,  so  hat  die  cnhiaehe 
Gleichung 
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>  jederxeit  eine  reelle  end  swei  imaginiTe  WnrselB. 
Weil  nach  meiner  Meinaog  der  ToiiiegeDde  Gegenstand  för  die 
Algebra  wichtig  ist,  so  habe  ich  denselben  hier  etwas  näher  be> 
sprochen»  und  will  mir  erlauben»  diesen  Aufsatz  mit  der  folgen- 
den, nn  die  Leser  dieser  Zeitschrift  gerichteten  Bitte  zu  seUiesseB. 

'  Aus  der  Theorie  der  Fliehen  des  zweiten  Grades  in  der  Geo* 
raetrie  nnd  ans  der  Theorie  der  Hauptazen  der  Systeme  materlel* 
Jer  Punkte  In  der  Mechanik  weiss  man,  dass  cubische  Gleichun- 
gen Ton  der  Form: 

(«— a)(ar-6)(a>-c)— iP(ar-n)— c«(ar— 6)— A^:— c)  •1-2<2e/;==0, 
d.  i.  von  der  Form : 


+  6ü 

-\-add  i 

— c 

-|-ca 

+  Äe«  f 

^dd 

—  ee 

-ff 

jederzeit  drei  reelle  Wurzeln  haben«  Man  hat  fflr  diesen  Sats 
auch  schon  ▼erschiedene,  ziemlich  künstliche,  rein  algebraische 
Beweise  gegeben,  von  denen  einer  in  meinen  Elenbcnten  der 
analytischen  Geometrie.  Tbl.  II.  Leipzig.  1839.  S.  J99* 
§•  72»  roitgetheilt  ist.  Es  scheint  mir  Jedoch  interessant  zu  sein, 
die  obigen  allgemeinen  Kriterien,  nach  denen  man  die  Anwesen- 
heit der  reellen  und  imaginären  Wurzeln  benrtbeilen  kann,  auf  die 
vorstehende,  sehr  merkwürdige  und  wichtige  Gleichung  anzuwen- 
den, was  freilich,  wie  sich  voraussehen  lässt  und  wie  ich  bei  ge- 
machten Versuchen  auch  schon  zu  erfahren  Gelegenheit  gehabt 
habe,  auf  ziemlich  weitläufige  Rechnungen  fährt,  die  aber  auch 
Jedenfalls  zu  bemerkenswerthen  algebraischen  Relationen  fiihreB 
werden.  Ich  halte  aber  einen  solchen,  auf  blosse  elementare  alge- 
braische Rechnungen  gestützten  Beweis  ftlr  verdienstlich  nnd  Ufr 
ein  wünschenswerthes  Besitzthnm  der  Wissenschaft,  weshalb  ich 
nneb  einen  solohen  Beweis  gern  in  das  Arohiv  anfnehmen  würden 
nnd  die  Leser  dieser  Zeltsdirift  zu  dessen  AulcBohnng,  die  In 
der  angegebenen  Weise  mir  selbst  noch  nicht  gelungen  Ist,  an^ 
suferdem  mir  erlauben  mOchte.  ' 
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Uebungsaufgaben  für  Schüler. 


Arithmetischer  Satz 

von 

Herrn  ü^skar  fWerner, 

Lehrer  der  Matlieiiiatllr  za  Dresden. 


Es  ist  jederzeit: 

1)  a  +  6  =  -    T  -Vj- — 


a — o  '  o — 


a6  =  (a6)'; 

.  n'  b*  c» 

^  •+*+*— (o-6)(o-c)  +  (6— a)r6 - 1)  +  (c-o)(c - 6)' 

.A.     J.A  ("^^)^  ,         (°c)'  (6c)' 

•* + + =  («-c)X(A^  +  (a-6)X(«>-*)  +  (*-«)X(«-«)' 

3)  o-f Ii-    _ ^ +    _       -  cö  ("6  -  rf) 


(c— «)  (c—  ft)  (c— rf)  ^  (rf— a)(d-Ä)(rf-c)' 

,   .  „___JM)!  

rf)X(c-6) (c— rf)  ^  («-^)  (fl-c)  X  c 
(6c)^  (6^)8  

(c-«Xc-^»<(<^-«)(d-6)' 
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 (acd)^    (bcd)^ 

+ (a^b)X(e-bp<(d-by(b-ayx(e-  a)X(d-oy 

abcdz=:(abcd)K 

Welches  allgemeine  Gesetz  ergiebt  sich  hieraus  und  wie  läfist 
sich  dieses  allgemein  beweisen? 


Miscellen. 


Schreiben  des  Herrn  Professor  J,  K.  Steczkowski  an  der 
Universität  zu  Krakau  an  den  Herausgeber« 

Ungeachtet  der  p\  tlia^oräische  Lehrsatz  so  vielfach  he«  lesen 
worden  ist,  da^s  es  iiberllüssijT  scheinen  dürfte,  auf  neue  und 
einCachere  üeneisarten  zu  denken,  so  glaube  ich  dennoch,.  das«i 
da  man  beim  Vortrage  der  elementaren  Geometrie  mit  so  vielcD 
Individuen  verschiedener  Fassungskraft  za  thvn  hat,  es  nützlich 
wSre,  verschiedene  Beweise»  wenigstens  der  «richtigsten  Lehr* 
sfttze»  bei  der  Hand  su  haben.  In  der  Blanche  fachen  Ausgabe 
der  Etementar-Oeometrle  von  Legendre  fand  ich  einen  blosi 
anfgestellten  Lehrsatz,  aus  dem  der  pythagorSlsche  folgerecht  ffiess^ 
den  ich  bewiesen  und  auf  den  pytbagorSischeo  angewendet  habe 
Indem  ich  in  dem  XX.  Bande  S.  480.  Ihres  schätzbaren  Archivs 
einen  neuen ,  von  Ihnen  aus  einem  englischen  Lehrhuche  entlehn- 
ten Beweis  dieses  letzten  Lehrsatzes  fand,  so  entschloss  ich  mich, 
in  Rücksiebt  auf  den  oben  ahnten  Umstand,  Sie  zu  bitteo, 
meine  Beweisart  in  Ihre  Zeitschrift  aufnehmen  zu  wollen* 

♦ 

Lehrsatt,  Wenn  man  auf  «w ei  Seiten  JÄ,  ^C(Taf. IT. 
Fig.  4.)  eines  geradlinigen  Dreiecks  BAC,  was  immer 


t 
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für  Parallelogramme,  Reebleeke  oder  Qoadratte  Tor- 
seiclinel»  die  den  des  Dreiecks  paralleieo  Selten  bis 
an  ibrem  Dnrebacbnittepunkte  O  verlingert»  den  Punkt 
0  mit  Ä  dnrch  di«  Gerade  OA  verbindet,  nnd  anf  der 
dritten  Seite  BC  ein  Parallelogramm  BCDß  ao  bildet» 
d'asa  die  Seite  BE  glelcb  ond  parallel  der  verbinden* 
den  Geraden  OA  iat,  ao  Ist  die  Flicbe  des  letzten 
Parallelograroroa  gleicb  der  Summe  der  Fllcben  der 
swei  ersten  Parallelogramme,  Rechtecke  oder  Qua- 
drate. 

Bcwois.  Werden  die  Seiten  KB  und  DC  des  letzten  Pa^« 
ralleloo;ranirns  bis  zu  den  I>urch8clinitts[)unkten  /'  und  G  mit  den 
Seifen  odrr  ihren  Verlängerungen  der  ersten  Parallelogramme, 
Rechtecke  oder  Quadrate  verlängert  und  die  Linie  FG  gezogen, 
so  sind  die  Dreiecke  FOG  und  HAC  congruent,  indt  ni  FOz=BA, 
GÜ^(  A  und  der  Winkel  FOG=^ßAC;  also  der  Winkel  OFG 
=  Anr  und  OGF=A(  H.  Zwei  Fünfecke  BFOGC  und  EBACD 
sind  auch  congruent,  indem  sie  Seiten  und  Winkel  gleich  haben, 
nämlich  FiX^HA.  GO-AC,  BF=OA=.BE,  CG  =  OA^CD, 
ßC^ED  und  Winkel  OEß=ABE,  weil  beide  aus  gleichen 
Tfaeflen  z«saninier»gc>e(/t  siiid,  eheu  so  W  inkel  OGC  =^  ACD; 
die  a.ndern  Winkel  sind  auL^enscheinlich  unter  einander  deich. 
Zieht  man  nun  vou  beiden  1  linfecken  den  ilinen  <;emeinschalHi(  lien 
Theil  BA(^  ab,  so  bleüil  die  Summe  der  Parallelogramme  BFOA 
-^CGOAzzi  BCDF.  Da  aber  BFÜA  =  BMNA  und  CGOA 
=  CßÄ^,  so  ist  auch  BJJNA  +  CSRA  =  BCDE. 

Hat  man  jetzt  (Taf.  IV.  Fig.  5.)  ein  bei  A  rechtwinkliges  Dreieck 
BACund  verzeichnet  auf  drei  Selten  Quadrate,  dann  die  Seiten  EB, 
BC  des  auf  der  flypotennse  verzeichneten  Quadrats  bis  F  ond  G 
verlfiogert»  ao  unterscheidet  sich  der  Beweis  bloss  dadurch,  dasa 
bier  zuerst  aus  der  Congruenz  der  Dreiecke  BMF  und  CRG  mit 
dem  Drdecke  BAC  die  Gleichheit  3IF=AC  und  KG=BA  ge- 
folgert  werde.  Weil  nun  NO=AC  und  SO^AB,  so  ist  N0=^3IF, 
SO- HG,  woraus  NO-'NF=MF^ NF  oder  FOssMN=:AB 
und  SO-^SG^RG^  SG  oder  GO=zRS=zAC  folgt;  es  ist  also 
auch  OA=BF=:^G.  Aus  der  Congruenz  der  Dreiecke  FOG 
und  BAC  folgt  auch  FG=:BC.  Nun  ist  aber  BF=BC=:  CG, 
also  BE=zAO::^BF,  CG=^CB.  Das  Fünfeck  BFOGC  =zFiint- 
eck  EBACD,  woraus  BFOGC  — BAC  =:  EBACD- BAC  oder 
BFOA^  CGOA=iBCDE.  Da  aber  BFOA  =  BMNA  nnd 
CGOA  s  CRSA,  so  ist  anch  BCDE^BJUJSA  +  C&SA, 


I 

« 

Nebeobei  llieile  iob  Ihnen  eine  Auflümiig  der  AnfJsabe  der 
TransformatioD  der  Coordinaten  in  der  Ebene  mit,  die«  obwobl 
leb  eie  scbon  seit  zfi*aniig  Jabren  kenne  und  mich  seit  ffinfisebn 
Jahren  derselben  bei  meinem  Vorfrage  bediene »  so  rnnss  icb'doeb 
gestehen,  dass  ich  sie'  bis  jetet  in  keinem  Lehrbnche  Aber  die 
analytische  Geometrie  gelesen  habet. 

Es  seien  in  i'af.  IV.  Fi^.  6.  OX,  OY  die  urspi ünglichen  und 
OX',  OY'  (lit:  fuMicti  Coordiimteiiaxeii.  iSun  sei  ein  Punkt  in,  dessen 
urspruri*Tllrlio  (  oordinaten  0;?=--.r,  "  v/ und  die  iieut  ii  ()p'=x', 
p'mz=.y'  sind,  Au-sserdeiii  sei  ß  der  A\  i nkcl  JYO  }' der  alteo  Axen, 
dann  a~X()X'  i  W  inkel  der  iif  uen  Axe  X'  und  ^'z=zXOY' 
der  der  uouen  Axe  Y'  mit  der  alten  Axe  X,  Die  Entfernung  de» 
Punktes  m  von  der  Axe  OY  ist  inn=^pf/~xmnß.  Da  aber 
pq z^rp' -^p's=^x' 6iu{ß — a)-{-y' smiß —ß'),  so  ist  auch 

sin  (!?-«)  sip 

sin/}        •      slnjS  ^* 

Sucht  man  auf  die  nämliche  Weise  die  Entfernung  des  Punktes 
m  von  der  Axe  OX,  so  hat  man  diese  Entfernung  z=mt  =  mo-\-p't'» 
Aus  den  Dreiecken  O///'  und  niop'  findet  man  p't'  —  x'  s'ina, 
mo  —  7/'  s'm ß' i  aus  dem  Dreiecke  pmt  aber  mt=y  niuß,  und  aus 
diesen  Wertben:  '  r 

sin«  ,     sinjS'  , 

Dies  sind  die  zwei  bekannten  allgemeinen  Gleichungen,  mit- 
telst welcher  man  ans  einem  beliebigen  in  ein  beliebiges  Coordi- 
naten-System  fibcr^eht. 

Ist  das  alte  Svsteni  rechtwirjklig ,  so  ist  j3  =  ÖÜ^,  und  die  obi- 
gen Gleichungen  geben  in  folgende  über: 

jrss^r'coso-f  y  cos  ß', 
y  =a/sin«  +  y  sin  ß'. 

Soli  auch  das  nene  System  rechtwinklig  sein,  so  siebt  man  aus 
der  Figur,  dass  jS'— «  =  90^  oder  ^'sfiOO-l-a  sein  muflSf  ond  die 
lotsten  Gleichungen  gehen  in 

X  =     Cosa  — 7/'  sin  a, 
y     x' sin« 4-;^'  cos« 

Ober. 

Krakau  den  24.  Januar  1864 
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Ueber  in  und  um  den  Kreis  beschriebene  Fünfecke. 

Vom  Herftnageber*  * 

Nicolaus  Fuss,  ein  Schüler  Euler's,  bekanntlich  einer  der 
berühmtesten  Mathematiker  des  vorigen  Jahrhunderts,  hat  in  einer 
schönen  Abhandlunj^  über  Viefecke  *)  auch  einige  Sätze  über  in 
und  um  den  Kreis  beschriebene  Fünfecke  bewiesen,  die  ich,  oo* 
geachtet  ihrer  Einfachheit,  doch  für  beraerkenswerth.  halte,  uod 
daher,  theilwei«e  mit  anderen  Beweisen  versehen,  im  Folgenden 
nittheilen  will. 

Sei  ABCDE  (Taf.  IV.  Fig.  7.)  ein  beliebiges  in  den  Kreis,  dea 
MH  JUittelpunkt  O  ist,  beschriebenes  Fünfeck.  Die  Winkel  die- 
ses Fünfecks  wollen  wir  durch  A,  B,  C\  />,  E  bezeichnen.  Der 
Umfang  und  der  Flächeninhalt  des  Fünfecks  seien  respective  P 
und  Ff  und  r  sei  der  Haibo^es£>er  des  Kreises,  in  weichen  das- 
selbe  beschrieben  ist. 

Weil  nnn  bekanntlich 

2  C  =  ar c />  E + arc  f;^ -f  ar c  J 
^=wteAB  -l-arc  j&C-l-arc  CD 


t  ■ 


ist,^  80  ist 

2(C-i-£)  =  2  arc^^-farc  jSC + arc  CD-f-nc  DE  -f  axcEÄ, 


also 

folglich 

woraus  sich 


2(6  +  £)  =  2»  +  arc^i?, 
SHC+E)=s^7S+a6b, 


iAiiBszC+E'-Tf 


Ueberbaupt  ist  also: 


1)  \  W^D^E^B^n. 
IDOE^zA-^C^n, 
iE(JA  tisB-i-Dr^^ 


De  Folygonis  ^mmetrice  irregalaribn«  circulo  sioral  faiscriptU 
dicamscriptis«  Kots  Acta'PetnipolitMiai  Tom.  Xlil.  p.  16S. 


r 
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Nn  ist  ofMv: 

€D=2rmniCOD, 
£J=2r0iiii£Oil; 


aliSO  oach  1): 


ili?sst-2rsiB(C+£), 

ÄC=— 2rsin(/>+^). 
2)  ^  C/>=— 2r8iii(£  +  B), 
Z)f;  =  ~2r8in(^+C), 

£il==-2rsin(B4/>). 


Weil  ooD 


ist,  ao  ist 

3)   P=-3rtsiii(il-f  C)+8in(0+l>)H-sin(C+£)ri 

+ sin  {D'{-A)  +8iii(£  +  £)  ( 

Sehr  leicht  fibefzengt  man  sich  ferner«  dam 

F=  \T.AB.cMiAOß 

* 

-fir.^C.cosi^OC 
-f-|r.CD.cosic6z> 

ist^  also  ist  uacb  1)  un^  2): 


F=  i*sId(C+10cos(C+ä) 

+  r^siD  (/>  +  -^1)  cos  (/)  +  A) 
+r«8iD(£+B)cos(iB+^ 
+  r«sin(J+  C)cos(J  +  C) 


MUceUen. 
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folglich  » 

4)  F=4r«{sin2(il+0+«*n*(^-f  ^)+8id2(C+£;) 

+  sin2(i>  + J)+8in2(£  +  Ä)  ) 

Ziehen  wir  ^  OiagoDale  BM^  ao  i«t 

ß£2-_^j52^£^«_2ii^.£il.co82l  und  BE='irsm\ROE, 
Nun  «rfaeliet  aber  Jeieht  die  Rlehtigbeit  der  Gleichnng 

iSO£+2ilrr29v/al80  \B^E^9^A,  8lniB^£=«inil; 
folglich  nach  dem  Vorhwgebenden: 

oder 

^yfAB^^EJ^-'iAB.EA.cosA 

Sellen  vrir  der  Kurse  iregen 

AB^a,  BC^b,   CD^c,  DE=:d,  EA=^e; 

Ao  ist 


28in^ 

^9\üB 


\        ö^—^cb  cos  (7 


r  = 


2siiiC 
Ve'  +  <^'— 2MleoB£ 


2  siniS 


nmg^hri 


Aus  der  ersten  diöeer  Gleichungen  folgt 
dnreh  Anfluenng  einer  qnadiatisehen  Gleichung: 

6)  eoBufss  4,2     '  '  . 

und  eben  so  Übt  die  flbrigen  Winkel. 

Wenn  um  und  in  ein  Ffinfeck  Kreise  beschrieben  sind,  deren 
Halbmesser  respective  r  und  q  sind»  so  Ist  offenbar: 


MfiCeUen. 

r 

Fuhrt  man  in  diese  OleichoDg .  die  Ausdrücke  3)  uod  4)  ?od  P 
und  F  ^iü,  so  erbalt  man: 

4 

8ln(^-^C)+8iD(^^-Z>)4alp(€^|>g)4<l^i(iH^)^^s'»p(g4^) 

Wenn  das  Fünfeck  ABCDE  (Taf.  IV.  Fig.  8.)  um  deo  aus  dem 
Mittelpunkte  O  mit  dem  Halbmesser  p  beschriebenen  Kreis  be* 
schriebeo  ist,  so  hat  man  offenbar  die  Agenden  Gleichungen: 

B6=,(cot4i.+cotiC)^SBSJ(^ 

i;^==^(coti£+ cotu;=2?!|Ü^^ 

So  wfe  Fuss  a.  a.  O.  habe  auch  ich  die  vorhergehendeo 
Relationen  bloss  filr  das  Fünfeck  entwickelt,  ond  bei  Fuss,  wel- 
cher gleich  am  Anfange  seiner  Entwlckelung  die  bloss  fffr  dai 
Ffinfeck  geltende  Relation  Ä-\-B^C'¥ D-^-E^Zn  in  AnireR» 
dnng  bringt,  scheinen  sie  allerdings  auch  bloss  flir  das  Fiiofeek 
gültig  zu  sein.  M^e  obige  Entwickelung,  bei  der  ich  vorsieheDde 
Relation  nicht  angewandt  habe,  lässt  aber,  wie  es  mir  scheint, 
sogleich  erkennen,  dass  die  obige»  Entwickelungen  sich  leicht 
auf  jedes  beliebige  Vieleck  erweitern  lassen.  Dies  aber  weiter 
auszufuhren,  ist  hier  nicht  mein  Zweck.  Vielleicht  giebt  das 
Obige  dem  Leser  Veraolassung  zu  weiteren  Untersucbiiogeo. 

Zum  ScMtis«  will  ich  noch  die  AuflSsnng  kurz  mittheileo» 

welche  Inns  lür  die  folgende  Aufgabe  giebt: 

Wenn  die  Selten  eines  Ffinfecks  und  ein  Berfik- 
TUDgspunkt  gegeben  sind:  den  Halbmesser  des  in  dai 
Ffinfeck  beschriebenen  Kreises  su  finden. 

In  Taf.  IV,  Fig.  Ö.  setze  man 

ABz=^a,  BC^ö,  CD^c,  DEszd,  EA=€ 
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<i  ist:  . 

eotfilssC  cotii?»^«  cotiC=-.  cotiJ[>=-,  cot(Es-. 
Nn  ist  aber 

lifo 

Mglicb 

fifid  hieraus: 


2  +— 2~=J''' 


cot  g  cot — g — ^1=0. 

Noo  findet  man  aber  leicht: 

od  bimos  die  Gleicbun«;: 

(a  +  c£  4-  —  i «tc^A  4-  iA: (a  4-  +/^(<i  -I-  1 9'^  ^  fghik^^^- 
Setzt  man  jetzt  der  Kürze  wegen: 

M  i«|,^4_^^a4.iV  =  0»  also 


Meine  Absicht  ist  im  Obigen  gar  nicht  gewesen,  diesen  Ge- 
eenstand  zn  erschupfen;  ich  habe  nur  eini£^e  Resultate  aus  einer 
Artielt  eines  alteren  berühntten  Mathematiker  zu  weiterer  Anre- 
gung mittheilen  wollen.  Vielleicht  lüsst  sich  das  Obige  auch  bin 
Bad  wieder  au  Uebangeii  för  Schöler  benutaoii.  0. 


1 

'  Digitized  by  Google 


Berichtigung  der  Berichtigiiiig  Im  Archiv  Tbl  XXI.  S.  344. 

Von 

HerrD  Professor  Dr.  J.  J>ienger 

m       poljtecliDlscIi«!!  Schule  so  CarUrahe. 

CD «a- snjadn%    1  ^^«o^ sn^aj i^^sn^  ^ 
cn2a  =  — l_ifi««n*a  1— i»»sn*a 

cn2a  - 1 +2sD«a=w»*fla*a  (1 +cn  2a) , 

2sn»a  1  — cn2«  _q 

-hc«2a)    m^ai  ^  curla)  * 


 1     ^  l--cn2o 

<(i+cn2a)*""m»(l +cn2a) 


 1_  

«"'«=»«(l+cii2a) 


^   VI— m«(l-^cng2^ 

^mHi  +  cn2a)^       w^l+cn2<i)  ' 

1 4.  V 1  — iit»sn^a  _    1 J:  dn  2a 
^ — m'(l+cn2a}       m*  (1 + cn2<i) ' 

Aber  von  dep  sw^i.Zelchen  ist  nur  das  untere  zulässi^r,  da 
sonst  ßn«a>l  werden  kSnnte,  Wie  msn  leicht  sieht;  demnach: 

1— dn2a         a>-dn2a)  (1 dn2a)  (1  ---CTi2a)_ 
«■•==JSS355^55==m»(l  +  cn2«)  (1  +  d72^(J~cn2a) 


(1— dn«2a)(l-cn2«)  _  m^sn^^crCl— cn^ 
'm«(l— cn*2ä)aTdn2a)""  W|2sn22a(l  +  dn2a)  I+dttS» 


snassJb 


aT  1  —  cn2o 
\  l  +  dD2o 


Das»  die  „berichtigte'*  Formel  nicht  recht  ist,  ergiebt  sich 
schon  daraus,  dass  sna  ja  vier  Werthe  haben  könnte. 
tJebrigens  Ist  .ganz  directt 

A^mgfli»^a>>-lTfsn%-fsn%--TmWg^sn*g(l-^*^n*fl)^ 
L^<5n2»=  l_^«sr,4a  l-m»sn»« 

1  +  dD2a=^  '  1— jn*aD^  1— w»'sn*a 


^  kj  .-ud  by  Googl 


« 

dD2a + enSassr  1 — —  

^  1 — m'sn^a 

2  (1  ^gfi»a)  (1  — wi^sp  «o)    ^cn^g  (1  —  /»^  sn  ^a) 
1 — m^aa*a         ~~      1— m^su^a  * 

H-dn2a  -TRnüi-"' 


Von  'dem  iiernii«g«ber. 


In  dem  Id  einen  f^reia  beschriebenen  Seehseeke  ABCDEF 
<TaC.I¥..Fig.  dessen  Winkel  wir  durcb  A,  B,  t\  D,  E,  F 
beseichnen  wellen,  ist  nach  dem  Ptolemliseben  Lehrsätze >  ange- 
wandt auf  die  beiden  in  den  Kreis  besebrlebenen  Vieredee  ABCD 
und  AEkEFi 

AC.BD^AB.CD-^  BC.AD, 
AE.DF^  AF.  DE  +  EF.AB; 

also  ist 

AC.  BD— AB.  CD  _  AE.DF-AF.DE 

BC  EF  * 

nnd  hieraus: 

EF.AC.BD—BC.AE.DF 

z=:AB,CD,EF-BC,DE.  AF. 

Nnn  ist  aber,  wenn  r  den  Halbmesser  des  Kveises  bmidinei 
oSeobar: 

AE^^rmü  t\   ÜF  =  2r8in£; 

also  nach  dem  Obigen: 

.  «  .  ^  .  «  AB.CD  EF  BCDE.AF 
EF.^BmC^BC.OuE^Fs:^  ^  • 


♦ 
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Das  io  Äeu  iLrtue 


f>k^«ef         i«^!  y<jii  ^icoiaias  Fbss  (Nora  Acta  Petro- 


DracLfehler. 
TbL  V  III.  8. 17L  Z.  4  ¥.  UL  statt         (1—^^)0  setxeuaa: 

Th!  VIII  S  i:2.Z.6.?.o.  i»taU/(jr  +  (i— (a— seUemao: 

Iii  der  Abbaadloog:  Ueber  die  StaTiilitSt  der  ScbiiTe* 
IbL  XV,  6.%.  Z*4.  V.  IL  netze  man  J^^~=  tax J^^—. 
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xxw. 

Der  liegende  und  wäbende  Pendel« 

Von 

Herrn  Brenner, 
Lehrer  m  Tattli&g;6ii  in  Wärtembery. 


I.   Der  liegende  Pendel. 

r  Wenn  sich  eine  parallelepipedalf^mige  Stange  über  einen  mit 
seiner  Aze  borizontalliegenden  festen  gemeinei)  Cylinder  so  bewegt, 
dass  jene  diesen  fortwährend  berührt»  dass  deren  Achse  oder 
jede  mit  ihr  Parallele  eine  Ebene  beschreibt,  die  auf  der  Achsa 
des  Cylinders  senkrecht  steht»  und  dass  endlich  die  Staoge  in 
ihrer  Mitte  aufliegt,  wenn  sie  die  horizontale  Richtung  angenom* 
nien  hat,  so  nennen  wir  diese  Vorrichtung  den  liegenden  Pen- 
del, im  Gegensatz  zum  gewohnlichen  hängenden  Pendel.  Die 
Theorie  dieses  liegenden  Pendels  sei  nun  der  Gegenstand  nnae- 
rer  Betrachtnng. 

Es  ist  klar,  dass  es  genügt,  einen  durch  den  Pendel  gehen* 
den  und  auf  der  Achse  des  Cyfinders  senkrecht  stehenden ,  mit- 
hin vertikalen  Durchschnitt  In's  Auge  zu  fassen,  so  dass  wir 
statt  des  Cylinders  einen  Kreis  nnd  statt  der  Stange  ein  Paralle* 
logramm  hab«i  irerdeo» 

Man  verlege  nun  den  Anfangspunkt  O  (Taf.  VI.  Fig.  1.)  der 
Coordinaten  in  den  Mittelpunkt  des  Kreises  und  nehme  die  Ab- 
scissenachse  horizontal  nach  der  Richtung  OX,  sowie  die  Ordi* 
natenachse  vertikal  aulWärts  nach  der  Richtung  OF.-  Sei  ein 
beliebiges  Element  des  Pendels  in  M,  so  verlängern  wir  ON  an 
und  ziehen  3JL  senkrecht  auf  diese  Verlängerung.  Indem  wir 
AN  und  AB  als  Achsen  des  im  Pendel  unabänderÜcli  gedachten 
Goordinatensystoms  annehmen  t  wo  die  erstere  die  Abscissen-  und 
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*c  kfstcf«  im  MipslMncMe  vmtdIeB  aoO.  «o  ist  ctic  AWetw 
Jf  gleich  LMss^i  md  die  Onlhiate  wÜireod  die 

CMrdioateo  dMdben  Pmktes  besieblicli  der  Achsra  snd 
OF  «od ;  «  ood  jf.  Die  Ordinatea  des  Berfibmng^punkteB  N aber 
aetscD  irir  gleich  ood  hesegen  auf  OX  und  OF.  Setaai 
wir  gleiche  Dicbfigiceit  des  Peedels  venu»,  so  sei  die  Blasse  der 
VolonieDeiiiheit  desselben  (oder  viebielir  die  Masse  der  FlScbe»- 
einbeit  des  als  materiell  gedachten  Dorcbscbnittss  desselben)  gleich 
m,  folglich  diejenige  des  ElemcDtes  gleich  mtäx^d^x»  Sind  nnii 
X  end  F  die  auf  das  betrachtete  Element  wirkenden  Kräfte,  pa- 
rallel respectire  mit  der  Abscissen-  ond  Ordinatenachse,  so  sind» 
parallel  mit  denselben  Aebsca»  als  verlflecue  KiiDe  io  Recbonng 
an  bringen  die  Grossen 

nnd 

(  F—  c-y)  tndxi  dt/i . 

Aosserdera  wirkt  im  Berü'hrungspmikt  iV  ein  Druck  nach  der 
Rlchtunt^  ON,  so  wie  eine  Reibuni^  senkrecht  auf  diese  Richtunaf, 
Wir  denken  uns  diese  beiden  Kräfte  paraitei  mit  den  Coordiitaten- 
aclisen  zerlegt  ond  nehoMn  sodann  je  zwei  in  defssAbea  Hicbtnog 
ff  irkende  Coroposanten  zusaramen.  Sie  seien  «  und  An(  sokhe 
Weise  «tollen  sieh  nim  Mgeiide  drei  GIcM^nagen  dars 

1)    11  +  X  ( JC—  c^x)  nw/jj  d^i  =  0 , 

wo  sich  die  Sammenzeicben  £  anf  die  Dimensionen  dss  Pendsln 
allein  beziehen. 

ElindDiren  wir  die  onbekannten  KrSHe  n  und  w ,  so  ist 

wormis,  weil  w  heransfällt,  zunächst  hervorgeht,  dass  die  Bewe* 
c:imi:  \oTi  der  blasse  des  Pendels  unabhängig  ist.  Es  ist  mm  x 
gleich  der  burnine  der  Projcctionon  der  Linien  OT  ond  TM  auf 
OX  i^Uen  nir  daher  den  Winkel  BON=^e  ood  QB^r»  «»i«! 

ar=  OT.  sin  0  -f  TM.  cos  0. 

Nun  aber  ist  07'=r  +  y,.  Ist  femer  C  der  Punkt,  trelcher  den 
Ktflis  in  B  berfibrt  heUe,  ee  stoben  wir  CD  ■mhochf  auf  XJf» 
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ii«d  dttim  ist  |>foCSf3^ftiVntfr6;  mi  Ak  LOt:^y,  wMiii  «vfr  die 
iiSnge  des  Pendels       setzen»  so  ist 

«nd  foigl^b 

ä=(t  +  jri)8ui  9 + («I  — iZ—rd)  coed. 

•  * 

C^ietcherweise  ist 

jf:=(r  ^jf])  cos  9— (^1 — U-'i*0)8tn6»  ' 

und  daraus,  wenn  wir  nacli  den  Uifferentiatiooeu  auf  eineo  Augen- 
blick ÄTx — i/—  rö  =  2  setzen ; 

a^a^l^x 8in49 .d*^-^t  cos ^. d0H«'CO80.dd*-|-xsiD 0,190* 

—2  cos  0.020. 

Ferner  ist  «^ssrsinO.  «'»rcosO  und  in  nnsefer  Befraclbtnig 
XäsO  und  Yzs'^ff,  wo    die  MIche  Schwere  bedeutet. 

^flachen  wir  diese  Substitutionen  alle  io  4),  so  kommt 

^Sße,£isl^-^  ffi^)  dag  dffi  -f-  rd6^£sdaid^i  -^g.sln  e£yx  dsti  dffi 

cos  BSzda'i  di/i  =0, 

Ersetzen  wir  2  wieder  durch  dessen  Werth,  führen  die  Integratio- 
nen durch  und  setzen  die  Dicke  des  Pendels  =£»  so  ist 

Tn  I      1^0'^     t  |«„  r0>cos0-iBsSn0  „ 
7)  ^^+/a+4«a  +  lär«0*  +  *^^*  /2^4fi«+ 12r«0a 

Setzen  wir  das  Integral  dieser  Gleichung 

^^*"-/a+4£2  4.i2r»0»' 
wo  C  eine  noch  su  bestimmende  FonctieiiTon  0  ist^  so  «rbalten  w|r 

0C  +  24j  (rö .  cos  ö  —    sin  ö) = 0, 

so  dSM 

C  SB  C-o24^{i'(0.  sin  0^cos0)  4<  |tiMMr0I , 

wo  C  auf  der  rechten  iSeito  die  eingegangene  Constante  ist.  Diese 
giebt 

24y        r  (a .  sin  0  -f  cos  0)    ;g  cos  0] 
8)  ö6»=  ß^4^^i^  


^        Br$nner:  Der  He§eiide  tmd  «üMdlf  nmdei. 

Wir  machen  niw  vu  BesännDing  der  Conetante  C  Ewel  Hf- 

a)  Em  habe  MfiSff  9^0  einen  bestimmten  Werth«;  «ledamiivM 

Ld^^eii   vNir  immerhin   die  letztere  (Jnlsse  tluich  C  dareesfelH 
teo  iindcfi  >ich  die  I'orni  des  Inte^^raU 8)  nicht  af>-    So  ^ross 
eber  auch  C  oder  r  seio  mag,  so  wird  doch  endiicb  cd=U  wer- 
den, nnd  diese  ist  der  Fall,  wenn 

C— r(d.sin6-Kcoäd)— ;€cosd=0 

geworden  Ist 

Zviar  wird  io  Wirklichkeit  der  Pendel  vom  Kreise  abglitechei, 
bevor  er  nnr  den  Winkel  0=s  »  beschrieben  bat;  alleio  es  Ist  de* 

bei  an  bedenken,  dass  unser  Cnicul  davon  nichts  weiss,  sondern 
eine  Abwickelung  der  ßerührungsUnie  annimmt,  ohne  GUt- 
avbung,  so  dass  sieb  die  Bewegung  desselben  anf  gleiche  Webe 
selbst  anf  der  negativen  Seite  von  OJC  fortsetit  Ja,  diese  Ab- 
wlekelnng  gebt  sogar  bis  in's  Unendliche  fort,  so  dü»s  endBcb 
dar  Pendel  mit  dem  Kreise  bloss  noch  durch  eine  immaterieiit^ 
steife  Tangente,  als  Verlfingemng  von  JLY.  verbunden  ist 

ß)  Es  sei  cß=Q  für  einen  bestimmten  Werth  d^6|t«  Unter 
dieser  Bedingung  ist  C=:r(^sindi  •fcos^)-f-Uco8(9i,  folglich 

0^  »>P ^1  Ssln  e  ^ cos  Ol  -  cos + ii(co8 -  cos  m 
V)   \g.  /a+4«ä+T27Ä6ä  ' 

Die  (Tieichimgen  8)  und  9)  lassen  sich  in  endlicher  Form  nicht 
allgemein ,  sondern  nur  in  besonderen  Voraussetzungen  integrireo, 
ond  ^vi^  versuchen  es,  in  Beziehung  aut  die  letztere  Gleichung  m 
ff)  für  kleloe  Ausschlag>viukel  £s  belehrt  uns  nämlich  diese 
Glaicbung,  welche  sowohl  für  positive  als  negative  Werthe  voa 
•  <^4  reelle  Werthe  ßrc^?*  liefert,  nnd  awar  filr  gleichet  auch 
gleiebe  c6«,  dass  der  Pendel  wiederholte  Schwingungen  volibrio- 
gen  wird,  nnd  zwar  Schwingunsren  von  gleicher  Grösse  öj.  ße- 
liali-ro  wir  nun  im  Ausdruck  für  c^"-  noch  die  vierten  Potenzen  von 
^  un  I  ^1  bei  und  verwerfen  alle  höheren,  so  haben  wir,  wenn 
«  Aach 
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«eisen  j 


nd  darmis: 


10)  Öö2s=a(d|«— 


Entnickelu  wir  die  Potenz  (6  —  c0*)-»  bHiomi*eh  und  behal- 
ten dabei  nur  noch  das  mit  dem  Quadrat  von  Q  bebal'tete  Glied 
bei y  80  haben  wir: 

wenn»  das  lotegral  ist! 

wetebea  Integral  noch  ganz  nnveründert  bleibt,  wenn  die  Zeit  von 
da  an  gezählt  wird,  wo  6»0.  Man  bemerkt,  dass  dieses  lote- 
gnlt  welches  die  Werthe  von  0^  vnd  B  bis  in*s  Quadrat  enthält, 
geean  ist  bis  auf  die  dritten  Potenzen  derselben  Grlissen.  Denn 
die  Beibehaltung  höherer  Potenzen  im  Werthe  9)  oder  10)  wOide 
in  11)  keine  dritten«  sondern  vierte  Potenzen  erscheinen  lassen. 
Man  flherzeugt  sich  auch  bald,  dass  eine  weiter  getriebene  An» 
oäberong  die  Zeit  i  io  folgender  Function  zur  Darstellung  brächte : 

^vo  j|f  eine  constante  Grösse,  hingegen  iV  eine  algebraische  ganze 
Feactioo  von  $  ist,  mit  positiven  und  ganzen  Exponenten. 

Wenn  nun  6  zum  erstenmal  =6^  wird,  so  Ist 

Wird  aber  6  zum  zweitenmale  0,  so  ist 

t     iV.  st  9 

Oed  ist  d  zum  aweltenmai  ssz$g  geworden',  so  Ist 
Fol^lldi  ist  das  Intervall  der  ersten  Schwingung 
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Eben  «o  gross  aber  wird  das  Infervall  f6r  jede  folgende  Sdtwin' 
gung,  und  folglich  sind  die  Scbwingungeo  flir  einen  einmal  ange  - 
nommeaen  Ausschlag  6i  lsocbTi>n. 

Ohne  t  zu  kennen,  sind  wir  vermittelst  der  Werthe  vop  3-4 
nnd  dd^  im  Stande,  die  Kräfte  u  und  w  für  jede  Lage  des  Pen 
dels  zu  bestimmen.  Denn  wir  dürfen  eu  diesem  Zweclce  nur  dit 
Werthe  von  B^x  und  d'^i/  aus  5)  und  6)  in  J)  und  2)  substituireo, 
and  Y^-rg  setaen  und  die  Integrationen  vollfilhrea.  Wol- 
lad  wir  darnach  den  Druck  und  die  Reibung  besoaders  darge> 
stellt  sehen,  so  dürfen  wir  nur  u  und  to  naoh  dea  BIchtuogei 
OiV  und  T9C  zerlegen  und  die  zusammeugebürigen  Composantet 
addireo. 

Steigen  ^vir  vom  phystkaÜsclien  Pendel  nunmehr  auf  den  m athf 
matischen  herah,  so  sub-stituiren  uir  statt  der  Stange  eine  ninte- 
rielle  Gerade.    Diesen  Zweck  erreichen  wir  einlach  dadurch,  dass 
wir  in  unsern  Formeln  et=0  setzen. 

Auf  diese  W  eise  werden  die  obigen 

■ 

«ad  aus       Gl)  und  11)  wird 

r(<9.sin64-eos^ 

*    '  äii^         »"(^l  ein^^ÖsiTi^  f  cosfli  — 'ceatf) 
^-^*9  ^121^02  * 

•  :     ■.  I  '  I  .  ■  .         .  'Ii:.- 

Um  die  LSnge  des  Secnadenpendela  snbestfnnieny  mAMen  wbr 
auch  noch  die  Quadrate  von  6  und  ^  vemaehllssigen»  wodurch 
wir  zonicbst  erhalten 

eraetwn.  Dieses  g^bt: 

Sf  ab  n 

Es  ändert  sich  demnach  l  mit  r  und  zwar  nach  dem  Verhältoiss 
der  Quadratwurzel  von  r.  •  ' 
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« 

Da  die  Geschwindigkeit  bü  mU  der  Zeit  oder  auch  mit  dem 
Winkel  B  veröaderlich  ist,  so  entsteht  die  Frage,  ob  und  wo  die- 
lelbe  ein  M.M  darbietet  Weil  aber  b)  das  allgemeine  Integral 
IstToo  7),  so  benutzen  wir  eben  diese  Gleichung»  und  nicht  9), 
inr  Aufsuch  uns:  des  M.M.  Aus  derselben  erhalten  wir  atd  Bedin« 
ptai^  des  M.M: 

(P^  4«»+ .  V       r  (0 .  sin ö + cos  €) — ieeos B  * 

Zuerst  bemerkt  man,  dass  diese  Gleichung  befriedigt  wird 
daicb  den  Werth  6^sO,  und  diess  liefert 

Onteniueht  man  den  Werth  van  21^6 ,  so  findet  sich,  dass  dieser 

FiU  ein  Maximum  liefert»  wenn  r  -f  —  >  l^f  und  ein  Minimata, 

r*s*  ^ 
wenn  r-f  <ie.   Ein  unbedingtes  Maximum  aber  findet  statt, 

fJ 

«eon  f=:0,  (1.  Ii.  heim  matlifniMtist  lien  Pendel.    Die  zweite  Be- 
dingung C — r(^..siii6  I  "  <is ^'j^ — lc*:()sO  =  Ü  lii  Cert  eiri  Minimum 
cö=0.   Ol)  und  welche  aniiere  1^1. IM  Tiocli  existiicii.  »entscheidet- 
sich  am  besten,  wenn  man  dem  Wini^el  6  eine  äcala  von  ge- 

7C        71/  3 

wissen  Werthen  beilegt,  etwa  0,        ^  »  jtt,  tt  u. s.w.,  und  die 

zuG^pfiorii^en  Werthe  von  96^  dazu  berechnet.  Findet  sich  nun 
ein  Werth»  welcher  zwischen  beiden  Nachbarwerthen  liegt,  d^  b. 
frelcher  entweder  grosser  oder  kleiner  ist«  als  diese  Werth e,  so 
)»e6ndet  sich  in  dessen  Nähe  ein  Maximum  oder  Minimum,  wozu 
«leb  der  Winkel  $  durch  Näherung  findet  Wollte  aber  C  eOinil 
solchen  Werth  haben»  dass  den  beiden  Glelehuqgen 

— r6.cosö  +  4isin6=ü  oder  tgö=r- 

C-r(Ösind  +  cosö)  — 46CO8Ö=0 

iQgleieh  genSgt  werden  kSnnte,  so  hätte  man  das  Minimum  dSssQ 
md  es  stände  In  dieser  Lage  der  Schwerpunkt  vertikal  Aber  dem 
BerChnmgdpunkte. 


11.  Der  wälzende  Pendel. 
Es  sei  ein  anderer  Pendel»  wekber  sich  mit  der  Mtatnlilrbg 
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eines  mit  ihm  fest  Terbundeiien  i-emeiiien  C^-findi  r>  anf  einer 
£beoe  wilst  «nd  welchen  wir  den  walzenden  Pendel  beiseen.' 

Auch  hier  ist  es  klar,  dass  wir  nur  einen  auf  der  Achse  des 
Cylinders  seakiechieü  Schnitt  zu  lirir.iehten  hai>en.  Es  stelle 
daher  APß  (Taf.  VI.  Fig.  2.)  den  halben  Durchsah nilt  des  Cylin- 
den  ¥or,  dessen  Halhmeeser  =r  sei.  ßetmchten  wir  nun  ein  in 
X  liegendes  Element  des  Pendels^  so  ist  OR^x  md  LB=sg, 
während  wir  den  AnfiingsponlKt  O  der  Tertiiaden  mid  horizontalen 
Goordinaten  eo  nehmen,  daee»  wenn  der  Dnrclinieeser  AB  liiiri- 
nontal  stebt,  der  Kreis  die  Abscisee  in  O  berührt  Ziehe  ich  dem- 
nach Cl>  senlnrecht  KutAB,  ao  ist,  wenn  leb  den  Winkel  JDCtesO 
setze,  DP^  OP=r6,  Den  Anfang  der  im  Pendel  festen  Goor- 
dinaten setze  ich  in  C,  zahle  die  Abscissen  nach  der  Richtung 
CB  und  die  Ordinaten  uach  CD.  Ziehe  ich  daher  L  V  senkrof  ht 
auf  6'/>.  so  ist  LM^a^i  und  C3/=jr|.  Endlich  ziehe  ich  noch 
CL /ao  wie  LS»  die  ietatere  senlcrecbt  auf  CP.  Nun  ist 

«=  0/^+PÄ=rÖ+ CZi.cos  CX*i»=rö-i-V^iiHii*^cos(Ö+CLAf) 

5=  rö  +  V  aiH^^3fti^«(co«6 .  cos  CX»ilf— sin  ö*sin  CLM) 

eder 

x^rQ    Xi  cos d  — ^1  sin 6. 

GIdcherweise  bt 

5f:=r— arisinö  cosÖ, 

woran« 

d^arsra^   Xi  eoa0.d0>-^  sin^.d*a4^  eied.  d0*-yieee9.m, 

b'^ :==Xi sin e . bO^^—Xi QQBß.^+^i cos e.d$* + ^1  sin 6. d^.  - 

Ist  die  Dichtigkeit  des  Elementes  dw^dyi  gleich  ^,  so  ist  dessen 
Masse  ^^qdxidyi. 

Die  obige  Gleiehnng  4)  ist  anch  für  nnser  neues  Pendel  gil- 
tig, und  es  ist,  wie  dort,  so  auch  hier  A'=0  und  F= — g  zu 
setzen.  Hingegen  ist  im  vorüi  ^ienden  Falle  ^rß  und  y'^ — Q. 
Föhren  wir  nun  die  Substituiiunen  obiger  Grössen  in  4)  aus,  las- 
sen aber.  Kurze  halber,  dif»  liiiegrale  ^ i^i^  i- yi^) Q dxi  dyi^ 
£QXidxidi/i  und  ^Qyidxidyi  durch  +  durch  a:^  und  y», 
dividirt  je  durch  die  Masse  des  Pendeis»  dargesteiit  sein»  und 
•etMn  noch  r'-i*dr|^-f  yi^sa»  so  ist 
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.Vi  sin  g  ~     cos  g  yisipg— artCOsO 

Der  iotegrirende  Factor  dieser  Gleichung  aber  ist  ^~qr^2* 
60  tiaiien  wir 

^  +  rde^    a— 2r(^i  cos 0  +  a-i  sind) ^  * 
weron  das  Integral  Isti 

C 

^+fM*  =  a^2r(^CQ8  6  +  jf^  sinö)* 

Unser  Caicul  setzt  iceine  Begrenzung  für  den  Kretebogen  APB, 
noch  ittr  die  Gerade  OX,  fest.  Auch  nimmt  er  iceinen,  die  Bewe- 
gung hindernden  Zusamiiienstoss  des  Pendels  mit  der  Geraden  OX 
an;  ülierdieisb  lässt  sich  selbst  bei  einem  stabformigen  Pendel  eine 
Einrichtung  denken,  wodurch  eine  solche  Begijgnung  vermieden 
wird.  Der  Pendel  wird  daher  im  Allgemeinen  ganze  und  wieder- 
holte Umwälzungen  um  den  als  vollendet  gedachten  Kreis  APB 
ToUbriogen,  und  es  wird  folglich  der  Schwerpunkt  der  bewegten 
Masse  zuweilen  und  wiederholt  vertiiial  über  oder  nach  Umstän- 
den anch  unter  den  Beruh rungspiinict  zu  liegen  kommen.  Wir 
wShlen  nnn  die  Lage  der  Achse  AB  so»  dass  DC  durch  den 
Sehwerpimkf  geht  In  diesem  Falle  aber  wird  ssi ,  welches  statt 

'^i^i^Vi  ^(^ii^^  1,^^  gieich  der  Masse  des  Pendels,  gleich 
Noll,  woran»  hervorgeht,  dass  das  Integral 

ooch  eben  so  allgemein  ist»  als  das  obige. 

Wir  machen  nun  wieder  über  die  Constante  C  zwei  Hypothesen. 

«)  Die  Geschwindigkeit  86  habe  zur  Zeit,  da  0=0  war,  eine 
ganz  bestimmte  GrSsse  e  gehabt.  In  diesem  Falle  ist 


und 


2ryt)>-2Sgyi(l—cosO) 
""I  a--2r^iCosd 

—  rjui  \I  g— 2ryi cosö  
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^  £•  Mi 


lür  alle  dicjcotccB  Lom,      4fM  die 


ganz«  Cawälzmieea  b^^^reezr.  vo»  lieiclier  Grösä«.  « 

vmmlmm  sind.   B«tnrbt«a  -stit  iL.  ..^„jä^x^  zweftci.^ 

MSBe  Aciue  von  einer  £I>eiie  Tesehnirrea  ^irr^ 
T'*g^T***iw"finnit,  «r^mSera  wir  eiesciie  lliciitigiünt 


dieM  «IM: 


COS 


Bpzieiilicli  des  M.M  ersibt  aieii  tHr  den  wilzendes  Peodd 
Foli^eiid«». 

/• 

il—  ifltegyai  ^^^^^ 9^' 

«t^rM»       zuerst  en;ibt: 

üiB  ^        und  ß  =  JVC, 

wo  n  \fA«t  ^aitze  Zahl»  rofi  Ifalt  au^  üezeichoeu 
6^2mn  gibt  aber: 
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feroer  Ut.* 


daher  oacb  dem  Obigen 

%t  WeÜDva  nach  dm  am  dm  htegrainctouDg  bekatelM  «II« 
gwwhm  AiMdmelw  von 


>«t,  tiobei  man  sa  beacbteo  hat»  dass  jn-f  V  1  +  offenbar  nie 
Ngathr  «ein  kann»  «o  ist 

od  folglich,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  der  Gleichung  4)  inte- 
grirt,  iodem  C  eine  weiter  zu  bestimmende  Constante  bezeichnet: 

Wdl  hdnumtlidb 
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^170  #i'Wi'ri!'  Li 

EiMHiefc  urt  «iMk  <lie 

weleie  ^iM: 


ist  9 


Oeber  im 


3' 


L 


wir 


dtf  frvfün  knnimiimmi  B«w«?in}^  aaes  Ptni 

rJT^eTt  proDorfionf^fen  WMpTstarHie»  in^cfii  wir  znsaetcb  zet^fes« 
daifS  d»*»  b;illi«ti«i!h#?  Tnrve  unter  ai«f^»«r  Vornngawung  emc  Ciure 
ron  einfarfier  Knlmmmit?  ^ei.  Die  GleteimiiceB.  ^eiciie  wir  doit 
£ni<l€n,  'v^rm,  trimit  wir  die  Ehctie  der  xif  s* 
jenem  Anf<4«fxe  ^egegefccn  ^«mleii       riie  toii 


et 


ci  et 


Au  d?^«^  P»fT»d»fn€i»tal -  GhsiclHiB^efi  woikn  wir  jetzt  dim  v^^m^ 
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"astangi 


der  Werth  von  pt  für  t=0.  6etzeD  wir  oun  io  der  Gleicbimg  5) 
<=0,  ao  erhaiteD  wirs 

2G 

Uiigi^eci+l(taiigH8ecO=C— jjjFi^^  . 
alit  ' 

«  •' 

•der,  wie  nan  leldit  indet: 

M  Obigen  hat  mam  mb.  «wm  muh  «»•<  ttt  eo»ß  aatet, 
il  k«Uw  fcig—dwi  CiMeituDgeo: 


BiUrt  MD  M»  dletMi  beiden  Gleichongen  die  GrOi 
Wdlaber 

/ii=^»  also  dxt=psd^t 
^  io  bat  mao  überbaupt  die  beiden  folgendeD  Gleicbuogen: 
tos:  ;  ^  ^ 

^  alio  JC  mid  S  ConstaiiteD,  «o  Iii: 


^   4!     Digitized  by  Google 


i»  fr«lek«r  lili^lHiiiip  mni  ilie  f^erimleriicbeo  GiOcm  ji»  and  & 
l|0»iHNj«rt  ftM  «mI  die  «idb  «Im  wiftisw*"  iSort. 

ZatTßtdtrnt  erhiüt  mao  dardb  tbeUiveUe  l&t^ratioo: 

d.  L 
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und  d=(2iii -1-1)71;  gibt:  ...  .....  ^ 

Der  erste  Werth  enUprickt  offenbar  einem  iMaximuai  und  der 
sweite  einem  Minimum ,  u  as  sich  auch  durch  den  Werth  von  d^Q 
nachweisen  lässt.  Da  aber  die  Geschwindigkeit,  offenbar  im 
Wacbstbum  be|[riffeii  ist^  wenn  sieb  ^^r  Sphwerpunkt  senkjt,  i^nd 
im  Abnehmen,  wenn  er  sieb  hebt,  so  ezistirt  ein  Maximum,  wen« 
der  Schwerpunkt  am  tiefsten,  und  e|n  Minimum,'  wenn  er  am 
bScbsien  liegt.  ' 

Dass  der  Nenner  a— '2r^i  nie  negativ  werden  kann,  lässt  sieb 
beweisen,  %vie  folgt   Diese  Grösse  ist  nämiich 

^  ;  jg        »  ^ 

oder,  wenn  wir      Ordinate  des -Schwerpunkte»  gleich  ^  setien: 

■ 

Bezeichnet  mar*  aber  das  Trägheitsmoment  in  Beziehung  aut 
die  durch  den  Schwerpunkt  gehende  und  mit  der  ursprünglichen 
Drehachse  parallele  Drehachse  mit  T,  so  hat  man 

dne  CSrOsse»  ifie  sowohl  f&it^QZ=:0,  a!$  auch  für  if^i  +  cti  pOiMt 
ist  Es  ergibt  sich  aber  4eren  M.M  durch  die  €lleichttng  ' '  '  * 

2y^-r2r==ü,  woraus  ^0=^-  •  ' 

Obiger,  den  Nenner  a — 2i-iji  vertretender  Ausdruck  vrird  dadurch 
f 

^  und  ist  ^:MinunwB.  Da  also 

für  keinen  Werth  von      durch  Null  geht,  so  ist  er  stets  positiv. 
Unsere  Bedingungsi^eichung  lür  das  M«M  gibt  ferner: 

a— 2^1  cos  9=0, 
 ■..        -      <i  • 

cos  0  ^  ö  » 

(ür  6  einen  imaginären  Wertii  liefert,  weil  ^jj^^*  '  '  ^^^^ 
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fvenn  dabei  auch  meisteitB  Bth^pofM  vorkonmne«  wkdg  00  wird 
duM  Foigeode  doch  auch  so  viel  Terscbiedeees  Neues  entbaheii«, 
dass  diese  Abhandlung  Eigentbümlieblceit  genug  besitzen  wird,  un^ 
die  Aufnahme  in  diese  Zeitschrift  za  rechtfertigen,  inweleberBe* 
ziebüDg  ich  mir  vorzüglich  auf  die  am  Schlüge  derMlIieil  Torkoitt- 
meoden  Entwid^elnngen  biozoweiseu  erlaabe« 

Aus  der  zweiten  der  beiden  vorhergehenden  Gleichungen  er- 
hält man: 

öi*  _  dSt 
d«  1.»  wie  sogleich  erbellet: 

n 

und  folglich,  wenn  man  integrirt,  indem  eine  Coostaote  be- 
zeichnet: 

ii.(%y=c.'-,«, 

oder  « 


also  ist: 


&V — ^2C.'—2uS  ^2C.'  ^— 


oder,  wenn  wir 

setzen»  wo  natfirUcb  C  positiv  ist: 
BekaDDtUcb  ist  nun 

die  fOB  der  Pukj^QÜou  cbs  Psnktes^rdl  aui  der  Axe  der  y  vetmüge 


woraus  '\ 


d74'        ßrennen  i>€r  hegende  uaä  tcijU%enäe  FemieL 

.     Eft  «ftl  ddsG  (är.  d=:d|.;  JÖ^mU  ist  . 

C =^  (a — 2ryi  cos  öi) 

(cos       cos ^i)  ^  . 

'  ■  I  s 

In  beiden  Fällen  zeigt  fticb  die  Geschwindigkeit  wieder  gU 
füT  alle  diejeoigto  Lagen,  In  'dtiiito  die  69  positiv  oder  neg; 
gfiappinen»  ,€}iMiider  gietch.  odet,  QQi  ganee  Umkreise  tod  etitae 
veraohieden  sind ;  and  acbon  dieser  ÜmstaDd  bürgt  uns  dafür»  d 
«icbt  nur  alle  Schwingungen,  sei^n.sie  ^uxch  Stillstinde  o 
^iiize  Umwälzungen  begrenzt ,  von  gleicher  brSsse,  sondern  ai 
isochron  sind.  Betrachten  ^vir  in  unserer  zweiten  Hypothese  fl 
C  als  Pendel  einen  halben  Cy linder,  so  nanilich,  da^s  «iers€ 
dui'  li  seine  Arhse  von  einer  Ebene  !*eschnitten  \vird,  so  ist  < 
Trüglieitiiittoaieut,  wofero  wir  gleiche  Dichtigkeit  Yoraussetzen» 

3 

wir  :i=:I  nehmen,  gleich  jr*;  a  =  ^r*  und 

■ad  dim  gibt: 

^  ^  _  IGff  (cos  Ö  —  CO»  ßi )  1  r  4/"9yg^l6cos^ 

"  r(9»-16co86)  '  cosd— cosöi* 

Beziehlicb  des  M.M  ergibt  sich  (tir  den  wälzenden  Pen 
Folgendes. 


In/i  cos  6 

sind 


0 


(a — 2ryi  cos  ö)l  V  C— ga  +  2^r^i  cos  0  ' 

worans  sich  zuerst  ergibt: 

sin^ssO  und  B^wt, 

wo  n  jede  ganze  Zahl,  irofi  Null  an»  bezeichnet. 
6s2m7c  gibt  aber: 
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und  d=(2iii -1-1)71;  gibt:  ...  .....  ^ 

Der  erste  Werth  enUprickt  offenbar  einem  iMaximuai  und  der 
sweite  einem  Minimum ,  u  as  sich  auch  durch  den  Werth  von  d^Q 
nachweisen  lässt.  Da  aber  die  Geschwindigkeit,  offenbar  im 
Wacbstbum  be|[riffeii  ist^  wenn  sieb  ^^r  Sphwerpunkt  senkjt,  i^nd 
im  Abnehmen,  wenn  er  sieb  hebt,  so  ezistirt  ein  Maximum,  wen« 
der  Schwerpunkt  am  tiefsten,  und  e|n  Minimum,'  wenn  er  am 
bScbsien  liegt.  ' 

Dass  der  Nenner  a— '2r^i  nie  negativ  werden  kann,  lässt  sieb 
beweisen,  %vie  folgt   Diese  Grösse  ist  nämiich 

^  ;  jg        »  ^ 

oder,  wenn  wir      Ordinate  des -Schwerpunkte»  gleich  ^  setien: 

■ 

Bezeichnet  mar*  aber  das  Trägheitsmoment  in  Beziehung  aut 
die  durch  den  Schwerpunkt  gehende  und  mit  der  ursprünglichen 
Drehachse  parallele  Drehachse  mit  T,  so  hat  man 

dne  CSrOsse»  ifie  sowohl  f&it^QZ=:0,  a!$  auch  für  if^i  +  cti  pOiMt 
ist  Es  ergibt  sich  aber  4eren  M.M  durch  die  €lleichttng  ' '  '  * 

2y^-r2r==ü,  woraus  ^0=^-  •  ' 

Obiger,  den  Nenner  a — 2i-iji  vertretender  Ausdruck  vrird  dadurch 
f 

^  und  ist  ^:MinunwB.  Da  also 

für  keinen  Werth  von      durch  Null  geht,  so  ist  er  stets  positiv. 
Unsere  Bedingungsi^eichung  lür  das  M«M  gibt  ferner: 

a— 2^1  cos  9=0, 
 ■..        -      <i  • 

cos  0  ^  ö  » 

(ür  6  einen  imaginären  Wertii  liefert,  weil  ^jj^^*  '  '  ^^^^ 
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Endlich  ist  nocb  Übrig  die  Bedingung 

C-^ga  -1-2^1  CO«  d=0, 

welehe  g^bt: 

aa—C 

Ist  ffa — C><=2^^i,  so  hat  mao  ein  Minimum  d8z=0.  Ist  aber 
ga  —  C^2grgi,  ao  ist  $  Imaginär  und  der  Pendel  kommt  nie  zur 
Robe. 


Ueber  das  ballistische  Problem. 

Von 

dem  Herausgeber. 


5. 1. 

Am  Ende  der  Abhandlang  über  die  Gmndformeln  der  Theori« 
der  freien  krummlinigen  Bewegung  eines  Punktes  *)  gelangten  wir 
SU  d«n  Fundamental -Gleichungen  den  ballistischen  Problems»  uDter 
der  ToraussetzuDg  eines  dem  Quadrate  der  erlangten  Geschvnn* 
digkeit  proportionalen  Widerstandes,  indem  wir  zugleich  zeigteiii 
dass  die  ballistische  Curve  unter  dieser  Voraussetzung  eine  Carre 
von  einfacher  Krünimuni?  sei.  Die  Gleichungen,  u  f  l(  lie  wir  dort 
fanden,  waren,  wenn  wir  die  Ebene  der  a^y  so  annehmen,  wie  io 
jenem  Aufsatze  angegeben  worden  i^t,  die  folgenden: 


1) 


An  diese  Fundamental -Gleichungen  wollen  wir  jetat  die  wei' 
tere  £ntwickelung  des  ballistischen  Problems  aoscbliessen»  9»i 


I 
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fvenn  dabei  auch  meisteitB  Bth^pofM  vorkonmne«  wkdg  00  wird 
duM  Foigeode  doch  auch  so  viel  Terscbiedeees  Neues  entbaheii«, 
dass  diese  Abhandlung  Eigentbümlieblceit  genug  besitzen  wird,  un^ 
die  Aufnahme  in  diese  Zeitschrift  za  rechtfertigen,  inweleberBe* 
ziebüDg  ich  mir  vorzüglich  auf  die  am  Schlüge  derMlIieil  Torkoitt- 
meoden  Entwid^elnngen  biozoweiseu  erlaabe« 

Aus  der  zweiten  der  beiden  vorhergehenden  Gleichungen  er- 
hält man: 

öi*  _  dSt 
d«  1.»  wie  sogleich  erbellet: 

n 

und  folglich,  wenn  man  integrirt,  indem  eine  Coostaote  be- 
zeichnet: 

ii.(%y=c.'-,«, 

oder  « 


also  ist: 


&V — ^2C.'—2uS  ^2C.'  ^— 


oder,  wenn  wir 

setzen»  wo  natfirUcb  C  positiv  ist: 
BekaDDtUcb  ist  nun 

die  fOB  der  Pukj^QÜou  cbs  Psnktes^rdl  aui  der  Axe  der  y  vetmüge 


378  Grunert:  Veber  dua  balltstische  Problem. 

d«r  WlrkHfvg^  ilei*'2S«lHtrift  Yt  Am  -  ßncle  der  Zeltt  etlftngte  Ge- 
jMbirindigkeit,  nnd  da  diese  Gesebwindigkeit  <sO  offenbar 
verecbwlodet,  ao  ist  'Veotfi  d«r  Wertb»  weldm 


'BT 


fqr'teO  erUUt..  Abo  ist  nach  deo)  Obigen: 
folglich»  weil  Sq=0  ist: 


Daher  ist 


also 


Bi 

Weil  naeb  dem  Obigea 

dt 


j 


Feoa/} 


die  von  der  Projection  des  Piinfctes  iff  aof  der  Aze  der  ^  ver- 
möge der  Wirkung  der  Zeitkraft  Yt  am  Ende  der  Zeit  t  erlangte 
Geschwindigkeit  ist,  ond  es  in  der  Nata^  der  Sache  liegt,  dass 
diese  Geschwindigkeit  sich  mit  der  Zeit  lyur  stetig  ändern  kann, 
so  kann  sieb  auch 

angleicb  mit  der  Zeit  nur  stetig  ändern.  Ein  stetiger  Uebergang 

einer  Grosse  von  dem  1  T^^'^j^^"  j  zu  dem  \  ^^S****^**  J 

(  Negativen  I  |  Positiven  }  *^  ° 

aber  bloss  durch  Null  hindurch  Statt  finden.   Schliessen  wir  mtn 

zuerst  die  Fälle  au's«  wenn  F=rO  oder  /?>=90<»1st,  so  erbetlet 

der  Gleichmig 

Vcoaße-f^t 

anf  der  Stelle,  dass 


oteals  venditviBdoii»  und  iMicr.  oMh  dei»  m  ^ktm  Ikmmktm 


firuntri:  iMtr^  dm  iaSMüiteke  Pr^Hm,  899 

ä 

auch  niemals  «da  ZeicboD  Mevo  kann.  Ffir  1=0  erbiU  aber 
nach  dem  Obigen 


♦ 

den  Werth  V  cos  /?,  und  hat  also,  da  es  sein  Zeichen  nie  ändern 
kann,  immer  mit  FcosjS  gleiches  Vorzeiirhen.  Also  mosff  man^ 
weil  e-f*^t  stets  positiv  ist,  nach  dem  Obigen  allgemein 

2)  ^=:Fco«/Jc-i^*^,  ' 

setzen,  welche  Gleichung  nun  offenbar  auch  für  r=0  und  ß~^QP 
gilt,  weil  in  diesen  Fällen  wegen  der  aus  dem  Obigen  bekannten 
allgemein  gültigen  Gleichnng 


F»co8|S»e-*i"«i 


der  Differentialquotient  ^  notl^wen^g  verschwinden  rouss. 
jMx^h  wir  jel>t  der  Kurze  wegen 


so  ist 


dt=^''  dl' 


und  folglich,  wenti  man  diflerentürt: 

also  nach  der  ersten  der  beiden  Gleichungen  1): 

folglich,  wenn  man  den  Werth  von 

aas  der  aweiten  der  beiden  Gleichungen  1)  einfuhrt: 

d«  !•«  weil  nach  dem  Obigen 


SSÜ  Gruner e:  Mer  äas  äailistUche  Problem. 


uad  weil  otttt  bekaontiick 


Ist,      «Mit        dwch  Dmsiao  auf  der  Stelle 


IMiiMtlUA  Ist 


Nimmt  mmu  «ber>  wm  oImW  Terstattet  Ist,  dea  positiven  Theii 
dvr  Axe  d«r  ^  ao  au»  da»a  ß  nlclil  grOsaer  ab90<>ist,  so  ts( 

«»Ittit  i^uaUu^  iiiriU^^j  und  iolgUch 

(i<  -  e<  \  '  f      -  2?^*+*^- 

AU«  lat  wwh  dw»  OWsesi 

'9t 

d.  i. 

In  welcheT  (Uelekaay  aaa  die  verfinderlichea  GrOaaen  pt  und  iS< 
gesondert  sind  und  die  aldl  alao  integriren  ISsat 

46u%u4du4at  taihldt  man  durch  theilweise  Integration; 
d,  t  •         ,  . 
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(eroer  i$t: 
itio 


I9p,y\+p,  -j  ^^^^^  -j  ^j^p^+y  ^j-^- 


wNin 


und  daher  nach  dem  Obigen 

Mgt  Weil  nun  nach  dem  ao«  der  Integralrechnung  bekannten  all- 
Steinen  Ausdrucke  Fon 


«iiaaa  leicht  findet» 


ist,  nohei  raan  zu  beachten  hat,  dass  pr-f  V  1  +  offenbar  nie 
i^jSativ  eeln  kann,  so  ist 

PwDcr  iet  , . 

nd  folglich ,  wenn  man  aut  beiden  Seiten  der  Gleichung  4)  inte- 
grirt»  indem  C  eine  weiter  zu  bestimmende  Constante  bezeichnet: 

WeU  bekanntlich 

Theil  XXII. 
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die  von  tler  ProJ*»rtio«  de»  Punktes  J  auf  »1er  Axe  der  x  vermuge 
der  \\  ir!^ ',nir  'i»  r  Zeitkraft  -Tr  am  Ende  der  Zelt  <  erlanarte  Ge- 
sch'vindi'jkpit  i>t,  and  ii  v--  Geschwindigkeit  offenbar  für  tsrO 
▼cneliwkulei«  so  i^t  Fcasa  der  Werth  von 


für  |=»(|L   Der  Wertli  vom 


IT 


Bt 


Ar  <  =  0  ist  jaach  deor  übign  f '  cos  fJ-   üiso  »ffeoi^ar 
der  Werth  voo 

flir  l=Ol  Nn  ist  iregen  der  oben  riicfcsicMk*  de»  poriKreo 
ndb  der  Axt  der  9  gemchteo  ToraoaMtimg  ofenkir 

wenn  naii  das  olMre  oder  imlere  Zeiehen  siBMt»  JimeBhi—  ^ 

BkbtuDg  der  Kraß  F  aaf  der  poeUlreii  oder  MgatiTea  Seite  der 
aweite«  Aze  eme*  dmeh  dee  Aafaeg  der  Bewcgosi»  peimllel  mit 
Aem  Systeme  der  jry  geiegteo  Systems  liegt;  and  heaeiehneu  whr 
also  den  W  eich«  fibersteigendeD  Winkel«  welchen  die  Rlchting 
der  Kraft  mti  dem  poeitiveo  TheUeder  zweitea  Axe  eines  dor^ 
den  Anfang  der  Bewegung  parallel  mit  dem  Systeme  der  anf  ge- 
legten Systems  «mseUieastj  indem  man  diesen  WmM  als  positiv^ 
oder  als  ncgatiT  betrachtet,  jenachdem  die  Richtnng  der  Kmfl  f 
anf  der  posItiTen  oder,  negatiren  Seite  der  ^weiten  Axe  des  10 
Rede  stehenden,  durch  den  Anlang  der  Bewegung  gelegten  Sy^enas 
liegt,  dnreb  t;  so  iat  offenbar  mit  Bexiehiing  der  oberen  «nd 
teren  Zeichen  anf  eumnder: 

folglieh  allgemein 

cosa=8ini,  cos  ^= cos  i; 

also 


.-L,d  by  Google 


der  Werth  von  fn  HBr  <sO.  Setten  whr  oan  fai  der  Gleichung  5) 
fs=0,  so  erhalten  wir: 

also  •  I- 

C=:taüRisec«+l(tangi+sect)+  j^jFä;^, 

oder,  wie  man  leicht  findet: 

6)  C=tang<eec<  +  ltaiig(4ö«+it)+;i7f^«- 

Nach  dem  Obigen  bat  man  mm,  wenn  man  eoef  l&r  coe/3  eetat, 
die  holden  folgenden  Gleichungen: 

cjpt 

Eliminirt  man  aus  diesen  heiden  Gleichungen  die  GrSsaa  ' 

racosi^' 

m  erbfttt  manc 

•        •  •  '  '  ■  »• 


I 

WcAl  eher 

1*1=^»  also  to=;'<oyt 
i«t»  SO  hat  man  Aherhaupt  die  beiden  folgenden  Gleichm^n: 


Sind  also  IC  und  U  Constanten,  eo  ist: 


^    ..  L  o  i.y  Google 


^  ^vC—  

oder,  wenn  wir  die  beid«D  aUgMMineii  btegrile  der  Kfine  wegen 
4arcb  9(pi)»  ifrCpi)  bexekhneB: 

Well  ooe  aacb  den  Obiges  bekumtllch 

iet»  so  Inbeii  wir  die  Gleicliimgeii : 

a=Ä— 9(tangi),  6=»— V(tan«0; 
ilie  durch  Sobtnietion 

^=  a— l<3p(pt)~9(tangi){, 

d.  i. 


— /■ 


Durch  Integration  musste  man  nun  mittelst  dieser  Glaicfanngea 
xt  und  yt  als  entnickelte  Functionen  von  pt  ausdrücken,  und  aus 
den  beiden  dadurch  hervorgehenden  Gleichungen  die  Grusse  pt 
eliminiren,  so  vriQrde  man  eine  Gleiehnng  zwischen  xt  und  yt  er- 
halten, welches  die  gesacbte  Gleichung  der  Trajectoria  desPunlc- 
tes  A  sein  würde.  Die  allgemeine  Integration  der  beiden  obigen 
Diferentialfornieln  ist  aber  bis  jetzt  nicht  gelungen,  und  wir  sind 
daher  hier  mit  der  Auflusuiig  vnsers  Problems  an  der  GrSnze  an- 
geiengt«  weiche  so  tlberscbreiten  bisher  ooch  nicht  möglich  gewe- 
sen ist  Jedoch  wollen  wir  dem  Obigen  noch  die  folgenden  B«- 
merkongen  beifiBgen. 

Selxen  wir 


Q  in  =  tang  m 
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md  nebmeii  cot  positiv  und  negativ,  absolut  aber  nicht  grOsser 

al^  Öü^  so  ist 

mm  nach  dem  Obigen 

[  ist,  iiiid  |iy  und  nt  nach  9)  augleicii  vmcbinnden»  se  Ut 

.   Abo  Ut  Dach  7): 

tang  mdm 


O 


cos  cot* 


öd:t  =  — 


sin  (atdm 


*  9wt  


0 


Sind  also  wieder  K  und     Constanten ^  so  ist: 


—   sin  PfOttt  


f 

^      Digitized  by  Google 


»ult 


Digitized  by  Google 


ViU  tm  «iv^geii  der  letzteren  Cleichung  offenbar  ^  stet»  po- 

ritiv  Ist,  00  ist  wegen  der  ersten  d^duing      stets  negatiy. 

gen  dieser  Gleichung  Ut  aber 


a<*= — 

flod  folglich  nftc|i  7]:      \     '  ' 


»  weil  nach  dem  Vorbeigehenden  dt  und  hpt  ungleiche  Vor- 
uidieo  haben: 

iia  DUO  bekaontlich  ^  =  0  für  //t  =  taugi  ist,  eio  ist:  * ' 'i 

Auch  16 1  bekanntlich                  '  t 


^^oraus  sich  sogleich  frcrieht ,  tiass  cüjf  und  j^leiche,  nach  dem 
^  orhergeheiidei)  aUo  c^äj^  und  6<  ungleiche  Vorzeichen  haben. 
Weil  Dun  ^  v 

b(|  so  ist  nach  §.2.: 

naiblglicb  ^  ^ 

13)  ö«=- 


9^2 


COSOt' 


Digitized  by  Google 


Für  t=0  ist  aber  mfs^i;  abo: 

1       P^t  :  .  r  dm 


14)  t=: 


*  d 


(.  4. 

Bekanntlich  ist 


AI- 

und  folglich,  treil 


also  nach  12): 
fromos 

15)  p.^iT  -:e5(i-i-y>^)   - 

^  t»'[C-ptVHp?-Kpt-^yfHpt^)\ 

WeU 

■  •  '   ^*  cos 

ist«  so  ist  auch 

»t»  =  40»  cos  «f«       V » 

also  nach  13) 


m 

Digitized  by 


^fmmtri:  üt^r  dm  äallUUscUe  Fioölem,  3S9 


16)  »,=    -     -  '  ^ 


Bekanntlich  ist 


dxt         "    •  ^      '  '  ' 

cos|i  ^      ,   cos ijr  =  ^ ; . 


uiid  weil  man  dud  die  beides  Gleicbungeo 

hat,     «riMit  nun  leielit: 
ibo 

Weil  aber  et  und  ungleiche  V  orzeichen  haben  >  so  ist  nach 
dorn  Obigen : 

also   '   •   '  ' 


folglich 


.17)  co8^  =  pi^~~,  cosi?t=Y 
b  ist  aber 

|K  s  taug  »f »  1-1-  p«*  SS  660  »t*; 


18)    cos  |i  =  sin  0)1 ,   coä  rit  =  cos  mt  • 

Weil  hiernach 

cos  Ii  =s  cos  (DO^ — cjf ) 


Digitized  by  Google 


SlO  tfriwtrli  M«r«4ot.  MIMIkvAtf  iWMMi. 

Ui,  und  die  Winkel  |f,  9(^-a»<  positty  8iod  und  ISO«»  oidil 
steigen,  so  Ist  aUgemein  ^ 

WeU  fen»er  - 


» 

iät)  ladein  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  jenachdem 
cot  positiv  oder  negativ  ist,  eo  ist,  weil  bekanntlich  rit  positiv 
und  nicht  grösser  180^»  db  jiositiv  und  nicht  grosser  als 
90O  ist, 

20)  iit  =  ^m$ 

fvenn  man  das  ol^9re.oder  nnfere  ZeM^n  n&Amt,  jenaebdem  m$ 
positiv  oder  nei^ativ  ist. 

Hiernach  ist  auch  umgei^ehrt,  mit  der^elhen (Bestimmung  w^geo 
des  Zeichens:  * 

>    21)  «i.^UOO-'&s^ii?«. 


In  §,  1.  haben  wir  die  Gleichung 
gehabt.  Abw  ist 

und  foiglicb^  wenn  man  aof  Mdea  Sfiiten  die  natSrlieben  Loga* 
rithraen  nimmt:  «  ^  > 

oder 

■  ¥ 

1    uF*co8i*  J 
~  2|f*      IQ  "'^^.^  wt--.ltang(45»+  icü<) }. 

Führt  man  nun  den  Werth  von  aus  t>)  ein,  so  erhält  mant.,.,- 
+  2^*  i  j;yg55P'f*^n?»seM-tang«>tsec«»i+i^^^^^^^ 


Digrtized  by  Googl 


oto  Mch:  . ' 

-     23)    Ä«  = 


Weil  man  die  Inte^ffAe  iii  8)  oder  .10)  nicht  m  entwlcltela 
im  ätaüde  ist,  so  bleibt*  wenn  man  die  Gestalt  der  ballistischen 
Cnnre  näher  kennen  lernen  will,  nichts  Anderes  übrig,  als  xu 
N&heruDgen  seine  Zuflucht  zu  nehmen,  und  man  kann  In  derThat 
sagen,  dass  in  dieser  Be«lehung  unter  den  Mathematikern  j  welche 
sich  mit  dem  vorliegenden  CSegeostande  beschäftigt  haben,  immer 
einer  den  anderen  fiberboten  hafc  Ich  will  mir  nun  auch  erlauben, 
fiber  diesen  wichtigen  und  vielbesprochefken  Gegenstand  im  fol- 
genden Paragraphen  Einiges  xu  sagen,  vorher  jedoch  noch  die 
folgenden,  auch,  ßonst.  dem  Weeentlichen  nach  schon  bekannten 
Bemerkungen  ▼oiaosscliieksn. 

Weil  naeh  §.  8.  bekanntlieh  4er  Differentialqnotient  ^  stets 

ne<?ativ  ist,  uud  daher  dt  und  dpt  immer  entgegengesetzte  Vorzei- 
chen haben,  so  nimmt  pt  immer  ah,  wenn  man  i  von  !Null  an 
«tetig  wachsen  lässt.   ISach  9)  uii  aber 

wo  der  absolute  Werth  von  m  niemals  grosser  als  ist,  und 
nach  §.  2.  ist  bekanntlich  d}^'==2.  Also  kann,  wenn  man  t  von 
r^ull  an  stetig  wachsen  lässt,  sich  offenbar  m  nur  von  «bis  — 90® 
stetig  verändern,  wobei  bekanntlich  t  positiv  und  negativ  sein  kann. 
Nähert  sich  aber  cot  der  Gränze  —90**,  so  nähert  sich  St,  u  ie  aus 
der  Formel  23)  erbellet,  der. Gränze  oc.  Hieraus  erhellet,  dass  die 
ballistische  Curve  eine  -auf  der  Axe  der  5  senkrecht  stehende 
Asymptote  bat,  wobei  man  sich  nur  an  die  aus  der  Gleichung 

lit=g^=tang», 

sich  leicht  ergebende  geometrische  Bedeutung  des  Winkels  ot 
eiteneftt  tbitss.''>  •■  •       "  ' 

Der  Formel  ^  i)  kann  man  sich  sehr  zweckmässig  bedienen, 
um  wenigstens  annähernd  die  Trajectoria  zu  constnüren.  Bezeich- 
net [larnlicb  7?  eine  beliebige  positive  ganze  Zahl,  so  setze  man, 

zuerst  uuter  der  Vocin$f>»t?wnga  dos  a.pnejtW.  «ei,  mMih>ui4  nai^hi 


Digrtized  by  Google 


1 


2» 


Ii 


Adhail  der  €«MirdSBiteo  ht  im 

^  CoordiAaten  der  dea  Wotlien 


•»      •!      •»  •» 


IT  32  ^3  44 

dm  Fnaktcf)  der  Corve  reictoidea  ^ogea  '*<'*^'Mni  aiicr 


Sp  ^gmmmm 
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f 

Gruner$:  Ve^r  das  öaiUiUsche  Prabtm,  893 

'  •*  *        •  ■ 

4  '  "ä  4  8       4a  4         B  5 

11«    8«  .W. 

natOrlicli  ,desto  genauer,  j«  griSsser  man  n  aDnimmt;  und  da  aiitA 


i,  4f  ^» 

aua  den  Wertheo 

1  S  B         4  » 

.(0,   0)»         f»>  OD».... 

von  mt  mütalat  der  Fonnel  23)  berecfanen  kamt«  ao  kanu  man  auch 
nach  und  nach  . 

wenigstens  näberangaweise  berechnen,  also  die  Xrajectoria  an- 
niheind  eoDStruiren. 

Weon  i  negativ  ist,  so  aetae  nian  nadb  «nd  naeh 


I  *      i  • 


rstl-—  =  t=w 

'  n  « 

.2t  * 
=  1-4-—  =  1=« 

'  n  ft 

3t     n  +  3  a 

I 

tt.  s.  w, 

wo  aber  natürlich  wieder  mt  nicht  kleiner  als  —90"  werden  darf, 
und  verfahre  dann  ferner  auf  ganz  ähnliche. Art  yf'w  im  vorher- 
gehenden  Falle»  ^ 


Digrtized  by  Google 


f.  7. 


mkit 


wmd  folglieiy  wmi  wir  tw  jetif  an  der  Kfirze  wegen  jqr>  jfr  re- 
«p«dlv«  UoM  dank      |f  loid  jit  daidk  s  beiairMw»  «a^h  .t^: 


2G  '  '  


•  SefieD  wir  aller  /  • 

und  vpriesren  «ler  Kinfachhoit  uegen  den  Anfang  der  Koordinaten 
in  den  Anf?^n<?'i.purikt  der  Bevve?n?ii?.  Kot7PT>  also  a  =  0,  6  =  0,  was 
oboe  der  Aügemeiuiieit  zu  «chadeu  ge&ciieiieo  kaDD,  so  Ut: 


* —  f  — ^* 


oder 


du 

F*  cos  1*2  /»u 


2er 


26) 


f  «an   


^V^mKi^   Py-^  du 


Digitized  by  Google 


I 


oder»  wem  mtfk  dter  KjBne  wegen. 

.         ^  •  •  1    ■  • 

.  .  F»cost« 

27)  S=-2e^, 

•eilt:  '    r  • 

Hieran«  erliMt  mva  letdit: 


aleo»  wie  man  nogleieh  findet: 

tmgi 

Ffir  f»=sO»  iL  h.  Cur  den  leeren  Kaum,  erhalt  man  bieraoe: 
«  =  i5  (fangt*— 1^),    7/  =  M(t»of<— n); 
ntee»  wenn  man  ana  diesen  beiden  Gleicbungen  ii  elininirt: ' 

die  beinnnto  Gleieinng  der  Ttajeeterin  im  leeren  lUnme 

Dlee  ist  al«  die  ecete  Annllkermig  an  bettaelten.'  Bebiria  • 

einer  «weHen  Annifbenmg  kann  man  aetzen: 

*  •  - 

u  ÜBu  -  ^»ö«  f  r-fj^^'^' 

,      ,  «aafi  tangi 

i  . I     »  '  • 

/u  />»        17»  .  ; 

und  betiaebtet  man  dann  ^  aia  yerach windend,  ao  wird: 


*)  U.   Tlü.  }ULL  fi»  4M»  e^  we  mwi  inmwi  «mI  r  gegiinMUlg  ^rettg»^- 


d  by  Google 


Miir  MHfik^  w^^.    Kiew  Agfan-g^gMcfc^imaigkettMi  F  wi  1 


I 
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1 


a runer f:  iJHfer  das  baimuaclu  Proöiem,  '^J 

Vor/ii«jiicli  kämmt  es  aber  hierbei  aaf  die  EntwickeluDg  der 
Integrale 

J(JBu,  JuVou 

an,  die  wir  jetzt:  geben  wollen.  ' 

Durch  Vergleichuog  von  .  .y ,  V- 

flMtj einer  byd^anuten  Ee^nctioneforinel  «rMU  9iMi..n«C  ikt  fitoUil 

Ffir  M  gendei  n  fahrt  diese  Formel  snietst  anf 

Fflr  ein  nngernden  n  kommt  man  sdejttt  anf .  ^ 

I)a^  erste  dieser  beiden  lategraJe  iat  «chpn^ip  i-  geiunden; 
es  ist  liämlicb: 

Pas  zweite  Integral   erhält  man  leicht  auf  folgende  Att«  Mao 

•etie  üdiisedo,  ee  l«t      '  ^  ' 

also  .  t  .     . .  »  ^  ^ 

AUo  kauo 

immer  gefunden  werden. 

\IVeU  min  '  . 

ift,  ao  btt  wie  man  leicht  findeti-  -  '  ' 

1MI XIIL  tl 


ij  .  d  by  Google 


'W^^  *TWli  1*4^^  't^^K  ^"^fcilBBB^ 


1 


3% 


«fl  tut  niiHl  J}^ : 
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Gruner t:  Mer  das  öuiii»Us€ä^  Prokiem* 
uod  folglich  nach  dem  Obigeo: 

/ 17^«  t({        I  (1 + M«)  V^iT t?  I  +  5»  (1  +  lu^ + iK^ 
Endiieli  bt 

fu  tmu  -  uj  V  -LU  -fduf 

also 

•  « 

Es  ist  aber 

'  *    =«(1  +«2)J— s/w^a«  V^j  +  ■  • 

also    '  •  .  w  .      '  . 

=1(11+  VT+ «^)/öt»  VTTtt'^-/t'K« + V^rTt**)/ött  V  T+;i? 

*  « »< 

Mod         .  .      .  . 
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t*  * 


Befttimmiiiig  der  Differensiale  von  ExponentialgrdMen 
mit  vci^derlicher  Basis  nifd  ziisainiiieiigesetzteii*  ver- 

ä^d^riichen  Exponenten.  ,  . 


Von 


Herrn  Hofiratli  Oeiiinftr^ 
PfvffltMMr  an  il«r  UnlYenitit  sv  Freibnrg  i.  B* 


Es  sp!  qr=zy'^  SO  \üi  \%q^x\gy,  uud  hieraus  erbäU  mau 
durch  Uiffereozireii :  . 


♦  1 


qRd  liiafwia  durch  Wedereinfiflirung       Wofthes  Ittr  qi 


(1) 


9  • 


bcb«i(let  man  a:,  aus  der  Klammer»  so  entsteht: 

■ 

Zieht  tiiati  auch  Ig^  aus  der  Kiaiutuer,  multiplicirt  uud  diviüirt 
durch  Igor,  so  wird  hieraus: 


a.r 


J 


Mnn  ist  d  lg  lg  s  ^  tl^T'        hieraus  erhait  man  folgende 

iiwcito  Fem  Ittr  du  obig«  Diieieaiiftl! 


A  by  Google 


V 


•   ^*?5;l'>*     -tiif     11*—:  — 


%  *i 


i;*'  /'^f  ifji      -  JE 
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,  fga:ilgj:a....lgar«^8tea:ii~» 

.  — i_i 


Zweite  Methode, 

Am  der  Darstellnng  gewient  nao  eof  dem  gteichee  Wege 
wie  ▼erhln  Folgendes. 

Man  setze  u=;j^>  so  ist  aus  (3): 


Wird  Dan       ans  0)  eingoföhrt  und  lg  x  oach  der  EiafÜbnii^ 
der  Klanmer  gesogen*  so  ergibt  sich: 

Seist  mau  «=2»'»  so  wird  aus  (3): 
&|t«««lgii»lgr[aigig«  + 

Wird  öiw''  aus  (8)  eingeführt  und  Ig^^l^x  nach  der  Einführuög 
nuy  der  Klammer  geuomiueu,  so  erhält  niao: 

(9)  Ö«»^:=u»'  Igu^^  »gi»  te^'l8^Löiglg«+-]5|^ 


Ig^^lgy*'''  Igar .  Ig^'  ,  lgi»'J 


BhSB  so  entstehts 


-d  by  Google 
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mit  t  er  ander  l.  Basis  u.  %usammmgeseS%ten  verdnderL  Exponenten.  4M 
t»; .      ,  ij  '         •   n,   ».   fK.  ■  /  •      '  • 

a«  s.  w. 


II.  ■      m        '  •    i  I 

aj^^sar^'^ar«  £(lg  xf'  +  Igx  +  -^dx. 

Femer  ergibt  sich  aus  (2),  weoa  Xi  x^^^n  statt  x  gesetzt  wird: 

Wird  mm  differenyirt  und  XiX^  ....d:^  und  \gi  Badi 

der  DiffereoxifttioD  ausgescbieden,  so  entsteht: 

•  .  '  •  ^     .       ••    "  «,♦, .  »i,  •   .   •      , .  t.i 

Mi««-*«»^as xi Ä^....  Ig  2 1  -r + —T  +-ir— — +n —  I 

*^  °  L;»!  a;^    xm    ilgz  A 

-slga^a  W..«*»*— '«[aigo:,  +81ga:a  +  ....  aigor^+aiglgs] 

aslgi^.  •      X  a[lg  ^  Xm  Ig*)]. 

Aus  (9)  ergeiieui  sieb  folgend«  «pezi^jlie  Fäll«: 

.10)  ...... 

&'."=z,^« .  j-i»  +  ^  +  -  + 


.   »        •    •        •.  •  •   •  ;  '«»(1 

O,  W. 
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ju  üdu^  17/1181*— /a  v/udu = i  uu^ v^r+"i?.j 


und  weil  onn  oach  dem  Obigen 

M,  m  M,  wenn-  man  d«n  Werth  von  /9tc  V  1  +  ti*  aus  dem  Obi- 

geo  eiutuhrt; 

/»«a«  Vr+t?= j  ff  (I + 2ti*)  VT+i?— ii  (tt + VT^ii-) , 

folglich 

fuüBu:s  1  I^ks+iif  (1  +21^}  U  (»  +  VT+ii«). 

Setzt  man  der  Kärze  wegen  '  ' 

f  a'(tt)=ii;ii*+itt(l  +  2tt*)V^Ffi?-il(u+  V T+Ä 

■0  ist  nach  31) : 

C  y=ö(tangi— M)-|-ftö*iU'(u)-2F(ta«gi)J. 
Ferner  ist 

vnd 

also 

»il/a+ti^  111(1+ iai«+iif«>» 
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hlmn  auawendig  lernen ,  sondern  sich  eine  wirklich  theoretiscb 

l>e{!:rijr)dete«  Tnlft^  deutliche  Einsicht  in  dle^lbrn  verschaffen: 

dostü  mehr  dürfte  der  vorliegende  kurze,  einen  at:  sich  sehr  ein» 
fachen  Ci4»gefi*.tand,  der  öhrij^ens  mit  iIpn  in  der  Mathematilc  bo- 
ltaiintli(  h  immer  cjewisse  Schwierigkeit  dari)ietenden  und  stets  eine 
besonder»  deutliche  Dartstetfong  erfordernden  Lagen bestimraunsren 
zusammenhUnfirt ,  betreflfende  Aufsatz  auf  eiiiiü;e  Nachsicht  wegen 
seines  Abdrucks  in  dieser  Zett^chrilt  rechnen  dürfen.  Derselbe 
verdankt  lediglich  dem  lie.'^treben ,  die  mir  ausserordentlich  am 
Herzen  liogende,  sehr  wünschen« werthe  Verbesserung  de«»  ünter- 
ricbts  Jüt  [iaTitiN(  In  n  Lehranstalten  in  jeder  Rücksicht  herlioizu- 
führeii ,  seine  T ritstrhuDi; ,  und  macht  durchaus  k<iae  anderen 
Ansiiriiciie,  als  "m  tii('>L'r  liezielnini;  einieermassfMi  berifck^ichtii^t 
zu  werden.  Die  keaiitniss  der  k^inricbtung  dee  Koropatides  «eUt 
veraus* 

1. 1. 

Jedeinim  weiss»  wsldieii  TbsU  des^cbiffigebMw  dif  SubUb* 
httplmiitl  mit  dam  Namen  de«  Kiels  beseleluiet  Hier  jedocb^  w^ 
wir  es  lediglieb  mit  geometriecbeD  BestSrnmeogea  n  thon  baben^ 
wollee  wir  dieeem  Aesdmcke  eine  etwas  bestimmtere  Bedentung 
beilegen.  Unter  der  Vorauesetiung  nimlleb»  dass  das  Schiff  anf 
völlig  ruhigem  Wasser  schwimme»  wellen  wir  Im  Folgenden  miter 
Kiel  die  berlsentale Linie  Tetsteben»  welche  von  dem  Mittelpunkte 
des  Kompsseea  aus  nach  der  MItle  des  Terdersten  TbeiU  des 
Schiffes  gerichtet  ist     •  .  i 

Unter  dem  Kielwasser  eines  segelnden  Schiffe«  veiitf|i| 
man  bekaantlicb  die  dem  Schüfe  gewissermaasen  felgende,  Te» 
der  Mitte  des  üintertbeila  .  oder  vielmehr  von  deip  Steuerrad« 
aaagebende  anaammenstrudelnde  geradlinige  Waaaenipar»  Ulie  nai^ 
venu  bin  verlängerte  Richtung  des  Kielwassers  nennt  man  den 
Leeweg»  nnd  es  ist  klar,  dase  durch  diesen  Leeweg  jederzeit 
die  eigeatiiche  Richtnng  hestlmmt  wird,  nach  welcher  hin  daf 
Schiff  segelt  oder  seinen  Lauf  nimmt.  Jedem  segelnden  Schiffe 
legt  der  Seemann  zwei  Seiten  bei.  Denkt  man  sich  nämlich  d^ 
Wind  fiber  das  Schiff  weggehend«  so  heisst  die  Seite  des  Schiffen» 
▼OD  weither  er  kommt,  die  Lnvseite,  die  Seite  dagegen» 'naeh 
welcher  er  geht,  die  Leeseite.  Die  Erfahrung  hat  gelehrt»  dann  * 
der  Leeweg  hi  den  meisten  Fiflen  nicht  mit  der  RIditang  den 
KMa  sQsammenlUlt  ond  dann  Immer  auf  der  Leeseite  dee  ScfalÜBB 
Hegt*  mit  welcher  Erfitbrang  wohl  die  Abatainmung  4sa  Werten 


1^  a,=^,;u.  ^  ^Lf^i-. 


WiH  alü«  der  Kürze  vre^en 


\       -«ifVT^^Ärii+l^  T+]^— iil(M+  vTFi^l^ 

35)  ' 
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würde,  wetio  der  Kompass  keine  Variatia»*)*  das  iiäefaiff  keioe  Ab- 
trifft hätten  '  .  . 

Di^er  dem  Kompass^Gurs  emes  unfef  eipem  bestimmien 
wahren  Cur«  segelnden  Schiffes  wollen  wir  endlicb  den  Komp'asB- 
§tri€b  verstehen»  welcher  mit  Kdcksicht  auf  Variation  nod  AbtrÜlf 
ait  dem  Kiele  des  Schiffes  zosammenföllt. 

Wie  diese  verschiedeneu  Curse  in  einander  au  verivandeln 
•iaili  soll  nun  im  Folgenden  gezeigt  werden. 

♦ 

Zar  Terwandlnng  der  wahren  Cnrse  In  magnetische  Cnrse  jtmji 
miireicehrt  bedient  man  sich  mit  Rücksicht,  darapf,  ,4sss  jede  at^^el 
benachbarte  Konipassstriche  einen  Winkel  von  11^.15'  mit  einan- 
der einschliessen,  am  hesten  der  lolgtiuleii  Tafel,  zu  deren  Ver- 
stSndniss  und  siclK  rcm  (Gebrauch  bloss  zu  bemerken  ist,  das«  die 
letzte  Kolumne  <"8t!i([ion,  die  vorlet/fp  westlichen  Cnrsen  ent- 
«ipriebt»  wie  dies  auch  in  der  Tatel  selbst  angezeigt  worden  ist 


Wahrer  öst 
.  l!ch<*r  oder 


Magnetischer  Cort. 


westlicher 

Wahrer  Cur« 
wettlicil. 

Wahrer  Carf 
östlich. 

tt.  0' 

ßi. 

N. 

11.15 

^  N«W. 

NzO. 

NNW.  ' 

NNO. 

33.45 

NWzN. 

NOzN. 

^  45,  0 

NW. 

,  NO. 

66.15 

NWaW. 

NOzO. 

67.30 

WNW. 

OiNO. 

78.45 

WzN. 

OzN. 

90.  0 

W. 

0. 

101.15 

WzS. 

OzS. 

112.30 

WSW. 

OSO. 

m.45 

SWaW. 

SOaO. 

135.  0 

SW. 

SO. 

]4q.i5 

SWzS. 

]57.a0 

SSW. 

SSO. 

ie8.46 

SzW. 

SsO. 

180.  0 

s. 

*)  Gleichbedeutend  aiit  Declhiatlon. 
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Mm  auswendig  lernen,  sondern  nieli  cfne  «Mlbb  IfcgWMfttoch 

begrflodete,  vGlltg  deutliche  Einsicht  Iii  dieselben  'vmcfaaiBlie 
desto  mehr  dürfte  der  vorliegende  karze ,  einen  «n  sich  sehr 
fachen  Gegenstand,  der  übrigens  mit  den  in  der  Mathematik  be> 
kanntlicb  immer  c^evrisse  Schwieris:keit  darbietenden  und  stets  eiiNl 
besonders  deutliche  OarstclUms!:  erfordernden  Lagenbestimmungen 
zusammeiihätip;t ,  betreffende  Autsatz  auf  einige  Nachsicht  wegen 
seines  Abdrucks  in  dieser  Zeiti^chrilt  rechnen  dürfen.  Derselbe 
verdankt  ledi Jülich  dem  Bestreben ,  die  mir  ausserordentlich  am 
Heizet}  liegende,  «ehr  wüns^cheiiöwertho  Verbesserung  des  Unter- 
richts auf  nautischen  Lehranstalten  in  jeder  Rücksicht  iierbeizu- 
führen,  seine  Eotstehung,  und  macht  durchaus  keine  anderen 
Ansprüche,  als  in  dieser  lieziehun«:;  einit^^erniassen  li>erücksichtigt 
zu  werden.  Die  Kenntniss  der  Einrichtung  de$  Kompasse«  Hetzt 
derselbe  voraus. 

■ 

JedesmanD  weiss»  welchen  Theil  deaScIiUbgebiiidM  dlfiSnUfl«* 
bankunet  mit  dem  Namen  dee  Kiek  bexeieiiDet  Hier  Jedoeli».,wi| 
w|r  ee  lediglieli  mit  geomelriecheo  Bestimmungen  im  tbun  lialieii^ 
wollen  wir  diesem  Ausdrucke  eine  etwas  bestimmtere  Bfdentung 
beilegen.  Unter  der  Voraussetzung  n&mlich,  dass  da«  Schiff  auf 
vSlIig  ruhigem  Wasser  scbwimroe,  wollen  wir  im  Folgenden  unter 
Kiel  die  horizontale  Linie  verstehen,  welche  von  dem  Mittelpunkte 
des  Kompasses  aus  nach  der  Mitte  des  vorderaten  Theile  des 
fichlfee  gelichtet  ist  * 

Unter  dem  Kielwasser  einejs  segelnden  Schiffes  vertteht 
man  bekanntlich  die  dem  ^Schiffe  gewistierma^j^eti  iuigende,  von 
der  Mitte  des  Uiiitertbeils  oder  \iolmehr  von  dem  ^Steuerruder 
ausgebende  zusaumienstrudelndr  gcradlinisre  Wasserspur,  Die  nach 
vorn  hin  verlängerte  Richtuni:  des  kiel« assers  nennl  man  den 
Leeweg,  und  es  ist  klar,  dass  durch  diesen  Lemveg  jederzeit 
die  eigentliche  Richtung  bestimmt  ^vir(},  nach  welcher  hin  da« 
2^hiff  segelt  oder  «einen  Lauf  ninunt.  Jedem  segelnden  Schiffe 
legt  der  »Seemann  zwei  Seiten  hei.  Denkt  man  sich  nämlich  den 
Wind  über  das  Schiff  weggehend,  so  heisst  die  Seite  des  Schiffes, 
von  welcher  er  kommt,  die  Luvseite,  die  Seite  dagegen,  nach 
welcher  er  geht,  die  Leeseite.  Die  Erfahrung  hat  gelehrt,  dass 
der  Leeweg  In  den  meisten  Fällen  nicht  mit  der  Richtung  des 
Kiels  zusammenffillt  und  dann  immer  auf  der  Leeseite  des  Schiffes 
liegt,  mit  welcher  Erfahrung  wohl  die  Abstammung  dien  Wortes 
LMweg  immmneohingen  m^. 
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nürde,  wenn  der  Kompass  keine  Variatio»*)«  das  ;&2iiiff  keine  Ab- 
tfüt  hätte»         .  '  .        •  .  / 

Üi^te^  dem  Kompass^Gurs  eines  unfef  einem  bestiminieii 
wabten  Cure  segelnden  Schiffes  wollen  wir  endlicfc  den  Konipass'- 
strich  verstehen,  welcher  niit  Kdcksicht  auf  Variation  nod  Abtriff 
nit  dem  Kiele  des  Schiffes  zasaroroenföllt. 

Wie  diese  verschiedenen  Curse  In  einander  au  verwandein 
sindi  soll  nun  im  Folgenden  gezeigt  werden. 

* 

Zur  Verwandlung  der  wahren  Cnrse  in  mi^netische  Cnirse  ii^d 
migekehrt  bedient  man  sich  mit  Rucksicht,  darapf,  ,4ass  jede  zv^Jl 
benachbarte  Konipassstriche  einen  Winkel  von  15'  mit  einan- 
der einschliessen,  am  besten  der  iMlgeiuleii  iafel,  zu  deren  Ver- 
stäiidniss  und  sichcrem  Gebrauch  bloss  zii  bemerken  ist,  das«  die 
letzte  Kolumne  üstlirhon,  die  vorletzte  westlichen  Carsen  ent* 
tprieht»  wie  dies  auch  in  der  Tafel  selbst  angezeigt  worden  ist. 


Wahrer  ost- 

restlicher 
Cur«. 

Magnetischer  Cars. 

Wahrer  Cur« 
we«tHcli. 

Wahrer  Cur« 
dstlich. 

.   .  N. 

N. 

ll.IS 

'  NzW. 

NzO. 

•  22.30 

NNW.  ' 

NNO. 

^3.45 

NWzN. 

NOzN.. 

^  45,  0 

NW. 

WO." 

66.15 

NWaW. 

NOzO. 

67.30 

WNW. 

Oi\0. 

78.45 

WzN. 

OzN. 

90.  0 

w. 

0. 

101.15 

WzS. 

OzS. 

112.30 

WSW. 

OSO. 

m.45 

SWaW. 

SOaO. 

135.  0 

SW. 

SO. 

J4f3.15 

SWzS. 

SOzS. 

]57.a0 

SSW. 

SSO. 

168.45 

SaW. 

SsO. 

1»0.  0 

s. 

& 

1 

Gleichbedeutend  mit  DeelhiatlaB.' 
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Von  diesen  Darstellangen  bat  Ealer  (Qifferaiislal-Reeb- 
niing.  %  Band.  §.  190— lOi.  fibera.  von  MUbeUea)  I9r.  (1) 
und  (4)  (letztere  aber  iu  einer  anderen  Form)  und  Nr.  (6)  der 
Anwendungen  angegeben.  Das  ailgemeSne  Gesetz  bat  er  nicht 
niitgetheilt.  Lacroix  hat  in  seinem  Tratte  d.  calc.  diff.  et 
int^g.  T.  1.  Ch.  1.  p.  157  u.  f.  das  vonEnler  Gegebene  wiederholt 


JLJLWUl. 

lieber  die  Regeln  zu  der  Umwandlung  der  Curse 

eiaes  ScliüFes* 

Von 

dem  Herausgeber« 


Die  f<ir  die  praktische  Naotilc  so  ungemein  wichtigen  Regeln 
sa  der  sogenannten  Umwandlung  der  Curse  eines  Schiffes  scbei» 
Den  mir  in  den  nautischen  Lehrbüchern  nicht  mit  der  für  den 
naoti^eiien  Uoterricbt  wfiMcbeDswerthen  Deutlichkeit  und  gestimmt- 
beit  vorgetragen  zu  werden»  So  einfach  die  Sache  auch  an  sieh 
auf  der  einen  Seite  ist «  jbo  wiobtig  Ist  sie  anf  der  anderen  Seite 
für  die  Praxis.  Je  mehr  es  nach  meiner  Ueberzengung  zu  wün* 
■eben  ist»  dass  die  jungen  Seeleute  nicht  mehr,  wie  es  wohl  bis» 
ber  vlelfacb  gewObnlicb  gewesen  ist«  die  ihnen  nlitbigen  Regeln 
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Mm  auswendig  lernen,  sondern  nieli  cfne  «Mlbb  IfcgWMfttoch 

begrflodete,  vGlltg  deutliche  Einsicht  Iii  dieselben  'vmcfaaiBlie 
desto  mehr  dürfte  der  vorliegende  karze ,  einen  «n  sich  sehr 
fachen  Gegenstand,  der  übrigens  mit  den  in  der  Mathematik  be> 
kanntlicb  immer  c^evrisse  Schwieris:keit  darbietenden  und  stets  eiiNl 
besonders  deutliche  OarstclUms!:  erfordernden  Lagenbestimmungen 
zusammeiihätip;t ,  betreffende  Autsatz  auf  einige  Nachsicht  wegen 
seines  Abdrucks  in  dieser  Zeiti^chrilt  rechnen  dürfen.  Derselbe 
verdankt  ledi Jülich  dem  Bestreben ,  die  mir  ausserordentlich  am 
Heizet}  liegende,  «ehr  wüns^cheiiöwertho  Verbesserung  des  Unter- 
richts auf  nautischen  Lehranstalten  in  jeder  Rücksicht  iierbeizu- 
führen,  seine  Eotstehung,  und  macht  durchaus  keine  anderen 
Ansprüche,  als  in  dieser  lieziehun«:;  einit^^erniassen  li>erücksichtigt 
zu  werden.  Die  Kenntniss  der  Einrichtung  de$  Kompasse«  Hetzt 
derselbe  voraus. 

■ 

JedesmanD  weiss»  welchen  Theil  deaScIiUbgebiiidM  dlfiSnUfl«* 
bankunet  mit  dem  Namen  dee  Kiek  bexeieiiDet  Hier  Jedoeli».,wi| 
w|r  ee  lediglieli  mit  geomelriecheo  Bestimmungen  im  tbun  lialieii^ 
wollen  wir  diesem  Ausdrucke  eine  etwas  bestimmtere  Bfdentung 
beilegen.  Unter  der  Voraussetzung  n&mlich,  dass  da«  Schiff  auf 
vSlIig  ruhigem  Wasser  scbwimroe,  wollen  wir  im  Folgenden  unter 
Kiel  die  horizontale  Linie  verstehen,  welche  von  dem  Mittelpunkte 
des  Kompasses  aus  nach  der  Mitte  des  vorderaten  Theile  des 
fichlfee  gelichtet  ist  * 

Unter  dem  Kielwasser  einejs  segelnden  Schiffes  vertteht 
man  bekanntlich  die  dem  ^Schiffe  gewistierma^j^eti  iuigende,  von 
der  Mitte  des  Uiiitertbeils  oder  \iolmehr  von  dem  ^Steuerruder 
ausgebende  zusaumienstrudelndr  gcradlinisre  Wasserspur,  Die  nach 
vorn  hin  verlängerte  Richtuni:  des  kiel« assers  nennl  man  den 
Leeweg,  und  es  ist  klar,  dass  durch  diesen  Lemveg  jederzeit 
die  eigentliche  Richtung  bestimmt  ^vir(},  nach  welcher  hin  da« 
2^hiff  segelt  oder  «einen  Lauf  ninunt.  Jedem  segelnden  Schiffe 
legt  der  »Seemann  zwei  Seiten  hei.  Denkt  man  sich  nämlich  den 
Wind  über  das  Schiff  weggehend,  so  heisst  die  Seite  des  Schiffes, 
von  welcher  er  kommt,  die  Luvseite,  die  Seite  dagegen,  nach 
welcher  er  geht,  die  Leeseite.  Die  Erfahrung  hat  gelehrt,  dass 
der  Leeweg  In  den  meisten  Fällen  nicht  mit  der  Richtung  des 
Kiels  zusammenffillt  und  dann  immer  auf  der  Leeseite  des  Schiffes 
liegt,  mit  welcher  Erfahrung  wohl  die  Abstammung  dien  Wortes 
LMweg  immmneohingen  m^. 
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406  erunert:  Ceber  die  äegel»  %u  der 

i  Der  von  dem  Leeweg  und  Kiel  eingeschlossene,  180*^  nidit 
äbersteigende  Winkel  helfest  die  Ali  tri  I  I  t*)  oder  auch  wohl  seibt»t 
der  Leetveg.  Die  ^Äbtriflt  uird  bestliuiul  durch  Messung  des 
nicht  ulRTsteigenden  Winkels,  welchen  die  Hichtung  des 
Kielwassers  mit  der  Verlängerung  des  Kiels  rückwärts  über  den 
Mittelpunkt  dus  Kompasses  hitiiius  einschliesst«  Uni  die  Abtrifft 
mit  Lciclitlgkeit  messen  m  küniieu,  ist  in  der  Glitte  dei$  Ueckr 
bords,  worunter  man  im  Allgemeinen  den  hintersten  obersten  Tbeil 
de£»  6chiffes  versteht,  ein  in  Striche  und  Viertelstriche  getheilter 
Kreis  gezeichnet,  dessen  einer  Durchmesser  genau  mit  der  Rieh, 
tpng  des  KieU  zusammeniällt.  In  dem  Mittelpunkte  dieses  Krei- 
ses ist  eine  kleine,  gabellTirmig  geöffnete  Stütze,  Mick  oder  8tie- 
per  genannt,  errichtet,  und  wenn  geloggt  ist,  \vird  die  Logleine, 
ehe  man  sie  einholt,  in  die  M'wk  gelegt;  da  nun  das  Logbrett  im 
Kielwasser  nachschwimmt,  so  i^t  klar,  dass  sich  die  Abtrifft  mit 
Leichti«»keit  auf  dem  in  Striche  und  Viertelstriche  cingetheilten 
Kreise  ablesen  lässt.  Meistens  ülnigens  wird  dieser  ganze  Kreis 
durch  einen  blossen  Halbkreis  vertreten,  dessen  Durchmesser  aut 
dem  Kiel  senkrecht  steht  und  dessen  Uogen  nach  dem  hinteren 
Theile  des  Schiffes  hin  liegt.  Die  Einrichtung  ist  so  einfach,  dass 
eine  genauere  IJeschrcibung  derselben  nicht  erforderlioh  ist.  Von 
anderen  Methoden  zur  Messung  der  Abtrifft  kann  hier  nicht  wet- 
ter  die  Rede  sein.  - .      '    ;  i;!  // 

*    »  •  * 

Unter  dem  wahren  Cor«  eioes  segelnden  Schiffe»  wollen 
wir  den  180^  nldit  iibereteigenden  Winkel  verstehen»  welchen  »die 
MiffdicVe  Ricbfting'seitles  Lanfii  mit  der  nOtdlichei^  Richtiing  dee 
MeridiiiieV  tibtiii'  wachem  eich  d1i»r  Mittelpünkt  d^  Roltt]^iMI 
^tadi»' bi^imdet,  einschlieeetj  fodem  wir  unter  dcirnürdlicheilteiat^ 
mt  difte  Mevid!And  die  Richtung  d«»  Vön  dem  Mittelpünhfo^^dtSI 
fiim^lMee  aiiä  nach  fVorden  hih  g«her/den  Theile'  jleS  Mc^Hdlittl 
ve^rertl^ben;  zugleich' «eilt  diereir  vi^dhre  Cure  liitltch  'nder"^^irii 
lieb  '^nahnt  Verden,  jenachdem  vo'ri  dem  betreffenden  MertdItfAb 
nüä'der-lianf  'des  fi^biffes  nach  der  otstlicbeii  oder  we^licben^SM 
diese»  Metidito  Mn  gerlcli^t  i»t.  *-4l 

I'nter  dem  in  ,1  u  im- ( i  s  r  !i  <■  u  (^urs  cinp??  u'jt^T  cuumii  i)Ci?linim- 
•  ten  \\.i)in'ii  (  lU'S  8et;".'lMii«'!i  ,Sr}iiftfv«j  wnllcii  wij-  den  tkomfiasystrich 

**)  Kiti  immer  in  dem  im  Obigea  afthcrbettimniteo  fliese  gMmnHfft 
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(imu^aHdlunn  üer  Curse  eines  scMffes* 


nürde,  wenn  der  Kompass  keine  Variatio»*)«  das  ;&2iiiff  keine  Ab- 
tfüt  hätte»         .  '  .        •  .  / 

Üi^te^  dem  Kompass^Gurs  eines  unfef  einem  bestiminieii 
wabten  Cure  segelnden  Schiffes  wollen  wir  endlicfc  den  Konipass'- 
strich  verstehen,  welcher  niit  Kdcksicht  auf  Variation  nod  Abtriff 
nit  dem  Kiele  des  Schiffes  zasaroroenföllt. 

Wie  diese  verschiedenen  Curse  In  einander  au  verwandein 
sindi  soll  nun  im  Folgenden  gezeigt  werden. 

* 

Zur  Verwandlung  der  wahren  Cnrse  in  mi^netische  Cnirse  ii^d 
migekehrt  bedient  man  sich  mit  Rucksicht,  darapf,  ,4ass  jede  zv^Jl 
benachbarte  Konipassstriche  einen  Winkel  von  15'  mit  einan- 
der einschliessen,  am  besten  der  iMlgeiuleii  iafel,  zu  deren  Ver- 
stäiidniss  und  sichcrem  Gebrauch  bloss  zii  bemerken  ist,  das«  die 
letzte  Kolumne  üstlirhon,  die  vorletzte  westlichen  Carsen  ent* 
tprieht»  wie  dies  auch  in  der  Tafel  selbst  angezeigt  worden  ist. 


Wahrer  ost- 

restlicher 
Cur«. 

Magnetischer  Cars. 

Wahrer  Cur« 
we«tHcli. 

Wahrer  Cur« 
dstlich. 

.   .  N. 

N. 

ll.IS 

'  NzW. 

NzO. 

•  22.30 

NNW.  ' 

NNO. 

^3.45 

NWzN. 

NOzN.. 

^  45,  0 

NW. 

WO." 

66.15 

NWaW. 

NOzO. 

67.30 

WNW. 

Oi\0. 

78.45 

WzN. 

OzN. 

90.  0 

w. 

0. 

101.15 

WzS. 

OzS. 

112.30 

WSW. 

OSO. 

m.45 

SWaW. 

SOaO. 

135.  0 

SW. 

SO. 

J4f3.15 

SWzS. 

SOzS. 

]57.a0 

SSW. 

SSO. 

168.45 

SaW. 

SsO. 

1»0.  0 

s. 

& 

1 

Gleichbedeutend  mit  DeelhiatlaB.' 
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Mit  Rflckmcht  rlattof,  4ms  der  Winkel  zwiscbeo  jdteo  fiwel 
Viertelstrlchen  des  Kompasses  2^.48'. 45"  beträgt,  kann  rosn  dies» 
Tabelle,,  ia  der  obipren  Weise  leicht  auf  VierteUtriche  er- 
weitern,  wodurch  ihr  Raum  nur  etwa«  vergrüssert»  ihr  Gehrancb. 
im  AUgemeinen  darehaus  nicht  gefiedert  irird«  . 


Um  nun  feroer  den  magnetischen  Cnis  in  den  Kompass-Cnrs 
BQ  verwandeln,  I>er9cksichtigen  vir«  die  Ahtrifft  fiBr's  Erste  bei 
Seite  setiend,  tnnichst  bloss  die  Yailafion,  welche  wir  hier  in 
Stiichea  und  Tiertelstriehen  ges^efaen  annehmen. 

Man  denke  sich  im  Folgenden  immer  das  Auge  aut  den  rieh- 
tiß^en  naaenettschen  Kompassstrich  ^  welcher  als  gecfeben  voraus- 
gesetzt wird,  gerichtet.  Unter  dieser  Vorausselzuiiif  denke  man 
sich  ferner  das  JSchlff  zuerst  in  eine  solche  Lage  gebracht,  dass 
es  aut  den  richtigen  magnetischen  Kompassstrich  anliegt,  d.  b* 
dass  dieser  Kompassstri(  h  mit  dem  Kiel  znsaiiinicnfällt ;  so  wurde 
diese  Lage  des  Schiffes  tlie  richtige  seiu,  uerm  die  Variation  gleich 
INiiü  wäre,  oder  dieso  Lage  wäre  die  richtige,  wenn  das  ^^ord 
der  K(irii[inssrose  genau  nach  iNntden  gerichtet  wäre.  Verschwin- 
det nun  iiher  die  Variation  niclit  und  ist  zuerst  östlich,  so  nniss, 
um  das  Schiff  in  die  richtige  Lasre  gegen  den  Meridian  zu  brin- 
gen, offenbar  der  Kiel  noch  um  einen  der  Variation  gleichen  AVin- 
kel nach  der  linken  hielte  des  Beobachters  hin  gedreht  werden, 
wonach  das  Schiff  augenscheinlich  an  einem  solchen  Kompass- 
strich anliegen  wird,  welchen  man  erhält,  wenn  man  von  dem 
magnetischen  Curs  die  Variation  nach  dei  litik* n  Seite  hin  abrech- 
net. Verschwindet  da^ej^en  die  Variation  nicfit  und  ist  westlich, 
so  muss.  um  das  Schitl"  in  die  richtige  f^;u;e  L;e<ren  den  Meridian 
zu  bringen,  offenbar  der  Kiel  noch  um  einen  (jt^r  \  ;uicitloii  c^'leichen 
Winkel  nach  der  rechten  Seite  des  Beobachters  hin  gedreht  wer- 
den, »vonuch  das  Schiff  augenscheinlich  an  einem  solchen  Korn- 
passtrich  anlie£?en  wird,  welchor^  n)an  erhält,  wenn  man  von  dem 
nia2;netischcn  Curs  die  Variation  nach  der  rechten  Seite  hin  ab* 
rechnet  Dies  giebt  folgende  Regel,  um  aus  dem  magnetischen 
Curs  den  Kompass-Cur«  zuvörderst  ohne  Rücksicht  auf  Abtrifft 
so  finden; 

Richte  das  Ange  avfden  gegebenem  magnetischen 
Kompassstrich  und  rechne  von  dem  magnetischen  Curs 
Sstllehe  Tnriation  snr  Unken  Hand,  westliche  Varia* 
tion  snr  rechten  Hand  ab.  ,  . 
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Wir  wolhm  ^Imb  RefftI  diiMli  «ia  -Pftkr  MiipM*  eilMeni. 

Ist  der  iiiaf^Tictiische  (jurs  SSWfW.  und  Hie  Variation  1^  Strich 
Östlich»  so  Ut  ohne  Rücksiebt  auf  Abtrifft  der  Kolnpas«•Car9^«SzW. 

Ut  der  magnMisehe  Cur»  NOxN.  aod  die  Vaiifttioa  1}  Sftrich 
westlich ,  so  ist  ohne  Rflcksicbt  aof  Abtrift  der  Kompaee-Cure  NO}<X 

Ee  muss  nun  der  nach  der  vorhergehenden  Regel  bestimmte 
HCompaaS'Curs  noch  wecen  der  Abtrifft  corrigirt  «rerdea.  Da  dec 
Leeweg  immer  auf  der  Leeseite  liegt,  so  ist  klar,  dass,  naebdem 
der  Konipass  Curs  nach  der  vorhergehenden  Regel  hestimint  wer« 
den ,  man  sich  den  Kiel  jederzeit  nach  der  Luvseite  bin  um  einen 
der  AbtrifTt  gleichen  Winkel  gedreht  denken  muss^  wenn  da«. 
Schiff  wirklich  den  richtige»/ Cura  segeln  soll,  und  man  mos^  aUoy 
um  endlich  den  auch  wegen  der  Abtrifft  corrigirten  Kompass* 
Curs  an  finden»  von  dem  nach  der  vorhergehenden  Regel  bestimm* 
ten  Kenpaas-Cars  die  Abtrifll  nach  der  Luvseite  hin  abrechnen« 
^  whU  aian  sieb  das  Auge  auf  den  naeb  der  ebigea  Regel  be^ 
gtinimteii  Kompassstrieb  gerichtet  denken  nioes.  Dies  glebt  alt« 
die  folgende  Regel: 

Um  deo  auch  wegen  der  Abtrifft  corrigirten  Kom* 
pa<^s-Curs  zu  finden,  richte  das  Auge  auf  den  nach  der 
vorhergebenden  Regel  bestimmten  K  o  m  pass  stri  ch 
und  rechne  von  dem  nach  dieser  Regel  gefundenen 
Kompass-Curs  die  Abtrifft  nach  der  Luvseite  hin  ab. 

Ufttsaueh  diese  Regel  durch  einige  Beispiele  so  eH&Btertt^ 
bemerken  wir  suerst,  dass,  wenn  man,  am  Kompass  stehend, 
das'^slcbt  nach  dem  Vorderfheil  des  Schiffes  sieh  bin  gerichtet 
denktf  dann  die  rechts  rem  Beobachter  liegende  Seite  des  Scbif^ 
fes  Steuerbord,  die  Ibiks  vom  Beobachter  liegende  Seile  des 
Scbiifes  dagegen  Backbord  genannt  wird. 

Dies  vorausgesetzt  sei  nun  der  magnetische  Curs  80|8. ,  die 
Variation  2  Strich  westlich,  die  Abtrifft  Ii  Strich,  die  LuvspÜe 
sei  Barkbord.    Wendet  man  die  erste  Regel  an,   so  erhält  man  . 
SSO^,S.,  und  wendet  man  nun  die  zweite  Heitel  an,  so  erhält 
man  mit  Rücksicht  darauf,  dass  Backbord  die  Luvseite  ist«  .30a$« 

Der  magnetbMsbe  Curs  sei  SSWiW.,  die  Variation  4}  Strich 
Mkb^  die  Abtri»  5}  Scriob,  die  Luvseite  sei  StaMrboid;  Die 
Ml»  Kegel  gisbt  SSOjS.,  die  «weite  giebt  SWia  ' 

Der  magnetische  Curs  sei  NWzWjW.,  die  \  ariation  3  Strich 
westitch,  die  Abtrifft  3  Strich,  die  Luvselte  sei  Steuerbord.  Die 
ei^flte  EU^l  gi^^  JSiNW^W,,  die  aweite  giebt 
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412  Gruner t:  Ue&er  die  Regeln  %u  der  ütmoatuü,  der  Schiffscurse, 

I  Der  luagnctische  Curs  sei  SOzt)|0.,  die  Variation  3i  Strich 
ustlich,  die  AbtriflFt  7  Strich,  die  Luvseite  sei  Backbord.  Die 
erste  Regel  giebt  OzN.,  die  zweite  ^iebt  N. 

Der  magnetische  Curs  sei  OiN.,  die  VariaüoD  2^  Strich  ust« 
ficbf  die  Alltrifft  3  Strich,  die LuvseUe selläteuerbord.  Die  erste 
Regel  giebt  NOzO.»  die  zweite  giebC  O. 

^  '  Die  Halsen  sind  die  Taue,  mittelst  welcher  die  uoteren 
Eckeo  der  üiiterseejel  an  der  Luvseite  nach  vor«  angeliolt  und 
befestigt  werden.  Ist  die  I^uvseite  Steuerbord,  so  sagt  man:  das 
Schiff  seegelt  über  Backbord  mit  SteuerbordtihaUeu  zu  oder  es  liegt 
auf  Steuerbordshalsen.  Ist  die  Luvseite  Backbord,  so  sagt  man: 
das  Schiff  seegelt  über  Steuerbord  mit  Backbordslialseu  zu  oder  es 
liep^t  auf  Backbordshalscn.  Dies  vorausgesetzt,  werden  auch  die 
folgenden  Beispiele  verständlich  sein. 

c.  '  ....  ,  ,  •  , 

.;.  Der  nagnetiache  Cure  ist  SW4S.,  4te  Vatiatioo  4Stridi  wett» 
lieh,  die  AbftrilR  2^  Strieh,  daeSchiff  liegt  earSteiierbordebaleeiu  « 
Di*  ereto  Regei  giebt  WsS4W.,  die  «weite  giebt  WNW.     .  . 

Der  magnetische  Curs  ist  NOzO.,  die  Variation  2  Strich  west- 
lieh,  die  Abtrifft  2  Strich,  das  Schiff  segelt  über  Stenerberd  mit 
Baekbordshalsen  »o«  Die  erste  Regel  giebt  OzN.-,  -  die  swelte 
giebt  NOxO. 

Der  magnetische  Curs  ist  NWzN^W.,  die  Variation  3  Strich 
östlich,  die  Abtrifft  5  Strich,  das  Schiff  lieüt  auf  Back bordshalseo. 
Die  erste  Regel  giebt  WiNW^W.,  die  zweite  giebt  SW^W. 

•.  •    .  ,1         .  • 

Diese  Beispiele  werden  hiereichen,  die  b^den  ebigen  sehr 

wichtigen  r  Regeln  yollständig  XU  erlfiatero« 

'  Soll  man  umgekehrt  den  Kompass  -  Curs  in  den  magnetischen 
Terwandeln,  so  hat  roaii  natürlich  die  beide  obigen  Regeln  in 
umgekehrter  Ordnung  und  in  umgekehrter  Weise  anauweildea« 
Dies         die .  fi»lgenden  Regeln:  .  , 

Von  dem  g  e  g  (  I j  e  u  e  n  K  o  m  p  as  s  •  C u  r  s  r  e  c  b  n  e  ni  a  n ,  das 
Auge  auf  den  gegebenen  Kompassstrich  gerichtet»  die 
Abtrifft  nach  der  Leeseite  hin  ab. 

Von  dem  auf  diese  Weise  erhaltenen  Cars  rechne 
man,  das  Auge  auf  den  gegebenen  Kompasstrich  gc 
richtet,  die  östliche  Variation  zur  rechteuj  die  west- 
liche Variation  zur  linken  Hand  ab. 

Der  Kemptae-Oore  sei  SW0^«  die  Abtciffl  itt  älftleh»  die 
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Variatioii  41  Strich  OtftHcli,  die  lia?M!te  MStenoUoMv  dio  Lew  ' 
Seite  also  Backbord.  Die  erste  Regel  giebt  SSO]S.,  die  zweite 
giebt  SSW^V. 

Der  Koiiipas^^-rurs  sei  "WNW.,  die  Abtrifft  2i  Strich,  die 
Variation  4  Strich  uestfich,  die  Luvseite  sei  Steuerbord,  die  Lee- 
seite also  Backbord.    Die  erste  Regel  giebt  W^S.,  die.  zweite 

giebtsw;s. 

Der  Kompa88*CuT8  sei  N.»  die  Abtrifft  7  Strich,  die  Tariatioo 
3i  Strich  usttich,  di^  Luvseite  sei  Bacicbord«  di^'Ltesette  also 
Steuerbord.  *  Die  erste  Regel  p^i^btOzN.,  die  zweite  giebt  OSOiS. 
oder,  was  dasselbe  ist,  SOzO^O. 

Will  man  mehr  lieispicle,      braucht  miiD  diQ  für  den  ersteo 
Fall  gegebeuen  nur  sämmtÜcb  umzukebreb. 


Ueber  ene  Klasse  Ton  Integralfonctionen  sweier  un- 
abhängigen Veränderlichen,  welche  zwischen  gewisseii 
kestimmten  Grenzen  Verschiedene  Werthe  geben^  wenn 

diü  Oidiiung  in  der  Integration  umgekehrt  wird* 

Herrn  IVofessor  G,  Decher 
an  der  poljtechoiichea  Scbule  sa  Angtbarg.  ■ 


Dem  Beispiele  Cauchy's  folgend»  hält  auch  Coitrnot  in 
leiaer  Theorie  der  Functionen  an  dem  Satze  fest»  dass  ein  he^ 
itimmtes  doppeltes  Integral»  dessen  Aenderangsgesetz  zwiscbeo 
deo  Grenzen  desselben  unendlich  wird»  Terschiedene  Werthe 
g^ben  lionne»  wenn  die  Ordnung  in  der  Integration  umgekehrt 
«trde,  und  führt 'zom  Bewebe  diese»  Satae»  die  FnactiOB 

Thiiiim 


t 
1 


Digitized  by  Google 


114 


aas  wihker  ir  \m  4m  §b  Aa  lafagiafiMi  aoged^teleo  Ord- 
Ei^ebaiM 


daoB  kebrt  er  die  Ordmnig  beim  lategriieB  wm  wmd  iodet: 


alMtiiga  dca  wiMeallicfceB  üntenelM 

swfscfaeii  de»  beiden  WerAen  des  obigen  bestimmten  Integrals. 

Gegen  diese  Ergebnisse  kann  z^var  kein  ähnlicher  Einwand 
erboben  werden,  wie  es  in  rueioem  Irühera  Aufsätze  (Archlr. 
Tbl.  XIX.  U.  4  )  in  Betreff  der  von  Caachy  in  seinen  Exercicc« 
abgeleiteten  lic-ultate  ceschehen  ist;  demobogeachtet  ist  der 
Scbliisa,  dass  jener  Loterscbied  in  den  Wertben  der  Function  V 

▼on  den  Unendltehfrerdea  der  Fnnction  zwischen 

den  Grenzen  der  Ver.Tnderlichen,  Dämlich  weou  x  und  y  gleicK- 
«eitijj  ^ull  werden,  herrühre,  nichts  destS  ^veniger  falsch;  dena 
es  gibt  eine  Menire  ähnlicher  Functionen,  welche  nicbt  nneod- 
lieh  werden  und  doch,  in  gleicherweise  behandelt,  verscbledene 
Werthe  gehen,  wenn  die  Ordnung;  in  der  Integration  umgekehrt 
trird ,  und  der  Grand  liUr  jeoea  ünterachied  miaas  gana  anderswo 
gesucht  werden. 

Einen  Fingerzeig  für  diesen  Cmatand  werden  wir  acbon  erhal- 
ten, wenn  wir  die  gegebene  Fnnctioii 

etwas  nliber  aatenaeben»  namentlieh  In  Betreff  ihic«  Wertben  für 

4f=0  and  y=:0.   Setzen  wir  zuerst  y=0»  ao  wird  bleibt 
alee  peaitiv  för  alle  Wertbe  m  x  nnd  gibt  also  filr  »sO 


1 


4. 
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setzt  man  dagegen  zuerst  d?=0»  so  wird  z=  — bleibt  also  ne« 
gativ  ffir  all«  Wortbe  m  jf  nad  gibt  für  ^fssO  ^ 

IST  —00. 

Die  Function  z  hat  diso,  obgleich  sie  ^vefler  mit  .r,  noch  mit 
y  (las  Zeichen  wechselt,  und  in  Bezug  auf  :  nur  vom  erstrn  Grade 
ist,  für  x  =  i),  f^=:0  gleichzeitig  die  VV'erthe  +  oc  und  — oo,  und 
es  ist  aewiss  eigentbiimlich ,  das.s  der  eine  dieser  Werthe  zum 
Vorschein  kommt,  «enn  man  zuerst  über  die  jf,  dann  über  die  x 
verfügt,  und  der  andere,  wenn  man  umgekehrt  verfährt.  Unsere 
Function  erhält  aber  ausserdem  noch  den  Werth  0»  wenn  a=0, 
i/  =  0  wird,  und  dieser  Werth  ergibt  sich,  wenn  man  y  von  x  oder 
:r  von  ^  abhängig  macht;  setzt  man  nämlich  y^Ax,  ao  fvird 
diesoib« 

und  gibt  für  A=l  und  jedeii  belicjjigen  Werth  von  x  den  Werth 
2  =  0;  man  bat  also  auch  0,  wenn  x=0  und  kx^y=0  ist. 
Wie  kann  man  also  verlangen,  das»  das  doppelte  Integral  aus  un-  ^ 
serer  Futu  tion  von  der  Ordnung  beim  Integriren  unabhani^ig  bleibe» 
wenn  die  Function  selbst  schon  verschiedene  Werlhe  zwischen 
den  (Trenzen  des  Integrals  erhalt,  je  nachdem  man  sie  anders  be- 
liantklt,  je  nachdem  nuui  zuerst  dem  X  oder  zuerst  dem  y  einen 
bestimmten  Werth  beilegt? 

Um  jedoch  der  Sache  anf  den  (irund  zu  Icommen  und  den 
Anhängern  der  Theorie  von  Cauchy  die  pänzliche  Grundlosigkeit 
dieser  Theorie  wa  beweisen,  wollen  wir  unsere  Uotersochung  wei* 
lief  Terfolgen. 

Wie  schon  bemerkt  wurde ,  ist  die  von  Cournot  beSgebiachte 
Fonction  nicht  die  einzige,  welche  Wierthe  mit  entgegengesetzten 
Zeichen  gibt,  wenn  man  die  Ordnung  beim  lotegrlren  umkehrt; 
man  sieht  leicbt,  dasa  dieas  för  alle  Fonctlonen  der  Fall  aein  moai^ 
welche  der  Form 

angeboren  niAl  deren  doppeltes  Integral  zwischen  gtelchen  Gren* 
Ben  Üv  »  nnd  y  nicht  N^dl  wird;  denn  man  hat  offenbart 
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da  alMT  auch 

(pm^j;myip^  1   (^oi     ym )2p+l 

so  folgt  daraus: 


wenn  demnach  diese  Integrale  eliieii  von  Null  verschiedeoeo  Werth 
babea»  so  besteht  auch  ein  Unterschied,  je  nachdem  man  lO  tiMt 
andern  Ordnung  integrirt»  gleichviel  ob  die  Function 

unendlich  wird  odef  nicht  iwiscben  -den  Grenzen  -fa  nnd 

iiir  a;  uud  ^. 

■ 

Man  wird  sieh  nun  leicht  tSberzeugen»  dasa  ffir  aHe  Fundb* 
nen  dieser  Art,  welche  immer  Null  werden»  in  wacher  Ordmif 
man  je  und  y  nacb  einander  Null  setzt,  auch  der  Werth  des  df- 
petten  Integrals  (1)  immer  Null  wird,  wodurch  die  Gleichung  Ä 

unmittelbar  befriediget  iät.   Diess  ist  immci  der  Fall»  \Teuu  luau  lut: 

denn  setzt  man  y=kx  und«  um  dem  Wertbe  ao  für  k 
auch  m^h^,  80  wird: 

« 

oder 

und  demnach  2  immer  INult  für  a-  —  f),  y^Oy  da  in 'diesen  Aus- 
drücken U  und;  A  nur  von  — 1  bis  -^1  genommen  werden. diifiBi» 
um  alle  möglichen  Wertbe  von  w  und  y  zu  umfassen« 

Wird  dagei^en  m(2/>  + 1)  — 2w^<0,  so  wird  aus  (3)  2=-f-3D 
(ttr  ar=0,  lauge  k<^l  liyt;  man  hat  dage^^en  2^  —  00,  sobaJi 
A;>  1^  und  2=0  iiir  jeden  Werth  von      sobald  Jc^l  genomiiiefi 
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Mrti;  dasselbe  ergibt  sicli  aus  Gleichung  (4),  wenn  Ä>1,  <!■ 
oder  rr:l  und  y  —  O  gesetzt  wird;  für  alle  Wertbe  vön  tn,  p, 
9,  welcJje  der  vorstehenden  l>< diiigung  entspre<  lien  ,  zeigt  also  die 
Futjction  z  einen  ganz  ahnli*  hen  (xnnsr,  wie  die  von  Goarnot  ee- 
wählte,  und  gil>t  dfsshalb  aueh  beim  Integriren ,  ohne  Rüciislcht 
auf  die  Bedeutung  des  Integral;?,  Wertbe  von  entgegengesetzten 
Zeichen,  wenn  die  Ordnung  iiuigekebrt  wird. 

.Hat  man  endlich  m{'2p-{-l)=2ng,  ao  vnA  t  eine  Function  von 

k  oder  ^  und  erhält  daher  för  a;=Q»  y=0  gleichzeitig  eine  nnend- 

Dcbe  Menge  von  Wertheo,  welche  entweder  den  W^rthen  Ton  k 
▼ein  —OD  b|i  -foD  oder  den  Werthen  von  k  von  — 1  bis  -f  1  und 
den.  Werthen  von  ü.von  j-l  bis  — 1  eotsprecheu>  und  ^wischen 

«len  Grenzwerthen 

'      '     .  * 

  i=+l  fiir  k=ii, 

t=-i  fOr  k=0 

>    ■      ,  ' 

enthalten  sind;  die  Function  z  erhält  also  für  x^O,  p=^0  gleich* 
seitig  alle  möglichen  Warthe  von  — 1  bis  wird  aber  nie- 

mals unendlich.  Demohngeacbtet  geben  viele  dieser  Functio- 
nen niif  gleiche  Weise«  wie  es  oben  nach  Conroot :ge8cbehen 
ist»  integrirt,  Werthe  von  versehiedeneii  Zeiches«'- wedn  man  die 
Oi^nnog  der  lotegratioii  umkehrt. 

Nehmen  wir^  um  diess  näher  zu  beleMjhten,  die  einfachste 
diesei:  runctiunen  heraus,  nämlich  die  Function 

und  stellen  wir  uns  dieselbe,  um  uns  ihren  Gang  recht  anschau- 
lich  zu  machen,  als  Iiieichung  einer  Fläche  in  ßezug  au^'  rech^. 
ijvinkiise  Ceordina^teja  vor,   Die  Form 

unter  welche  dieselbe  nach  dem  Vorhergehefiden  gebracht  werden 
kann  ,  /eiet  sogleirh,  dass  dieselbe  von  jeder  durch  die  Achse 
der  r  i:e!(  <;teri  Ebene  nach  einer  zur  F.bene  der  xy  ])aranelen  Ge- 
raden geschnitten  wird,  deren  KnUernuog  von  dieser  Ebene  sich 


^*fline:fihlillclm'I^M4ttoB'  ha]le'ieh  «qhen'fm  sweiton  Bande 'mehiM 
itBasDdbtfchoA  der  tleöhauilc«*  fai  der  Anmerkung 'su'S.  101*  8.  m», 
betpraeheiu 


Digrtized  by  Google 


41S      Decäsr:  M«r  «b»  JZnw 


Qor  mit  der  Taoffer.te  /;  dei?  Winkels,   welcher  die  gefaiici^iewd« 
£b«rie  liiit  der  Eb^r.e  der  j-z  [>.\\\'^l,   ^n'iert   ini  ir^iTner  zwl^cbe« 
und  — e  l'r-^--    Schue'v^.^n  \s\t  dagegjea  nntirrt  Fläcte  dnck 
cäae  w  EiMoe  der  ^cjf  parailde  Üica* 

MmM  di*  rÜMiiifiiii  riiiihi: 

dsM  jede  solche  Ebene  unsere  Fläche  nach  zwei  in  der  Achs« 
der  r  »ich  kreazenden  Geraden  schoeidet,  so  lauge  2i<<^  »'^t; 
die  Ebene  der  selbst,  für  welche  ti=0,  schneidet  dieselbe 
nach  zwei  nnter  sich  recbtirinkncben  Geraden ,  welche  die  VTin- 
kel  zwiacbeii  den  Axen  der  x  und  y  balbiren;  für  Zi=c  talleo 
beide  Geraden  in  eine  znr  Achse  der  x,  für  Z|  =  — c  in  eine  zur 
Achse  der  y  parallele  Geiade  msammeo,  länes  welcher  dann  un- 
sere Fläche  Ton  der  sonst  schneidenden  Ebene  berulut  wild. 
Eüd^  för  %  >e  Wied  die  Gleidiai«  (7)s 

(2i+c)3r«+(2i-c)a:*=0, 

aai  gibt  ntnr  noch  imaginäre  Werth  e  (ur  g  oder  x;  die  Fliehe  iil 
alle  swiecben  den  beiden  berühreodeo  Ebenen  x^:te  «iogOMbkia- 
MH  und  enthält  das  Stück  der  Achse  der  z  VM  s  =  —  e  Ui 
xs'f-c.  Mao  wird  sich  durch  diese  ßetracbtoiig  leicht  ubcneu* 
gen,  d^  nnaere  Fläche  durch  eine  Gerade  eraeogt  gedacht  wer- 
den kann,  welche  fortwährend  aar  Achse  der  z  senkrecht  bleibt» 
aieb  io  dieser  Axe  zwischen  z=^^e  und  2=  -fc  auf*  und  nieder- 
i»ewe^t  und  dabei  fortwährend  um  dieselbe  dreht;  aie  ist  also  eine 
Art  Schraubeofliche«  besteht  aber  ans  zwei  rechts*  und  zwei  links- 
gewundenen  aymmetriacben  Tfaeilen«  welche  sieb  in  den  Ebeneii 
der  aet  und  yx  ttn  einander  anschliessen»  in  jener  üher  der  Ebene 
der  xy,  io  dieser  unter  derselben,  so  dass  die  Fläche  Ton  der 
Achse  der  negativen  z  aus  angesehen  in  Besag  auf  die  Achss  der 
|f  dieselbe  Beschaffenheit  besHst»  wie  von  der  Acbse  derposilircn 
s  In  Beang  auf  die  Acbse  der  x. 

Um  ein  anschauli«  lies  Bild  unserer  Flache  zu  erhalten,  darf 
mas  dieselbe  nur  snlweiier  durch  eine  Kxeis-Cylinderfläche 

ecbneiden,  nnd  «sroos»«  ifsir  «in»  sebeii;  mb  findet  dann  ab 
CilaielMing  der  Darehsebolttacarve  oder  als  GleichiiDg  der  Fliebe 
selbst  in  Cjrlinder-Coordinsten  den  Aosdmdc: 
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welcher  «eigt,  dass,  wenn  man  die  erzengende  Gerade  sich  gleich- 
förmig om  die  Achse  der  z  drehen  läset,  ihre  auf  und  absteigende 
Bewegung  längs  dieser  Achse  keine  gleichförmige  sein  darf  ;  oder 
man  schneidet,  unaerm  Zwecke  besser  entapfecliead«  unsere  l^^täfih« 
durch  die  vier  Ebenen 

wodarch  man  Taf.  VI.  Fig.  3«  erhält,  welche  mittels  der  Glei- 
cbnngen  (d)  leicht  zu  construiren  Ist  und  die  Goordioaten- Achten 
hl  einer  solchen  Prejection  darstellt,  dass  Ton  den  damit  zusam- 
menfallenden Kanten  eines  Würfels  die  eine  halb  so  gross  et- 
scheint  als  jede  der  beiden  andern. 

KAchdem  wir  auf  diese  Weise  den  Gang  der  Function 

genügend  kennen  gelernt  nnd  uns  fiberseugt  faaben,  dass  hier  für 
den  Werth  von  z  von  einem  Durchgang  dorch  UneadUeb 
durchaus  keine  Rede  sein  kann,  so  wollen  wir  das  Integral 

V^cJ     dxj     dy.^^=^cj     dyj  dx^^ 

Mf  dieselbe  Welse  behandeln,  wie  es  ,  im  Eingang  mit  der  von 
Conrnot  gewählten  Function  geschehen  ist,  und  ohne  Rficksicht 
daranf*  was  dieses  Integral  bedeuten  solL  Man  hat 

und  damit  ergibt  sich  nach  und  nachs 

I7=cy^^*<ia;.  Jy(2j;arctang^'-y)=:2Ä y***<te(2aparctaog|-  a) 

=s2c-^l*(«*arctang-— flaO+Sc/  <w?--ärqr^ 
*■*  — « 

SS  2e  J«(Ä"aretaog~«*arctftngf ) , 

ond  wenn  man  hier  beachtet,  dass  arctang  -  bei  «sdO  dm«]i  \n 
bindurcbgeht,  dass  also 
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'  j  arctang^;^sr|jr 

genommen  trerdeD  muss^  so  ündet  man: 

<  ^  .17=  -2«a«<?, 
und  demliaGb  anch  io  gieldlier  Wei«e:  * 


— •  — a 


und  damit  eineo  äbnlichea  ünter^diied  «wischen  17  kUnd  17'  nie 
hfk  der  Function  von  CoarDot,  obne  das«  das  Aen4eruDg8- 
geseta  zwiaciien  den  Grenaen  den  liitegrala  durch  Un- 
endlich L^cht 

Es  ist  dadurch  unwiderlegbar  bewiesen,  das6  das  UoeDd* 
lieh  werden  nicht  die  Ursache^  dieser  verschiedenen  Warthe  seio 
kann;  es  muss  dieselbe  al^o  nothwendig  doch  in  der  Behandfoi^ 
des  Integrals  liegen  und  in  derselben  ein  Fehler  mit  elngeschlicbeo 
sein;*  der  zum  Vorschein  kommen  musa>  Sobald  wir  denl' Integral 
dinen  bestimmten  Sinn  imterfegein.  ' 

riach  dem  Vorhergehenden  liegt  es  nun  sehr  nahe,  die  FuDctioi 

aß — 

ids  Aenderungsgesetz  zweiter  Ordnuog  in  Bezug  auf  die  gleiclh 
zeitige  Aenderung  von  x  und  y  des  von  unserer  vorher  betrach- 
teten Fläche,  der  Ebene  der  a^y  und  zwei  zu  den  Ebenen  der  x% 
und  yz  ])arallelen  Ebenen  begrenzten  Raumes  V  zu  betracbteOi 
so  dass  mau  bat  *) :  ' 

•  » 

dV 


^'dx     ^'  dy 


dx 


also  änch 


*)  Man  Tergleichs  aeia  „Ilaadhaeh  der  Meehaatk^'ll«  BfLl^fi^ 


S,  J27,  o.  ff. 
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Man  würde  aber  «thx  Irren,  wenn  man  den  oben  gefonr^eneü 
Werth  (8)  oder  (9)  von  U  al«  das  Maass  des  von  nn serer  Fläche, 
der  Ebene  der  und  den  vier  Ebenen  jr=4-<i,  y=zj^a  begrenz* 
ten  Raumes  AZCBDEFHBJLkZ  (Taf.  VI.  Fig.  3.)  nehmen  wollto» 
und  das  vorliegende  Beispiel  macht  es  gerade  redit  deutlicb^Hivift 
notbwendig  es  ist,  beim  lntei;riren  auf  den  in  der  Einleitung  ztt 
meiner  Mecb'anik  (1.  Bd.  S.  113.)  aalgestellten  Satz  Rflckelcht  za 
vebmeD«  för  welchen  man  in  *den  ßeispielsammluDgen  von  Mag* 
Bas  nnd  S  p  h  nck  e  Di|r  die  Andeutung  iindetj  das«  man  niclit  durch 
Noll  biodnrch  jotegriren  dürfe«  wäliren^  man  in  j(eii  Lehrbtfclierb 
der  iDtegr^al- Rechnung  stillschweigend  darüber  hiniveggeht  öder 
sich  mit  den  von  Cauchy  erfundenen  Schwierigkeiten  für  den 
Durchgang  <lurc Ii  IJnendlicb  plagt.  Ich  habe  a.  a.  O.  gezeigt,  dass 
der  üurcligatit^  durch  Uneudücli  keine  grösseren  Schwierigkeiten 
bietet,  als  der  Durrhiranir  durch  iNmU,  und  dass  es  auf  die  Be- 
deutung, welche  einem  luie^^ial  })eii;elegt  wird,  ankommt,  ob  man 
durch  ^uli  oder  Unendlich  hindurch  integriren  darf  oder  nicht, 
indem  »»man  in  solchen  Fällen,  wo  das  Aenderungsgesetz 
einer  FuDcti on  beim  Durchgang  durch  den  Werth  Null 
eder  Unendlich  das  Zeichen  ändert,  oder  wo  es  mit  der 
Function  selbst  dnrch  Unendlich  geht»  ohne  das  Zei- 
ch e  o  Ztt.  w«  c  h  s  e  I  n  9  fitr  ^  das  bestimmte  Integr^il ,  dessen  Gren« 
zen  zn  beiden  Seiten  dieser  Werthe  liegen/  darauf  Rücksicht  zu 
nebmen  hat»  oh  die  betreffende  GrOsse  ihrem  ßegriffe 
nftcfif  entgegengesetzte  Werthe  erhalten  kann  oder 
nicht,  tki  im  ersten  Falle  die  Integration  immer  einen  richtigen 
Werth  gibt,  wähiend  niari  im  zweiten  Falle  (wo  man  dem  Inte- 
gral die  Bedcutiini^  einer  Ciirvcnlänge ,  Fläche  u.  s.  f.  unterlegt) 
das  Ifite^ral  in  zwei  'J  hciie  zerip'jen  miiss,  deren  gemeinschaft- 
liclie  Grenze  da  ist,  wo  das  Aeuderuni^sijesetz  INul!  ndpr  Unend- 
lich wird,  und  dann  ohne  Rücksicht  auf  die  Lage  der  Grenzen 
den  Werth  von  jedem.  Theile  zu  berechnen  und  deren  Summe  zu 
nehmen  hat*' 

Wenden  wir  diesen  Satz,  für  welchen  man  a.  a.  O.  den  Grund 
angegeben  tindet,  nun  auf  uuseru  vocUegeuden  Fall  au»  und  inte- 
griren wir  unsere  Function        '       ;  ' 

nerst  in  Bezug*  auf  nehmen  ulso  als  uttveiinderlldi  a»»  «6 
obidtto  wir  ddrcii  das  Integral 
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die  0b«rü^jke  0%  ewie»  zar  Achse  der  x  s«Bkrediteii  Sdtmittes 

ahrd^fq  (Tai'-  VI.  Flg.  3./,  von  welrhem  ein  TbciL  c»«  üthär  der 
tJ»^$K  de^r  x/j  liest,  während  zvrei  Theile  £r6c  nnd  efg  oncer  <ii^ 


fl^         SU  wM  vi  Jm  Zcidbeft  wwMt  WU 
y#gfceigefcco<lg  lategnil  grjiieiB  nriidbai  Ctcmigi 

«■d  M»  MM,  M      gane  fttcfce  O«  a  iitiilhi,  btegral 

«bei  Tbcile  aerlegn,         deoca  der  cnte        3r=  -f « 
ir=4-dr,  dcrsfPciteTMjr^s-f-^^^^ — ^x,  dtr dritte  — « 
Miciil,  M  du»  MB  iai: 


et 


+4 


Ä2c[(:t  —  2)x— 2x  »dang  -  +  a]. 


Otetr  AMdiuck  M  mm,  me  scba»  «ifcdeol«!»  das 
fingflgeMts  miMrea  Raomiiikaltes  in  Beaii  auf  die 
der  X,  er  Mee  al«o  oech  ia  Bezog  aof  dieee'Tetiaderliefce  tob 
«f  a  bis  —  a  integiirt  werden,  tun  den  Ranminbalt  Fsa  erikaitea; 
dieaer  Werth  voo  Om  Wsteht  aber  ans  drei  Gfiedera,  tod  deaea 
die  beide«  emtea  fut  a;  Neil  wenlea  and  das  Zeidien  weebaeb^ 
wibread  dieaa  fSs  daa  dritte  aicbt  der  Fdl  iat;  ia  Betreff  der  bei> 
dea  cratea  laaea  aleo  wieder  eine  Tbeilaag  des  lategrab  eintr^ 
len»  daa  lelitere  dagegen  bann  aogteldi  awiaeb«a  <f »  und 
weide«,  vnd  laaa  criUdi  aas 
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*.   *  • 

Fss  2c/^ r  (« 2)  «  -  2»  aictaogj] 

WM  ofdabat»  wie  es  notiiwendig  eein  moM,  ma£      '  ' 

*^ 

hinauskommt  msd  den  WetÜi 

r = 4c  — 2)  j;* — arctang  - + arctang  -] 

=i  4«  (l  (n  -  2)  a« — Infii^ + |««^=:2(3f — 2)0^: 

£ttr  den  jgeeafifaton  Banminhalt  gUit  ... 

Will  man  non  soerat  in  fieztig  auf  a  Intogriren,  also  zuenlt 
die  OberÜftcbe  Oy  eines  zur  Achse  der  y  senkrechten  Schnittea 
bestimmen*  so  findet  man  leicht  mit  gleicher  Berfickstcbtigmig 
men  obigen  Sattes« 

9  "  9 

^IcAx  (a?— 2y  aTctang^)-f  2c  («-*%ai«taDg§) 

säe[a— 2jraretang--  +  (»— 2)y] , 

y  * 

und  damit  folgt:  t 

F=2.2cy^^      (a—2y  arctang^ + (»  -  2)3f]  =;2(«  -  2)tt«ü, 

0 

wie  Torher.  Man  kommt  übrigens,  wie  man  nnn  leicht  einsehen 
wird,  Tie!  einfacher  zu  diesem  Ergebniss,  wenn  man  nur  das  Vo- 
lumen eines  der  acht  symmetrischen  Tlielle  berechnet,  aus  Wefc 
eben  das  Ganze  besteht,  s.  B.  das  des  Theiles  AZCXB,  welcher 
von  den  Ebenen  der  rr^  und  xz,  der  krummen  Fläche  und  TOb 
der  zur  yz  parallelen  Ebene  :r=a  begrenzt  wird.  Denn  flir  das 
Volumen      dieses  Thoiles  bat  man  einfach: 

Fl  =  c f*'dx f%^^^^  c y**ifa.i,(2iraictan5|  jr) 
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Deck€r:  Geber  eine  Mdasse  com  xMUgmi/unfiumen 


Cn^er  Intp^raf  trrlit  also  im  jetdm»  Falle,  seioer  Redentn^ 
naeh  rirhrii»  behandelt,  dmselbeo  riehtigen  Wertii .  ob  man  zuerst 
io  Bezug  auf  x  oder  ia  Beug  mC  jf  lAtegrirt.  Der  oben  für  fj 
gefundene  Werth  (8)  oder  (9)  dagegea  hat  beiiglkii  4»  fiaom- 


2e(2drareta»g^— 

welcher  darch  die  erste  Tnt*>2T3tion  znm  Torscbem  kommt,  nock 
dba  Uotc^wibied  des  Flächeninhaltes  der  über  and  anter  der  EbcM 
der  xy  liegenden  Theile  der  SefaBÜtiidbe  mhdmffi  aus<{ ruckt,  s« 
itt  daeb  jBaer  Werdi  IT  weit  daveo  eatfemt.  «leo  riirniH  fcifd 
der  Iber  wad  aster  dersefbeo  Ebene  Begeadcu  Bame 


dem  ersten  Gliede  2j:arctaog—  zw  beben  -|- a  and  —  a  wieder  eine 


DiferMs  gibt,  wSbraiid  daa  Integral  den 
Smmm  airelar  FUb^n  Tniateat,  aad  dabcr  die  Fanetian  IT  nack 
der  Bfalfiplicaüao  dfoaer  nSfbeMfilerMaen  nadt  Riafccnsanuncn 
»it  den  eanatanten  Faeter  2e  aas'  tSomiaen  and  DIffercnaen  Toa 
Raaminbalten  so  «aeamaiepgcwrffifclt  tat,  daas  ach  in  Besag  aaf 
daa  eigiiüiehen  BaaamiMt  noaerea  KSkpm,  ine  bemerkt,  keia 
kvaaebbarer  Sine  keraaefindea  laaat. 

Wenn  wir  uns  nun  ilt^r  >treim  an  den  oben  an^^f^^i'rorhereTi 
Satz  halten  und  nnsert  ni  d  j|>pelten  Integral  U  dio  Eedeatun!^  ♦  iuer 
Grusse  onferleiren,  n  elciu^  eritgp^ense^ietzte  \\  •  nhe  annehmen 
kann,  so  mns^  das.selbe  ohrie  weitere  Zeriei^ung  richtige  \Verthe 
geben,  und  doch  he.steht  noch  der  Unterschied  in  Fotije  einer 
veiacbiedenen  Ordnung  in  der  Intei^rution.  Betrachten  wir  daher, 
ma  diesen  Umstand  aufzuklaren,  die  i;es;ebene  Function  als  Aen- 
deroagsgesetz  zweiter  Ordnnni;  von  der  Ordinate  r  einer  Fläche» 
deren  Gleichung  auf  rechtwinkliije  Coordinaten  bezogen  werden 
aoUy  nnd  nehmen  wir  zu  diesem  Zwecke  uerade  die  von  Cour» 
not  gewählte  Function,  weil  diese  im  jetzigen  Falle  eine  leich- 
tere Anacbaaoag  znläast,  ala  die  Faaetioa  (5).  Wir  kakeo  dape 

#/z      -  dt 

^'d^J'Ty      a^^y^        '       ^  (10) 

-  dx  "^(x^-^sy 

wU  mm  iKM  Mk'ukk  dab  kbieik»  «ai^elllhrtea  btefffttioacb 
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oder  umgekehrt  dorch  Bifere^reii  laicht  fihfeneagtii,  d«M  die 
eiDfacbete  Fanption,  welche  der  vorsteheedeo  Gleichung  genagt, 
die  Form  hat:  -     •  . 

tsscarctang -=carccot^>  dl) 

« 

(lass  also  die  entsprechende  T  lache  eine  gewohnliche  Schrauhen- 
ßaclie  ist,  erzenst  durch  eine  Gerade,  weiche  immer  senkrecht 
zur  Achse  der  z  gerichtet  bleibt,  diese  Achse  immer  schneidet 
111(1  sich  sowohl  gleich lörmiir  uni  dieseihe  dreht,  als  auch  gleich- 
Itirmig  in  ihr  fortbewegt,  so  da^s  sie  immer  in  derselben  Zeit  den 
Weg  c  in  der  genannten  Achse  zurücidegt,-  in  welcher  sie  sich 
Ol  die  Winkel- Einheit  (den  Winkel,  de«Btfn  entsprechenden  Bo- 
gen seinem -Halbnieeaer  gieieh*  ist)  dreht.  Nach  der  gewöhnlichen 
VfiatdUong  voa  einer  SchrattbenÜche  iat  die  obige  aber  eine' 
Scbimhe  mit  doppeltem  .Gange,  da 'die  erzeugende  Gerade  sieh' 
immer  zu  beiden  Seilen  der  Achse  erstreckt^,  und  gibt  dtMfy 
dtticb  eine  concentrische  Cylinderflftehe  gesdinitten,  eine  doppelte 
Sehranbenlinie,  von  denen  die  eine  in  der  positiven,  die  andere 
in  der  negativen  Achse  der  ?/  anfängt.  Nehmen  vvir  fefrner  die 
gegenseitige  Lage  der  Coordinaten- Achsen  in  der  gewuhnlichen 
Weise,  so  dass  von  der  positiven  Hälfte  der  Achse  der  z  aus  an- 
ge{>ehen  die  Bewegung  von  der  A(fiso  dfr  ])ositiven  .r  gegen  die 
Achse  der  positiven  y  liin  im  Sinne  eines  Dhrzeigers  stattfindet, 
10  ist  unsere  Schraubenfläche  nach  der  gewuhnlichen  Bezeichnung 
eiB  rechtes  Schraubengewinde,  geometrisch  betrachtet  aber  eise' 
linksge  wur.dene  Schraube,  wie  sie  in  Taf.  VI.  Fig.  4.  von  einet 
Cjfitiiderflßche  geschpltten  dargestellt  ist.  Die  Gleichung  > /der 
flichittlluie  oder  auch  der  Schraithenfliche  oielbat  in  Cyliadercoor^ 

C(i?5  — cd);  '^ 


muae  aber'  dabei  bemerken,  dass  die  Gerade,  welche  durch« 
diiee  Gleichung  fiir  einen  gegebenes  Werth  von  »  bestimmt  wird, 
4ift  Gylinderfl&ehe  in  zwei  Punkten  sehneidet,  dass  also  diese 
Gleichung,  allgemein  befraehtef,  ebenso  eine  doppelte  Schrauben- 

finie,  wie  eine  dojipelte  Schraubenfläche  vorstellt.  Diess  röhrt 
daher,  dass  der  Fahrstjahl  r  in  dieser  Gleichung  fehlt  und  der- 
selbe dessbalb  eben  sowohl  positiv,  als  negativ  genommen  wer- 
don  kann. 

jJnteYSucben.  wir  mm  die  Bedeat|U|gq9»9rea.dop|UiteQ  btegiafait  I 

•)  Vom  georaetrisf  lien  Staiulpuokle  aus  betrachtet  i&t  daher  die 
^ciröbnliche  eiogaagige  fidiraubo  lail  flachem  Gewinde  nor  eiae  balbe 
^abeafiache.  iili.i:! 
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switeben  bestimiiiteo  Grenxen  in  Bezog  auf  die««  ScIiratibeDfllehflb 
iDdflm  wir  diese  Grenzen  soeret  allgemein  mit     und  «o  ^ 

mit  yi  und  yQ  flir  y 


Integflreii  wir  laerat'iii  Beiug  auf  y,  ao  erlialten  wir  in  dem 
Ansdmeke 


den  Uotersehied  in  den  Aendemngsgeeetaen  der  Ordinate  t  In 

zwei  zur  Ebene  der      parallelen  Scfanttten  *),  welclie  um  die  Or- 

dinatcn  und.  ?/(,  \ou  dieser  tbeiie  entfernt  sind,  und  in  zwei 
Punkten  dieser  8chuitte,  weiche  denselben  Abstand  x  tob  der 
E!)ene  der  haben»  Bezeichnen  wir  daher,  diese  Aenderangsge- 
seUe  seliiat  mit  * 

m  fcifc—  «fr  Ufr  eiaeii  beRebigen  Werft  vaU  mt 

Integriren  wir  dann  diesen  Ausdruck  in  Bezug  auf  x  zwischen 
den  Grenzen  Xi  und  gehen  wir  in  jedem  Schnitte  Ten 

einem  PoniLte»  dessen  Abscisse  ist,  zn  einem  zweiten,  dessen 
Abscisse  ist,  fort,  bestimmen  zuerst,  den  obigen  Ansdmck 
theilweise  betrachtend,  den  Unterschied  zwischen  den  entsprechen- 
den Ordinaten  x  dieser  Punkte  und  dann  durch  das  ganze  Inte- 
gral den  Unterschied  zwischen  den  Unterschieden  von  zwei  Ordi- 
naten in  demselben  Schnitte;  denn  man  erhält  durch  diese  zweite 
Itttegratioo: 

4^«.%,— ^s.%»=e(arctattg^  — arctang^ 

9l  9l 


— c(arctanG;—  — »arctang  —  )• 


Man  geht  also  In  dem  Schnitte,  dessen  Entfernung  von  der 
Ebene  der  mszy^  ist,  you  dem  Punkte  xiyi,  dessen  dritte  Or- 


*)  Msa  rergleiche  loeia  „Hsadbaoh  4mt  lleebaailE**  L  Hd» 
lialsiteng.     S2.  n*  ff. 
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dioate  zx,yt  zn  dem  Punkte  ^o^i«  dessen  dritte  Ordinate  ebenso 
««oVi  ^ci'i  wird,  über,  und  in  dem  Schnitte,  dessen  Entft  rnung 
von  der  Ebene  der  5*2  =  ?/^  ist,  von  einem  Punkte  Jrjy^  711  eineoi 
Punkte  Xf^Qf  und  bestimmt  so  einerseits  den  Unterschied  der  Or- 
dinaten  z«^y,  und  Zx^yi,  andererseits  die  Differenz  der  Ordinaten 
and  Zx^^y^t  WkA  zuletzt  gibt  das  ganze  «weite  Integral  den 
Werth  des  Aggregats: 


s  c(arctang^  — »arctaeg  ^  ^aretang—  -f-  aretaag 

afeo  den  Unterscbled  zwieelien  der  Snmme  tob  Je  awal 

diagonal  gegenflberliegenden  Ordinaten  z. 

Kehren  wir  nun  die  Ordnung  beim  Integriren  um,  so  erhalten 
wir  dnrcJi  da«  ernte  Integral  In  Besi^  anf    in  den  Anadrnck 

A  (^2\  *o_   £!_^ 

den  Unterschied  der  Aendeningsgesetze  der  Ordinate  z  in  zwei 
rnr  Ebene  der  tj%  parallelen  Schnitten,  df.Men  Abstantie  von  dieser 
Ebene  und  sind,  und  i'ür  zwei  Punkte,  weiche  derselben 
zur  x%  parallelen  Ebene  angehören.  Die  zweite  Integration  gibt 
dam  mit  derselben  Bezeichnung  wie  znvor  den  Werth  den  Aggregats  s 

dvA  die  Fanctloo: 

c  (arctang^  — arctaog^  — arctang^  +  arctang^  J ,  (14) 

s 

» 

nilehe  gana  anf  den  verhergehenden  Werth  (13)  mrdddtenralt» 

mau  beachtet,  dass  man  hat: 


arctwig|=4«-afctang|i, 
odct  wenn  man  beim  zweiten  Integriren  die  Beileiwng 

•  riT?ä==  ^•arccet«:? 
^wendet»  wodurch  man  den  Anedmcfc 
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^  JTo  4E| 

«rhSlt,  wetcber  mit  (13)  unmittelbar  übereiostimint. 

Unser  doppeltes  liUt;gral  i^ibt  also  zwischen  allgetneitieii  (^rcn- 
z&^^  wie  jorherzn^eheo  war,  denselbeD  Werth,  ob  mau  in  der 
•ioen  oder  in  der  andere  Ordnung  integrirt.  Dieser  iDtegr^tfea 
liegt  aber  stillschweigend  eine  beetiminte  Voraass^etznng  zn  Grande, 
weldie  eigcnClIcb  nie  übersehen  werden  darf,  die  aber  nanentiieh 
io  uneerni  Torliegenden  Falle  wegen  der  Vielwertfaigkeit  der  Föne» 

Üon  arctaog—  besonders  zu  beachten  ist   Es  nifissea  oämliciidie 

vier  Punkte  j^j/Zi  ,  -q^o»  ^u.Vi »  -'^alh  Fläche  gewählt 

werdeii^  d-dm  mau  io  jedem  der  vier  bciiuitte  durch  die  Ebeoea 

»^»i»  x^9^9  .y^fi^  ff^ff4 

von  einem  dieser  Funkte  zum  andern  eine  stetige  Curre  erhält; 
dass  diese  Schnitte  a!>:o  in  der  Flache^ ein  krummliniges  Viereck 
bilden /.wie  ABDC  (laf.  Tl.  Ftg,ii);  denn  nur  dnter  dieser  Vor- 
aossetzong  eines  stetigen  üeberganges  nach  jeder  Richtung  hb 
hSnoen  db-Aendcrnngsgesetae  awMter  Ordnung 

—i —  und     .  ^  I  . 

a«f  da 

in  der  ganzen  Ausdehnung  des  Integrals  gleich  bleiben,  nur  un- 
ter dieser  Voraussetzung  kann  also  auch  die  Integration  denselben 
Werth  geben,  wenn  man  die  Ordnung  beim  Integriren  ändert,  und 
nur  unter  dieser  Voraussetzung  hat  das  doppelle  Integral  einen 
bestimmten  Sinn. 

Diese  Voraussetzung  wird  nun  aber  Tcrletzt,  wenn  man  die 
Tier  Punkte,  beziehungsweise  ihre  Projectionen,  in  der  Ebene  der 
Ofß  ifo  iräblt,  dass  das  von  diesen  gebildet  Rechteck  aöfe  (Taf.  VL 
Fig«4.)  den  Anfangspunkt  oder  die  Achse  der  Scbsaubenflliehe 
einscbiiesst;  denn  es  ist  dann  unmöglich,  von  Jedem  der  vier  Punkte 
AsB,  E,  oder  B,  F,  E,  A',  oder  F,  E,  A\  B\  u.  s.  T.  auf 
den  nachfolgenden  stetig  uberzugehen;  man  kommt  nicht  mehr  \  un 
E  .'iwf  A  oder  nicht  mehr  von  V  auf  //  zurück;  das  krununlinige 
\ierc(  k  All}  E  nder  BFEA'  «chiieisst  sich  al^o  iiuht  mehr  und 
der  aligenR'ine  Au.sdruck  (13)  für  nn.^er  doppeltes  integral  gibt 
keinen  bestimmten  einfachen  Werth  mehr,  sondern  einen  doppel« 
ten.  Denn  nimmt  man  diesem  Fall  entsprechend  einfach  — 

yo=: — yi,  und  bezieht  den  genannten  Ausdruck  auf  die  vier  Ponkla 
F,  so  hat  man  olienbnr: 
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.  2jiyi=  c  wctang    ,  für  jT  z^^jK»  7=  P  arctang  — ^ «  . 

•••  .        *  4'*  .  ^  I  -»  .     ;  .  :  .2^1. 

oder«  weoo  man  unter  arctang  — nur  eiaeD  Boffen  zwIachenO 


und  Ijs  Yerstehi,  beärimmter  ausgedrückt: 

ttttd 'damit -fFird:  s  ■  • 

1^=2^12/1+ 2ioao--(2^iyo +«xoy,)==--^(23r«^4«)e;'   (15)  ' 

^Vemiebt  man  dagegen  unter- dem  Pankte,  deie^al^ojecfriim  fa 
der  Sbene  der'  ^^y  dorefa  dSe  OoiOTdidateil'  drs=:  -f  .tj  ,  y=  +^1  be« 
ällmmt  iv4rd,  den  Pookt  A\  so  hat  man        ■  •      '  - 

zu  nefaiineii,  und  findet  damit  ; 

Die  Function  (J  erhält  alsyo  in  diesem  ziveitei»  Falle  einen 
wesentlich  anderen  Werth  ils  im  ersten,  nicht  bios  einen  von 
entgegenge^i^etzteni  Zeichen^  und  man  sieht  leicht,  dass  die  von 
Cour  not  anjrenommenen  Grenzen  +1  und  — ^1  für  und  y  nur 
einen  besonderen  Fall  der  vorhergehenden  Annahme  darstellen  und 
dass  man  dafür  überbaUpt  jci^zyi  setzen  kann,  wodurch  man 
as^i«  und,    , 

Ifc— «c  oder  ss^-'W'  ' 

findet,  je  nachdem  man  den  Punlct  A  oder  A'  ivJihlt.  Auch  ^vird 
man  leicht  einsehen,  dass  der  ünter.schied  in  den  Werthen  von 

D  immer  ^2ne  oder  gleich  der  Höhe  eines  iScbraHbepgang^>i9Aft 
muse* 

Mit  diesem  Unterschiede  nach  ,  der  Wahl  dter  Pnnlcte  A  oder 
steht  aber  die  Ordnung  in  der  Integration  in  einfaehem  Znsam* 
menbange.  Integrirt  man  snerst  in  Bezug  anf  o;,  so  macht  man 
glelcbtfam  dle>Sebiitte"ilB.«id  .iEf  :oder  A'M  vni  JDF  und  be- 
stimltft;  darin  dm.  üaterschlei  ^r  AendenmgsgesetjEe  von  z  in 
Beaug^alig.y .  b»  dejfc.gBriBtun-*  M  on^  F  oder  B  und  jP;  dann  geht 
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blBi  der  zweiten  Integration  in  Bezug  auf  y  von  diesen  Ponk- 
ten  aOf  längs  jener  Scbnifte  im  Sinne  der  positiven  y  fort,  nnrl 
kommt  dadoreh  nothwendig  von  B  nach  A  oder  von  B'  nach  Ä 
und  Ton  F  naeb  JE  und  erhilt  ao  flir  ü  immer  den  Werth  (IS): 
— '(2»^4«r}e,  wie  man  eich  leiebt  überzeugen  wird,  wenn  mao  liir 
A*  und  Bf  die  entsprechenden  Wertbe 

in  die  Gleichung  (13)  einführt.  Integrirt  man  dagegen  zuerst  io 
Bezug  auf  ^»  so  bestimmt  man  zuerst  den  Unterschied  der  Acn- 
deningsgesetze  von  z  in  Bezug  auf  x  in  den  Schnitten  AE  und 
BF,  oder  ähnlichen,  und  zwar  in  zwei  entsprechenden  Puokteo 
£  und  F\  dann  geht  man  bei  der  zweiten  Integration  in  Bezog 
auf  Toti  £  und  F  aus  im  Sinne  der  positiven  x  Ibrtt  wedordi 
man  nothwendig  von  E  nach  A\  von  F  nach  B  kommen  und  ffir 
U  49ft  Werth  (10)  eibalten  mua«,.  Man  bat  es  alao  dabei 

glur  niemäla  mit  dem  Pgiifcto>  desaen  Coordlnaten  «sQ»  jr»! 
aind,  zu  thun»  und  es  jat.ganz  gleichgültig«  waa  Oir  eln«ii  Warfi 

daa  Aenderungageaeti  zweiter  Ordnung  -^-j  in  diesem  Paaktt 
erbftit  ^ 

Ganz  ähnliche  Verhältniaae  finden  aneb  bei  der  Flieha  iMt» 
weipbe  durch  die  Gleichung: 

s=i(a*arülang|-.y*aietang|)  (17) 
dargestellt  wird,  und  von  welcher  die  Von  mir  gewühlte  FancUoo 

das  Aenderuugsgesetz  zweiter  Ordnung  in  Bezug  auf^rmid  f  an** 
drfittkt  Denn  man  ^iaht  aus  (17)  zuerst  dis  AenderungsgeselBt: 

g  =  ^(2!rareeang|-y),  ^=l(a,«.i^arctangj). 


ütiiMkia  fblgti 


.dz  dz 

'     -f  fit  »     *  1  A  M 

dy    "  dsB  ""if  'a^i-tp' 


Amth  diese  FMcba  bastaht  ans  einer  nnsmllMatt'  AnmU  spl* 
uMrmiger  Wiadmigen«  walebs  «iemaia  fai  afteb  seihst  niMhih* 
um,  «andsm  dlh  Ashaa  immer  enger  imwiftiiiiMun,  dabei  eüm 
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immer  dorch  den  Anfangspunkt  gehen,  so  daM  %  \nmtt  MuH.  iflt 
für  ;r  =  0  und  y=0.  Man  fiberzeugt  sich  d»ffiiir  wenn  niMi  4le 
iSkidrang  (17)  mmt  »af  die  Perm  brinpil: 

=  arctang^  -  iay»  (18) 

und  sie  dann  auf  CyUnder*Coordmateil  btiieht»  indem  man  :r^-f|f* 
dui«h  f^,  w  dorcii  rcoae»»  durch  rsinc»  ersetzt,  wodurch  nie 
die  Pom 

es  s=:  f^(a)  ^  4^  sin  ^fi>) 

anninnit  Dieee  Gleichung  zeigt»  daaa  %  ßlr  r=:iO  immer  Natt 
ist«  daas  %  aber  für  ein  conatantes  r  mit  la  wtcbat,  daaa  also 
eine  CylinderflSche  vom  Halbmesser  r  von  unserer  PISche  nach 
«iner  schraubenlormig  aufsteigenden  Spirale  gescbnitten  wird* 
Schneiden  wir  dieselbe  dagegen  durch  eine  anr  Ebene  der  pa* 
rallele  Ebene  im  Abstände  Ton  dieser  letaleren,  so  aeigt  die 
Gleiciiung 


dass  die  Projection  der  Schnittcorve  in  der  Ebene  der  acy  eine  ' 
gegen  den  Anfangspunitt  convergirende  Spirale  ist»  welche  (tfr 
jeden  Drogang  acht  schwache  Aus-   und  Einbic^uni^en  beaitat 
Endlich  dürfte  noch  zu  erwähnen  sein»  dass  die  Gleichung  (18)» 
irenn  ^sskx  gesetzt  wird»  die  Form 

CS  =     [(1  +  k^)  arctang  ü  —  isiU^J 

erhilt;  sie  aeigt  so»  daaa  jede  durch  die  Achse  der  z  gelegte  ElCene 
onsere  Piäche  nach  einer  unendlichen  Anzahl  von  Parabeln  schnei- 
det» weiche  alle  die  Achse  der  z  zur  gemeinschaftlichen  Achse 
und  den  Anfangspunkt  als  gemeinschaftlichen  Scheitel  haben;  von 
einer  Kugelflficbe  begrenzt»  bildet  demnach  diese  FKiche  gleich- 
aam  einen  spiralförmig  gefällten  Blumenkelch  und  ist  gewisa  eine 
sehr  interesaante  Erscheinnng  unter  den  geometrischen  PIfichen. 
Pfir  nnsern  jetzigen  Zweck  genügt ^es,  sich  ans  dieser  Darstellung 
an  fiberzengen»  dass  auch  hier  vier  Punkte»  deren  PrejedieMii  4n 
der  Sl»ene  der  xy  den  Anfangspunkt  einschliesaen»  nicht  nach 
einander  folgend  dnrcb  ein  krummliniges  Viereck  verbunden  wer- 
den können»  und  daaa  davon  die  Verschiedenheit  In  den  Wettben 
da«  integrale 

-L.      -^a  ^^^^^ 
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berräJirt,  wenn  man  in  anderer  Ordnung  integrtrt,- gerade  wie  im 
mfaergehendeo  Falle,  obgleich  hier  die  Ordinate  2  für  :r3sO*  3^=0 
fanmer  deo  bestimmten  Werth  Noll  hat  mid  das  AendArangagweti 

,  .  dH      1      —  iß 

immer  endliche  und  reelle  Wertbe  behält« 

Die  Ursache  fOr  den  Uoterschied  in  den  Werthen  eines  dop- 
pelten Integrals  raiiss  demnach  in  der  Beschaffenheit  der  Integral- 
function  selbst  ijesuclit  worden,  darin,  dass  das  uTi])estiiiiiiile  In- 
tegral für  dt  nselben  Werth  der  Veränderlichen  mehrere  \Vt»r(he 
erhalt*  1),  und  dass  man  daher  für  dleselbei)  Grenz  wert  he  der 
unabhängigeo  Veränderlichen  verschiedene  Combina- 
Uooen  TOD  entsprechenden  Werthen  des  Integrals  bil- 
den kann.   Wenn  übrigens  ein  solches  Integral»  welches  der 
durch  die  Formel  (1)  bezeichneten  Klasse  angehSrt,  und  f&r,  wel- 
ches sich  verschiedene  Werthe  ergeben ,  in  der  Anwendung  Vor« 
kommen  sollte»  so  werden  die  nüheren  Umstände  >  welche  mit  der 
Bedeutung  des  Integrals  verbanden  sind,  unter  Berflcksichtigung 
unsere;  o!)ii;en  Satzcf^  immer  auf  den  richtiiren  Werth  führen.  Da- 
gegen i.<f  das  von  Caiichy  benutzte  und  aiaii  von  Anderen  nach- 
geahmte Verl'ahren,  den  Durchgang  durch  Unendlich  dadurch  zu  um- 
gehen 5  dass  man  aogenannte  verschvvludeiide  Grössen  einschiebt, 
and  statt  direct  zwischen   f      und  zu  integrlren,  zwischeo 

•for^  und  -\-e,  dann  zwischen  — fr  und  — integrirt,  nicht  nor 
gSnslich zwecklos^  sondern  führt  auch  zu  ganz  falschen  Er* 
geboissen«  Zerlegt  man  z.  B.  das  Integral 


-1  -i 

zderst  In 


ond  dann  in  - 


;  *)  Man  wende  hier  nicht  elo,  daw  die  zweite  Zerlegung  überflüssig 
•ei,  weil  das  erste  unbestimmte  Integral  nichl  mehr  saesdlich 

wird  zwicclieo  den  Grenzen  4- 1  und  —  1  für  X\  die  Funktion 
wird  auch  nicht  nneadllch  switchen  den  Greafcn       und  *1  für  «o 
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I 

80  ergibt  sich  oach  imd  nacbs  *    .  . 

1  ö 
*•  =4(i3j — arctaiigd— 'arctang^-f-aretaiigr)'  " 

« 

LSftat  man  zuerst  e=0  w^en  mid  dann  d,  so  wird 

wie  iiei  der  nnmittelbaren  Integration ;  setzt  man  aber  zuerst  o:=sO 
und  dann  cbsO»  so  erhalt  man: 

mac^ht  muri  endlich  ä=.vB  und  setzt  dann  £=0,  so  folgt: 

17=4arctangv — «, 

worin  nun  v  alle  möglichen  Werthe  annehmen  kann.    Mit  solchen 
Künsteleien   kann   mau   also   allerlei    herau.sbrini^en ,   selbst  die 
grOsstei)   Widersprüche,    wie  ich   schon   in   dor   Einleitung  zu 
meiner  „Mechanik**  gezeigt  habe,   nur  nicht  viel  Brauchbar' 
res,  wenigstens  nie  wehr  als  auf  gewuhnlicbem  einfachen  Wege' 
gefunden  wird. 

■  • 

Durch  die  vorhergehenden  GrSrterungen  wird,  in  Verbindnng 
mit  dem,  ^^m  ich  in  der  Einleitung  zu  meiner  Mechanik  über  die 
Integrale  gee^igt  habe,  zur  Genüge  dargethan  sein,  dass  es  doch 
endlich  an  der  Zeit  sein  dürfte,  sich  von  dor  njangelhal'ten  Vor- 
stellung und  der  einseitigen  Uedeiitiing ,  ^^  eiche  man  bisher  mit 
den  Integralen  zu  verbinden  pflegte,  loszureis^sen  und  einer  allge- 

fange     iinhe«ttinmt  bleibt,  wie  6$  ffir  die  ertle  Integration  doch  In' 
der  l^baC  der  Fall        und  offenbar  haben  di«  Werthe  ;rsd  und  jr=0 
gleiinheii'Afttbell  am  Vneddtlohwerdea  der  letsteren  Fanetion.  Jedenftdle 
Hann  naeb  'dsr  'nieorie  von  Canoky  dteee  swrite  Zerl^nag  aidkt  saeh* 
thslKg  «ein.       .  .. 
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fiieißeii  anHchaulicben  Bedisutnn«  der  Integrale  meiir  RncknirM 
zuzuwenden,   al»  <ier  viel  verarlieiteten  Unterbredumg  der  Stetic- 
kmt,  zn  weicher  iodemen  der  r)virch-:an<:  (inn^h  ünendlich  aiiüit 
enifirnl  gerechnet  werden  kann;  ouui  »oÜte  doch  eatiücii  eumial 
zur  EiMiefat  kommen,  dass  für  gesdblossei^  lntegTalan«drScke 
die  geMomlen  Schwierif^eiten  beim  Darcbgang  dnrcfa  Cne«d- 
lieh  Didil:  im  MindeeCen  grSeeer  aind,  al«  die  l&r  den  Dnrehgwig 
des  AenderongsgenetM  doreli  5nll,  rnid  dawi  fieee  Schwierig 
fceiten ,  wenn  man  jiie  noeh  so  nennen  darf,  nur  an  der  Bedcnteng 
des  InteGTaies  haften,   endJiefa,  was  hier  nocii  beladen  berror» 
zu  heben  hlieibt,   diisu  nicht  der  'jerinsr»te  vernüidtige  Grund  vor- 
haiiden  \mt,  w^en  eines  liesonderen  Werthes».  welchen  da»  Äen- 
deryi\)'zs2,eseiA  zweiter  o<ier  höherer  Ordnnnj^  ijür  gleichzeitige 
bet»timmte  Werthe  sämmtlicher  oder  mehrerer  unabhängiger  V«^ 
Inderiicben  annimmt,  einen  Zweifel  in  Betreff  de«  Wertlos  dta 
entapreehenden  mebrfiMdien  integiala  an  h^en,  da  man  es  bei 
jeder  einselnen  Integration  immer  nur  mit  einer  Tefftnderlichcn 
aa  tlion  und»  wenn  ea  die  Bedentong  diene«  Integrale  cribrdail^ 
daranf  sa  aehtmi  bat,  ob  nnd  wo  da«  Aendemngsgeselz  diese» 
Integralü  zwischen  »einen  lirenzen  Null  oder  nnendlicb  wird,  in- 
dem dahei  die  dhri^ien  Veräiiderliehe« .  in  ßezu::  auf  welche  nacb* 
her  noch  integrirt  werden  ««oll,  tranz  allere  meine  Werthe  behal- 
ten,  wfihrend  die  Veranderiicben ,   in  ße^ug  auf  welche  bereits 
integrirt  worden  wt»  entweder  durch  Imatimmte  Werthe  oder  dnieb 
Functionen  der  neuen  Veränderliehen  ert^etzt  sind;  jedes  Inte!;ral 
ist  Aenderongageseta  iSr  das  zunäciiat  in  ficzng  auf  eine  andeie 
Veränderliche  anssnfilhrende;  es  bat  eine  gana  andere  Form  and 
eine  ganz  andere  Bedeutung  als  daa  frühere  Aendernngsgeseta; 
es  kann  deaslialb  fflr  die  Integration  gar  nie  in  Frage  kommen, 
was  ein  Aenderung8t?exetz  höherer  Ordnung  xn  üezug  auf  mehrere 
unahhancrisre  V»  s  ir  iloi liehe  liir  gleichzeitig  festgesetzte  Werthe 
dieser  h  t/Jerr)  \^ erden  niiiü,   oder  irgend  ein  Zireifel  über  den 
Werth  eines  niehria<:hen  Integrals  entstehen,  wenn  jenes  Aende- 
ningssresetz  fwr  solche  gleichzeitig  bestimmte  Wertbe  der  Verin* 
derlichen  einen  besonderen  Wertb  erbalten  sollte. 

WSbrend  man  früher  den  Fehler  beging,  nnbegrenate 
Reihen,  welche  nur  analytische  Nothbehelfe  znr  annähernden 

Darstellung;  oder  Berechnung  einer  Function  sind,  einer  ireschlos* 
I*  e  ea  I  u  nct  i  ou  gleichzustellen,  ist  man  in  Betreff  der  Integrale 
in  den  entgegengesetzten  Fehler  verlallen,  indem  man  auch  die 
Integrale  in  geschlossenen  Ausdnicfven  auf  den  Kaog  tod 
Mäberungsw  ertben  oder  endlosen  Reiben  berabgezogen  hatt  weil 
man  sieb  eben  nicht  von  der  Voratelinng  trennen  konnte,  daas  im 
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lotegral  eiue  .Summe  sein  müsi*e,  und  zwar  eine  Summe  einer 
üoendlichen  Anzahl  von  Nullen  oder  vielmehr  eioer  unendlichen 
Aozabi  FOD  Gliedern,  deren  Werth  zwischen  Etwas  und  Nichts 
gleichsam  in  der  Mitte  schwicbsn  und  weder  das  eine  noch  das 
lodete  sein  sollte.  FQr  die  angenäherte  Integration  mnss  man 
«ich  allerdings  mit  Reihen  nnd  Summen  behelfen»  und  ist  dann 
«iterdtngs  anf  solche  Grenzen  beschränkt,  zwischen  denen  sicli 
iof  dem  eingeschlagenen  Wege  neeh  angenäherte  Wertbe 
darstellen  lassen;  man  rechnet  dann  aber  immer  mit  der  ganz 

bestimmten  sehr  kleinen  Grdsse  Jjf  oder  ^ — ^>  worin  » 

n 

eine  bestimmte  sehr  grosse  ganze  Zahl  bedeutet;  mit  einer  soge- 
nannten uneiiiUich  kleinen  Grösse,  welche  nicht  IN ichts  und 
nicht  Etwas  ist  (und  diese  liegt  doch  auch  dem  Ca ucby' scheu 
Begriffe  des  Integrals  zn  Grunde)  hat  noch  Niemand  gerechnet 
Dod  wird  Niemand  rechnen;  sie  ist  eine  blosse  FictioSy  mit  wel* 
eher  sich  die  Mathematiker  nur  zu  lange  sehen  getragen  haben« 

Die  höhere  Analysis«  namentlich  die  Theorie  der  lotegralrech* 
mg»  ist  viel  einfacher,  als  sie  bishef  dargestellt  worden  $  aber 
^  Emlache  bleibt  immer  das,  was  am  spätesten  gefunden ,  nnd» 
MS  sieh  einmal  gewisse  Ansichten  eingenistet  haben,  am 
schwersten  erkannt  wird. 


NachschrifC  des  Herausgeber«. 


.  Bum  Wnniche  des  Herrn  Verfsuen,  Toretc|ieodeo  Aofssia  Im 
lnlilv.e  «bdracken  lo  laMen,  habe  ich  gern  entspfochee^  ohne  dsas 
Imsoi  der  SchluM  gesogen  werden  darf,  das*  Ich  alle  daria  attegefpre- 
AMldUea  zu  den  nieiaigea  mache.  6* 
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i^^'9if  £iHrom7  «Mar  4MSuil0emeifit  Niveau  der  Meere.  4ST 

Aus  der  Triangulation  der  Pyrenfieo]  zwMcben,  l^erplgnan  '  uod* 
Bayoooe  fand  Coraboeuf  f},  im  allgemeineD  übefeiiistinimeiid  mit! 
Slteran  BestlimnvDgeii  von  D.6liEtnibre'^: '  '  '    '  " 

Atlantischer  Ocean  h«iier  als  mittellfindisebes  Meer  um  (Ud  T.  • 

'  .  ■ .  ■     •  '» 

Uns  während  dt  r  tVanzusischen  Occupation  eines  Theile«  von 
Deutschland  unter  Helcros  vor>  Frankreich  aus  bis  Darnist%4t 
geführte  und  spater  durch  deutsche  Geometer  über  Westphaleo, 
Preusseri  und  die  Niederlande  bis  Amsterdam  ^Irtgesetiate  trigo* 
DometriUch^  Nivellement  ^  etgabi 

^ürafi.ee  hyl^9r  als  atij^utisci^er  Oce.ap.,und  Aiitt^eef.jofli  0.10.^!' 
oder  DS^h'Übigm:  '  •»  .t..  ,     :  v  t  m  -  t  , 


'  I  •  • 


Nordsee  tiefer  .als  atlantischer  .Ocenn  «m  0.1^,  j. 

Der  Höhenunterschied  zuiscb^  Nord-  und  Ostsee  knnn  nicht 
,  als  festi^estellt  angesehen  werden,  so  lange  die  betreffenden  Er- 
*  gebnisse  der  Schleswig  holsteinischen  Vermessungen  nicht  bekannt  , 
gemacht  sind,  was  nach  einer  Nachricht,  die  ich  vom  Herrn  Pftf«^ 
iiSBor  Olufsen  in  Kopenhagen  erhalten,  erst  iti  eliitg«tf 'JaWmi' 
geiH^hiaq.. durfte.  Ein^i^eilen  erfreut  eipb  ^ie  gvgeni^ifir^,  lymg- 
lMljl0>.'i||i8  ;der  NiTe|Ui;jiiig  4^  UoUteiner  C^ades^)- altS^feitetf^ 
Angabe:  '  . 

O^Uqe.Jj^.öbei:      J^.oi^dsee  um,  ö  Far.  Fuss  odejr  ^3,T. 

noch  de»  nieisten  Anscheine*»  von  iiiirgschaft.  Diese  auffallend 
grosse  Höhen-Differenz  hat  übrigens  gerade  hei  zwei  so  vielfaltig 
insammenhäiigenden  ]>!ceren  sehr  wenig  Wahrscheinlichkeit  für 
sich.  Iti  dt  r  That  wurde  dieselbe  au<  1»  j ruber,  z.  B.  nach  ^iner 
ZusuDimenstellung  von  Weltmann  nur  zu  1  F.  2  Z.  in  gleichem 
Sinne  wie  oben  angenommen,  während  aus  der  durch  Idici  fallcri 
[  ivehwBb*iBS8isehe  Verbiodun^s  Ttiangniatiof«'  gebotenen  AniteapCt 
.  mg  des  adriatischen  Meeres  mfil 'der..  Octsee-^)»- unter .'ZugniBde^ 
hgQDg  obiger  Daten  fiQr  die  Niveau-Unterschiede  vom  adriatischen» 
~i    ■     .  .  ■ 

I>t^.s<  rqttion  f^coiuetrlfj n <  de  lu  Francp.    Tome  I.  u.  33^^ 
')  Annah  s  de  Chiiiii«^  <  L  de  l'hytiiijue.    Tome  I.  p.  65.  j 
,     Huiictin«  de«  Seauces  de  la  Clacss  46»,  Sci^ucp«  de  t:4ca4^mi0  /ß« 
ieBraxelles.    Annexe  1851.  p.  355, 

*)  To      en  (I  orf  f 'h  Annalpn  Her  Physik.    Buod  Will.  Seite  131. 
^)  P^Ogi^  en  d  n  r  i'f '  .s  Ann.iii'n  der  Pii  jgi?^.     BsUililii' StiM' 4Mt 

^)  Siebe  den  «heu  ciUr^n  Bericht  Seite  ü*  •>  '  u  «ümtir-t^; 


/ 
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-  Mitfelneer,  atfaatitoben  Oceaii.  «id  Norckee*  sick  einlhls  ■  QltiM 

tiefer  als  Nordsee  om  l^T.»  was  ich  nur  antihre,  um  die  völ- 
lige Unsicherheit  na  zdgtn»  welche  auf  diesem  Punkte  noch 
herrecht«  ohne  einer  auf  so  wenig  natifrlich«  Weise  abgeleiteten 
Zahl  irgend  weitere  Wichtigkeit  beilegen  zu  wollen.  Eine  Te^ 
liuüge  Entscheidung  hierfiber  wird  uns  die  in  Iturzem  za  erwar» 
tende  Veröffentlichung  der  ans  der  schwedisch -russischen  Ter* 
niessung  folgenden  Miveaudilferenx  zwischen  dem  botnischen  nod 
dem  Eismeere  geb^n. 

Für  das  letzte  Glied  der  ganzen  um  Europa  laufenden  Kette 
von  Meereshühen  bieibf  ,  da  eine  unmittelbare  Verbindung  des 
schwarzen  Meeres  mit  dem  Mittt  Imeere  noch  gänzlich  fehlt,  eben 
nur  das  Kesultat  des  trigonoiin  {ri.schf'Ti .  durch  General-Lieutenant 
V.  Tenner  in  Rnssland  ausgeführten,  an  sich  gewiss  vortrefflichen, 
aber  durch  seine  grosse  Ausdehnung  immerhin  gefährdeten  Nivel- 
lement ^)  von  Memel  bis  an  die  Donau-Mündungen : 

'  Ostsee  hoher  als-  schwarzes  Bleer  um  0l63  T.« 

wodurch  frühere,  übrigens  immer  bezweifelte  Vermuthungen  einer 
besonders  tiefen  Lage  des  baitiffchc^.. gegen  d{^6 «^e.wschq  JBI^ 
völlig  widerlegt  v^eEden. 

Fasst  man  aSmmtllche  gegebene  Zahlen  zaskAimto  ttind  be- 
zieht man  altes  anf  einen  nnd  denselben  Spiegel,  z.  B.  den  des 
atlantischen  Oceans«  so  findet  man; 


Mittehtteer 

tiefer  als  atlantischer  Ocean  um  0.46  T. 

Adriatisches  Meer 
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9$ 

»»     j*  0.7  •  Pf 

wd^ei  zu  bemerken  ist»  das«  beide  letete  dmh  ihre  veiliSltiiiae» 
missige  GrOsse  hervortratende  Daten  auf  der  nneMMieii  OlCBreBa 
swMien  Nord-  nnd  Oetsee  berahen. 

Bedenkt  man  übrigens,  dass  auch  die  verlässlichsten  unter 
diesen  Daten  durch  Operationen  gefimden  sind,  die  oft  Hunderte 
von  Meilen  zurückzulegen  hatten,  so  kann  man  obige  Zahlen  über* 
haupt  nicht  eigentlich  als  streng  nachgewiesene  und  wirklich  be- 
stehende Niveau  •Unterschiede  der  genannten  Meere  betraiAtm^ 

<)  Bnllef hl  de  la  C3htote  Fhyrfff«  WUh^lyie  de  r AcMMmie  I.  d« 
8ei«ices  de  St.  Pdtsniboarg*  Tema  %k  f..  itt.  > 

I 
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M  jeteC  JficiMO  GmiMl  ImImd^  irg«ad  jicJcgtoadtw  Hghiwilwi 
mMmI6  s«vl«eban  den  imltlerwi  Spiegeln  der  feii«]ii«d«iim  earo» 
pftiscbttD  Meere  anmnekmeii. 

Noch  vor  LjanT:  kurzer  Zeit  wäre  einer  Verall^emeinerun|Dr  sol- 
cher Annahme  auf  alle  unter  einander  communicirenden  Meere 
bauptsiichlich  die  bis  dahin  adoptirte  Höhe  des  rothen  Meeres  im 
Wege  gestanden.  Heute  besteht  dieser  Wi(ler.<jpruch  nicht  mehr. 
Da  die  einzige  hierüber  existirende  anitfiche  Quelle  so  viel 
mir  bekannt,  nur  als  iVlanuscript  ^edruclit  und  sehr  selten  ist  — 
ich  verdanke  deren  endliche  Auüinduii<;  der  Gefälligkeit  des  Herrn 
Ministerialrathes  v.  Negrelli  —  t>o  i.ehe  ich  mich  beniüssigt, 
die  \v  [•  htigsteo  Moniente  aus  der  neuesten  Geschichte  dieser  od 
besprocbeueo  geographischen  Frage  in  kürze  mitzutheilen. 

BU  TOT  etwa  f&nf  Jahren  batten  die  Reeoltate  der  Nivelliniitg^ 
wetche  unter  J.  M.  Lepdre  Im  Jabre  1799,  bei  Galegenbeif  fe» 
Mai'oleotf'ä  EzpedltieD  naeb  ^Aes^jrpien,  vevgeaonimett  wm46f 
volle  Geltung.  IMeee  Atbelf  war  mitten  nnttn  den  WecbeeMleii 
des  Kriegen ,  eilig,  ebne  alle  Centrale  und  mit  einer  mebnneiH^ 
liehen  Unterbredumg  ansgeAhrt  frerden,  mdeesen  batten  die  Ge- 
ncbickKcbkelt  der  dabei  verwendeten  Geometer,  die  Ueberelnstiai- 
muttg  Ibrer  Ergebninee  mit  Scbrtllntellern  des  Altertbitms  und 
andere  Umstiode  bnge  Zelt  bindurcb  den  Glauben  an  die  Rtcb^ 
tigkeit  jener  Resultate  unerscbattert  erbalten.   Bei  nSberef  Be* 
tmebtuDg  aber  muaste  man  sich  geateben ,  dass  der  aus  dem  Ni« 
vellement  von  1799  folgende  Hobenunterscbied  von  mebr  als  9  M^tre« 
flir  awei  etwa  16  deutsche  Meilen  von  einander  entfernte  Heere 
«af  keine  Weise  za  erkUren  sei.  Den  berrsebenden  Windes^ 
welche  eine  Uage  Weile  als  die  plausibelste  Ursache  jener  rilveaar 
diferena  galten»  konnte  dieselbe  nicht  zugescbriebe»  werden,  da 
nieb  bei  geaauerer  Uiitersucbiing  zeigte,  dass  diese  bestftndlgeii 
malade  im  rothen  Meere  von  Norden  weben  und  also  gerade  daa 
Gegentbell  den  hier  gefundenen  Besnltates  (rothes  Meer  bdbfir 
als  MUtelmeer)  b&tten  bewirken  mfisaen.  In  Folge  dieser  Zwei* 
lel  vereinigten  sich  endlich  Im  Jabre  1847,  wo  das  alte  Project 
elats  Durchstiches  der  Landenge  von  tSnea  wieder '  aufiaanehte» 
drei  Brigaden  ven  Ingenieuren,  eine  engiiscfae  anter  Stepben« 
son,  eine  ostarreichieche  unter  Negrelli  und  eine  ficaaaOaiaclia 


Soci^t^  d'etiidea  de  t'isthme  de  Siie?.,  ttavanx  de  la  krigade  fran^aUe. 
'   Rapport  de  l*ingönieur,  1847.    /Inszüge  dieses  Berichtes  findet  man  ia 
Comptes  rendn«  de  l'Acad^niie  de«  Sciences  4e  Paii«,  Tone  %XXL 
pag.  484«  uod  Xl^XVIL  p.  81. 
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unter  Tnlahot  zu  umstfiodlicher  Terrain-Erforscbiins  iles  Isthmo?. 
Die  beiden  erstgenannten  hatfen  <!ie  Aufirabe,  die  küstt^n  nni  mil- 
toil&iidischen  und  rothen  Meere- aufzunehmen,  die  letzte  »;oUte  da« 
Innere  des  Landes  untersuchen.  Die  AnsHtatnng  dieser  fraDsi»- 
«|«tthen  .Brigade»  die  ihre  Operationen  unter  uniiuttell»a^r  iieitung 
Tpn  ^  2&  September  1847  begann  und  am  6.  Ja- 

mmr.1848  achloes»  w.aT  eben  so  vocfrefflich,  als  das  ganxe  Ver-  ' 
fahren  umsichtig  und  Vertrauep  verdienend.  Die  Messungen  warai 
so  angeordnet,  dass  sie  sich  stets  selbst  contrqlirten  utt4  ube^ 
dies  wurde  das  ganze  Nivellement  durch  eln^  beiläufige  Wieder- 
holung geprüft  und  richtig  befunden.  | 

'  fia  ergab  sich  bei  mittlerem  Spiegel : 

Rothes  Meef  bei  it^uex  hniicr  als  Mittehneer  bei  Tineb  uoi  0.80 

Metres  oder  0.41  T.»  , 

tioniit  auch  hier  ein  so  zu  sagen  ,  unmerklicher  Niveau-Uoterschieil. 
pieses  überraschende  Ergebniss  veranlasste  eine  genaue  Unter- 
auchang  des  INiveilemeiit  von  ]790,  und  es  i^elang,  mit  voller  Efi- 
denz  die  ( 'isaclieii  oachznweisen ,  welche  dessen  so  sehr  abv%ei-  I 
chendes  liesMltat  hervorgerufen  hatten.  Der  Vollständigkeit  wegea 
führe  ich  noch  an^»  dasä  wenn  mau  die  Fluthhuben  von  Alezui- 
dsien  und  Tineb  gleich  voraussetzt,  ^ voran  w^ohl  nicht  gesiweifeli 
uKHrden.lcann^  dje  grSsften  Huben -Oifferenaeo  beider  Meere  aicb 
stellen  wie  folgt: 

flr»chste  (Aequinoctial-)Fluth  bei  Suez  hoher  als  bei  Tineb  um  1.22  T. 
Niederste  Ebbe  M     »f  •  tiefer  „  „     „     „  0.23» 

so  dass  sogar  diese  vorübergehenden  Niveaii-Ünterschiede  in  ihrem 
grüssten  Werthe  kaum  das  Viertheit  der  früher  flir  die  mittlerea 
Spiegel  behaupteten,  also  ftlr  beständig  gehaltenen  Differenn  er- 
reichen. Nach  einer  ^littheiloAg  von  Breton  ^)  hat  Linantde 
0<^llefonds,  4>eiwraidireetov  der  Straasen-  und  BrtfckenbMM 
kl  Aegypten,  mit' den  von  SeurdaleW  z«r0cbgelas8enen  Instra* 
menten>  vor  kuraera  das  Nivellement  nwisehen  diesen  beiden  Met* 
^en  nfeneirdtngs  und  w^x  wieder  so 'vorgenommen,  das«  die  Ope- 
ratfotf'iti  allen  ihren  l^heilen  controlirt  tvar.  Das  Resultat  stimmt 
mit  dem  Obicen  auf  0  18  Mdtre«,  um  welche  Grösse  naroltcb 
Linant  das  rothe  IMeur  iucdri<^er  als  LJourdaloue  land.  Ebenso 
unerheblich  waren  die  Abweichungen  von  den  früheren  Er^ebiiis- 
e^eii  ^ür  mehrere  andere  Punkte  der  l^audeuge»   Da  auf  ^ieae  Art 

.1  /     Osmiiles  veadas  ie  VkmAhmU  d««6Bicae«iMdeFerU  TbmoXUtift 
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jene  Niveaudifferenz  gleioiMam  fiiifmitl  befttimmt  wurd«,  so  kkxtk 
mii'v«R  dtttii Einwürfen,  belebe  Kavier^)  nicht  auf *eigentlfche 
McMuigen,  sondern  auf  Ufitsd  Coi^ectarin  lim  f[fg«4'- dal(>j!9iv«|i> 
iemeot  voD  1847  n^ateilieh  virgebracht,  wdbl  kaHM^eio«  vrMMt^ 
Kehe-Aendmuf^  erwafteiii  <    "  .'^m  *  i 

Nicht  in  gleicher  Weise  sicher  abgeschld^cs^en  ist  eine  Frage^ 
die  man  bei  Beschäftigung  mit  diesem  Gegenstande  kaum  über- 
gehen  kann,  nfiitolidi  der Nivean)*Untersohiec):'ZwU^rhen  gtilletn  und 
atlantischem  Ocean«  Lloyd:«nd  Falmafc*^»'' die<]829  im-Aw^ 
frage  von  Bolivar  die  Landenge  von  Panama  erforachten»  fanden 
durch  eioe>  eigeiitliclier  Controle  enlhebrende,  aber  wie  ea  acheint 
mit  grosser  Vorsicht  angestellte  ^ivellirung  von  etwa  19  deutschea 
Meilen  Länge:  • 

Stilles  Meer  höher  als  atlantisches  um  0.55  T. 

Aus  einem  im  Auftrage  des  flamalisren  französischen  Ministe- 
riums (3er  aus\värtiij;eri  Angelegeiilieitcn  (Guizot)  von  Court  i- 
Des  1843  ausgeführten  INivellement  weiches  von  N.  Gar  eil  a 
zwar  nicht  vollständig  wiederheit,  aber  wenigstens  znm  Tbeile 
coDtrolirt  und  bestätigt  wurde,  ergab  sieb : 

Stilles  Meer  höher  aU  atlantisches  um  1.49  T. 

Die  Abweichung  ilißse'i  RgwiHale»  »um  iii  ö  yd  'sehen  schfeibt 

Garella  hauptsächlich  der  Unsiciierheit  in' der  Bestimmung  des 

mittleren  Spiegels  im  stillen  Meere  zu.  Auch  Chevalier  bestrei- 
tet die  von  Lloyd  angenouimene  Flulliliöhe  des  stillen  Oceans, 
tiödet  dieselbe  aber  zu  hoch»  was  obige  Abweichung  beider  Mes- 
iiangen  noch  vere;rr)sseru  v\iirde.  Legt  man  einstweilen  für  das 
stille  Meer  das  Mittel  dieser  beiden  Bestimmungen  zu(ir!iii(ie  und 
bezieht  män  wieder  obige  Angabe  für  das  rothe  Meer  auf  den 
atiäTitischen  0«ean,  so  bat  man  Islgende  Ergänzwugen  2a  d^ 
ftamn'ataMtibmsnstellutfg:         '  '  i 

d'»i-5 

Rothes  Meer  tiefer,  als  atioAtisches  M^er  qnj  ^0.05 

Stiller  Ocean  huber  »         »      .    »         1.02  »  ^ 

'      »     ,  .       ....  •  ,  .f  ,  .   .,  • 

Comptes  remlu«  de  l'Aradtiniie  des  Scitin  es  Ue  Pi^i».  TowjbX^V4|^ 
P,18.  und  Moigno,  Kusmoü.    Vol.  III.  p.  340.  i  '  .it 

*)  M.  Ck«?<sMer,  l'i»throe  de  l'ap^ma, .  ^avit.ia^^^.^p»  USUtM«k 
IfOndon  Philo«.  Trantactioo«  1830,  p.  63. 

*)  N.  Gare  IIa,  projet  d*na  canal  de  joaction  de  Toeean  padfiqne 
«t  da  re^aa  aUa^tl««»  ^  traver»  fle  l'Udine  d^,  .?a>|jmV 


J 
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Ortisaeü,  die  wierl er  Innerhalb  der  zu  er"  artf^nden  Beobadifongs- 
lehler  iiegeo.  Ich  habe  übrigeos  Uumboidt's  bekannte  baro- 
melriscbe  Basüvmiing »  wornack  da»  stiiie  Meer  um  3  Aietres 
ticfar  da»  atkntisciie  iäge,  hier  aWchtlich  nicbt  mit  m 
RechDong  gexogeo»  da  nach  ihres  berohaiteB  Urhebers  eigen— 
Crthaile  dieae  liealiniiDoiig  ebra  nur  di*  JEUeifiMt  dieses  I>iivMi* 
OtlmdbMea  gsns  Im  Allgcmeiaen  so  wistD  lin  Sfmde  war. 


Naehstebende  graphische  Zai 
an?  Vardeatttchnag  daa  GaaieD. 


SHIIer  Ofl«MU 


AdriatucJie»  Meer« 


Holhct  Meer. 


BlilUllie«r. 


Man  alebt  hier  aaf  deb  ersten  Blick ,  dass  die  beiden  nnsicber* 
alan  Bestimmoniifen  (Ostsee  und  stiller  Ocean),  so  irie  di^  tob 

der  ersten  derselben  abhängige  Messung  des  schirarzen  Meerti» 
sich  am  meisten  von  den  ul)rigen,  genauen  Daten  entfernen»  die, 
was  wohl  zu  beachten  y  ganz  nahe  an  einander  fallen. 

Wir  Icünnen  demnach  den  oben  anfgestellten  Satz,  dass  wir 

bisher  vuHig  entscheidender  Gründe  entbehren,  bei  den  europäischen 
Meeren  irgend  bedeutendere  bleibende  Hoiien  -  Diflferenzen  anzu- 
nehneii  ,  so  weit  unsere  beutige  Erfahrung  reic  ht,  auf  alle  mit 
einander  commuDicirendeo  Meere  überhaupt  ausdebuen. 


A«  de  Rnaiboldl  et  A.  Bonplaad,  voyage  am  r^gisaa  ^nl- 
assiaise  da  asavean  oontiaeat*  Tome  IIL  p.  66S. 
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DebeiUidet  man  dM  bi«r  Vmgvtnigene,  m  IIiiM  mw,  dum 
wir  io  der  KenDtnU»  diMes  Gegenstandes  etwa  seit  denselben 
ilrago  ^  Tor  nnn  kaum  swei  Decennien,  bei  Gelegenheit  einer 
anderen  Untersucbnng  liebandelte»  liedeiitende  Fodscbritte  gemacht 
haben:  das  adriatiscbe  Meer  ist  mit  dem  mittelündischen«  so  wie 
haltiscben,  dieses  mit  dem  schwaraen  Meere,  das  rotbe  Meer  mit 
dem  Mlttelmeere  genan  Terfannden,  zwischen  stillem  nnd  atlanti« 
Schern  Ocean  eine  nei|e  Messung  ausgeführt  worden.  Alle  diese 
Fortschritte  aber  haben  im  allgemeinen  auf  eine  Vermindernng 
der  bisher  angenommenen  Nivean-Differenaen  (In  der  grOast^u  ge- 
genseitigen Eäcsdeoa  der  einaelaeii  Meere  etwa  voa  6  anf  1.5  T.) 
geleitet  nnd  somit  noseren  Ansichten  eine  nnd  dieselbe  RIchtnng 
gegeben,  das  sicherste  Zelehenf  dass  wir  anf  dem  Wege  znr 
Wahrheit  aind.    Und 'so  dürfen  wir  auversichtlich  erwarten,  in 
nSchster  2<nlninfk  die  lang  gehegte,  auf  unrichtige  Beobachtung 
hin  gefasste  Meionog  von  sehr  nngteichen  Spiegelböhen  verschie- 
dener Meere  y  an  der  man  am  so  fester  gehalten  zu  haben  scheint, 
je  weniger  von  Tornherein  irgend  klare  Gründe  zu  ihreo  Gunsten 
sprachen,  ganz  aufgegeben,  und  alle  damit  zusammenhängenden 
Hypothesen  fallen  zu  sehen.   Schon  Arago  hat  mit  dem  Scharf- 
blicke, der  alle  seine  Arbeiten  aaszeichnete,  statt  der  bis  dahin 
gewöhnlichen  Herleltnng  gewisser  Meeresströmungen  aus  Nheau- 
Differenzen  andere  Erklärungsweisen  als  nothwendig  erkannt,  und 
darauf  hingewiesen i  dass  die  frflher  beliebten  Voraussetzungen  von 
unverbäitnissmSssIg  starker  Verdunstung  uenigsten.<;  für  das  mit- 
telländische Meer  ganz  oonfitz  seien ,  ein  Schicksal,  das  ahnlichen, 
noch  im  Schwange  gebenden  Annahmen  von  nichtcompensirten 
Zuflüssen  der  Nordsee  vielleicht  in  Kurzem  ebeufalis  bevorsteht. 


'3  Annuaire  du  bureau  de«  Loogitade«  poor  1836,  p.  812. 
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Bemerkuiig^D  über  iBe  Reclificatioii  der  BOipse. 

Vott 

Hem  DirecCmr  SireUke 


Unter  Vnraossetzung  der  dort  genäblten  Bezeteboaiigen  iat 
der  eUipti«cbe  Üogeo: 

Wird  die  Grüs^e  unter  dem  Qaadiatmirzelzeicben  mit  Jk.  jt^eseicli- 
net»  so  hat  man: 


(2) 


ffo  fi  die  Grenze  t'ur  die  Grofiseo: 

a*=i(a*  +  4^, 

*)  For  die  Berechnung  von  6(n+^)  ohne  Logaritboien  »ei  bemerkt, 
4ne»,  weoB  ^}^u+M,  4M=a-f  4^: 


Digitized 


Slrehikt:  ßemerkungen  über  die  RtcüflcaäifH  äer  &S^,.  4M 

^— ^'•««•V.«in<p'  +  2r  .cosg>'  .slnqp"  +  4^'.  cos  9''.  sin  9"' +...., 

1>  1 

Durch  Addition  und  Subtraction  der  Gleichungen  (1)  uod  (2) 
und  Multiplicafion  mit      und  6^  erhält  man: 

^=^(«'^  +  6^)~J  +  löZ, 

und  wenn  man  für  z  den  durch  6,  a',  6'  11.  s.  w.  auagedrficfc- 
ten  Werth  setzt: 

Nach  iS.  896*  a.  a*  O.  istj  wenn  tsng^s  ^«^^^^o^» 

fl(cosil;  —  cos  Qp) 

aino»'  =  7  ^ , 

^      (a — 6)i»iD9>.  COS1/;  ^ 

in  dem  man  statt  des  VerhälUisses  ^  tang'^co^g^  aetat: 

sin  qp'= —  ri-  =  \V  V» 

ter  tang'4;  =-|.taiig9)',  so  hat  mao; 
f  -5-.  «lH^)=:«+-5  

liehen  Theil  von  ||(it),  A  and  ü;'  die  Ergäa- 
•:d  bedeatan. 
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WeoD  9  =  so  versciiwmtiet  Z  uod  mau  iiat  itir  den  eilipo- 
seb«i  Qnadnuiteii  g  dm  folgeiiileii  AuMlniek: 

t 

V^,  1^^....,  so  tirauebc  mau  oar  die  2ar  üestimmung  tqh  ^  besoii 
iMHMitstMi  Logaritfamen. 

Für  eine  Ellipse  9  der  cm 

6'  =0,70710  «7811  SeSS... 

tf  =0,n>855  3.3905  93:::.... 

6^  =0,728-23  76575  6098..,. 

a'^  =0,7^2839  do240  771  .. . 

6^*  =0,72830  55060  096  .... 

«'^=0,72830  oaio5  234  ....  =6^^=^*. 

Hieran«  eri^ebt  sieb: 

-  ia'^      =    U4360  51286  l$2.... 
'-60^=— 0,00000  02J49  77_ 


— -(««^Ä«^a=-(0g0000O  00171  07)«.2, 


und  endlidi 
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9  =  1.21105  60275  69. 

Legendre*)  hat 

9=1,21105  60275  68. 
In  den  meisten  FSIIen  ffird  ilian  bei  7  Decinialen  mUdem  Anadisekf 

ausreichen. 


Dmtellong  der  algebraischen  Gleichung  des  »ten  Grades 

nur  durch  ihre  Ableitungen  und  constante  Funktionen. 

Von 

Herrn  L,  Moss  h  r  n  gger, 
Lehrer  der  Mathematik  an  der  kantonsschulc  zu  Aar  au. 


I.  Da  jede  Ahlettnnj»  einer  Funktion  eine  Beziehung  zu  der 
Funktion  selbst  hat  und  jene  wieder  in  Beziehung  zu  ihren  Ab- 
leitungen steht  u.  s.  l\,  so  gebt  daraug  hervor,  dass  sich  die  Funk- 
tion durch  ihre  Ableitungen  darstellen  lässt,  wie  dieses  schon  bei 
dem  Taylor 'sehen  und  IV]  aclaurin'schen  Lehrsatz  geschehen 
ist ;  jedoch  koninien  hei  der  Entu  ickeliin!j  des  erstem  die  Ablei- 
tungen in  Verbindung  mit  der  Veränderlichen  jc  und  deren  Poten- 
zen vor,  bei  der  letztern  hincresrn  kommen  jene  Ableitungen  für 
gewisse  Werthe  von  ar,  gewuliulich  für  a:=0,  in  Verbindung  mit 
der  \  eriinderlichen  :v  vor.  In  unserer  pegennärtigen  Üntersuch- 
uvg  wollen  wir  die  alge!)raistho  (ilcicliuikg  des  nteii  Grades  blos 
durch  ihre  Ableitungen  in  Verl)indung  mit  constanten  Fuoktionen 
der  CoeflficieuteD  jener  Gleichung  darzosteUeo  sucfaeo. 


*)  Eiecciees  Tom  Ilt  p.  844. 

,  30* 
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»ILI 


—      '-         -        Jl  «. 


1  — -  ■ 


f.  -J_^ 


f 


■>*  1»—:     j — ^ 


JF_«L 
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des  Ilten  Gradet  nur  Omlt  ikte  AMettfmfm  tmä  4X1 

woraus 


Ferner  ist 

(«-4) 


oder 

(n-4) 


—  +  +  (»-2)' 

3  \  (i»~l)(»-2)(«-3)^^ 

^4(.^2)(.^3)^^,^^^4,^  , 

oder  weno  wir  die  Funktionszeiclien  einfuhren: 

(•-«) 

(.-4)       c-i)  («-■»)  («-ij  y_5i 

«  .  j/  ,  Z-_     yy^   j!  

pjp^  ^  [«J!«-ln]l«-'    «(«-1;  \  U*J!«-^  1^ '  [«-2]!»-* 

(n-l)(»-3)  («-4) 

Weil  aber 
^iiDd 

.  Wz 
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9  ^'ii n 1      „  f^=T^'^  ^»:»-»-» 


AnT  glcidbe  Art 


»— 1  • — » 


£«  Mit  hieraus  da«  Ue»etz  der  Coetäcienteo,  so  wie  das  der 


VnMivaen  leiekt  crkembar,      da««  al«»  aUgcnicfli»  ircni 


(,-1)  (n~m^l)     —135  tyj«-«,  — 1)J  jy,-^a  .y 

i  ff.  -1)        («—4)  «n-  ri  -'-l)  (n— ni+2)| 


0| 

-  Cn-m 
II 


Beut  nian  hierin  m=:»  — 2,  fii  =  ii  — 1,  iii=:it,  «üo  kommt; 
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t  1  («-!)       (n-9)  S 

(«-1)    ...  1» 

Z—  y  •  y  I   "«  •   " 

«—4  («— l)  ,„ 
1  (n-1)    (n-a)  2  (n-1),  (ii-3) 

L       y      •  •  ,  !L-. 

y ^  («— l)[n]I«-i    [n -  1]!"- 3 ;  [;/ J!«-i  |n-3  +        J!«-*  { 

•       «—4  («—i)  ,„  a  {«— 1)  ,4 

y  -^-1.  ,   -  ? 

n— 3(ff    1'  „_2(«_1)  ,  1   ^  / 

II.  Aus  den  in  L  gefundenen  Gleicbungen  lassen  sieb  leicbt 
folgende  ableiten: 

(n-l) 

<n-2)  {y|2  (»-«) 

»  =5:fr[^-ir*+~3[«j!"-' 

(n-I«»-«)         (n-'O  (n-3) 

f^^l     6{.vi^^_^  %  («-4) 

U,-l);,i-2)  (n-l)  (n-3) 

f  ^6.4.3.2  i  +  5.4.31  [;/ JF-M^  +  öriTi/i]!«-^  }* 


«  (M-l)       (n~2)  i    (n-l)  (n-3) 

[^-1)       «»ty  "^.»^»"■"*.y_5U 

» 

4  fB-v      (n— 4)    "      *     (.— a)(i»— I),  Ä— 1), 


(5) 
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Dl(^  Richtigkeit  dieser  letzten  Gleichung  und  also  auch  aller 
vorhergehenden,  woraus  sie  entstanden  ist,  lässt  i$icb  leicht  durch 
die  Maciaurin'sche  Reibe  beweisen;  denn  diese  ist  sllgemeiD: 

«  t,i  ,  (n— 3) 

(«-•)       "  (n-l)  (■) 

Setzen  wir  bierin  a=^^und  bemerken^  dass  y  =(ar+^)[n]M, 


also  ya  =  (a+ -f)  Wi"-^ ;  dieses  aber  wird  fiir  «=5  —  —  zu  Null; 
n  n 

(«)  • 
ferner  ist  jy^jj^  för  jeden  Werth  von  u  gleich  1,  and  alle  miA 

dem  letzten  Gliede  jener  Reihe  iolyenden  Glieder  werden  lür  un- 
Sern  Fall  zu  Null.  Es  wird  also  bei  unserer  Annahme  von  y  uod 
cc  die  Maclaurin'sche  Reihe  za: 

jr 

t** 

(«-2) 
(n-l) 

En  ist  aber  nach  '  «  +  ^  =  ^2^-1.  al«o: 


(«-i)       tf    a,  ir'   «I    .  («-1)  , 

y  y-^Ty^-j^[„jin~it.l.2  1.2.3 {[»]!^+"** 

(«-3)  (n  2) 

rinn  Ist  aber 

•)5  n(w— 1)  I 


[„  j{n-2  - 1 . 2 . » (n    1)  (»  -  2)    3 . 2  -  («-2)  (»-3)  ....3. 2 

 1   _  1 

-  (Ji-2>(ii-3)....3.2j  -  [n-2]l«-^' 
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du  n$en  brätln  mar  4itteh  Un  AtieUtuigen  imtf  eie.  4Q5 

folglich  ist  das  vorletzte  GIM  .dieser  Reihe  mit  dem  aweiten  in 
No,  (5)  identisch;  ferner  ist  ' 

_  n{n—\)in—2)  ^_  1  

j,,]f»-8— l,2.3.«(n--l)(»-2)(/4— 3)«..4 — (n-Z)  («-4)  ....4 ,3.571 

_  1 

woraus  die  IdentitSt  des  dritten  Gliedes  in  No.  (5)  mit  dem  dritt- 
letzten dieser  Reihe  hervorgeht;  auf  gleiche  Weise  u-ird  die  Iden- 
tität der  übrigen  Glieder  von  dieser  Reihe  mit  jenen  der  Reibe  QS) 
hergeleitet. 

III.  Um  (br  Autiösutig  unserer  ei£;entlicbeD  Aufgabe  näher 
zu  kommen^  bemerken  wir,  d&isi»  nach  I.: 

(n-l) 

f„_2)  (fi_2)         }  »2 

ist   Fahren  wir  diesen  Werth  von  «  «i  in  der  aweiten  Glei« 

9-— 

chun^  II.  ein,  so  erhalten  wir: 

(n-l)  («-2)  (n-l) 


alfto  ist  nach : 

(fi-i)(ii-*) 


(»-»)   ,  (»»-2) 

Dieser  Werth  von  if_ft  und  den  obigen  ?on  jr.fi  in  der  dritten • 

IT  "  n  ■ 

Gleichung  U.  eingeführt,  gibt: 

(»«l)(»-.3)        (n-l)  (a-S)  («-W  • 

.   ^  ~[«]!«-^""Ot[nll»-ip**'4.2{[»]I»-Äj8  + 

also 

(11—4)  («—8) 

Ffihren  wir  femer  dBesen  Werth  von  y_£i.  und  jene  von  y_ii  und 

(n— 2j 

y      in  der  vierten  Gleichung  von  II.  etn,  so  erhalten  wir: 
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(ii-l){«-4»  ■     (ii-l)(n-S)  («-l)rfi-2) 

(,.-5)_  y  ,y  \y\^  y  \y\^y   

Fabren  wir  auf  diese  Weise  fort,  so  erhalten  wir  allgemeiu: 

(n-l)  (n-m-fl)      (n-l)  (n-inf2)     (m-I)  (/i-m+3) 

(«-2) 

^  [w  -  jm-2e  '  ^ ' 

(71-1) 

{y\m  (fl-m) 

Das  obere  Zeichen  gilt  für  ein  ungerades,  das  ontere  för  •io 
gefades  m, ' 

Aui^  dieser  Gleichung  lassen  sich  endlich  leicht  ioigeuüe  ab- 
leiten, tvenu  man  i?t=:7i'~2,  m=n  —  1,  m  =  n  setzt; 

(n-l)  (71-1)  ly  ■         (n-l)  y  ' 

(n-l)       («-2)  (n-l) 
 iy)"^^    y  iyl"-^   . 

^[n-'4]'-*  ( [«]!n-iji.^+(„_2)[n-^]!«-^{[«]!"-i|'^+y-^' 

(»-1)  ^  (n-l)  («-1)  jr 

<      ?/  •  y        ly»*  •  3^     ,      ?yJ^  •  y 

(n-l)        (n-2)  (n-l) 


Ol-l)    .  (n-l)   .  (n-l) 

  y  .  y   {yr  y  |yr  y 

^  -       "2.11        + OäTMl^  ~  •  • 

Das  obere  Zeichen  gilt  fiBr  ein  ungerades,  das  untere  filr 
eni  gerades  m.  In  der  Gleiehung  (7)  ist  nun  die  algebraische 
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GleTcTiung  des  nten  Grades  nur  darch  ihre  Ableitangen  und  die 
Constante  jr_^  dargesteJlt. 

n  ^ 

IV.  Um  eine  noch  allgemeinere  Darstellung  der  Gleichung  I.  (1) 
so  geben»  behalten  wir  alle  früheren  Bezeichnungen  bei  und  neh- 
men an ,  es  sei  ^  eine  ganz  beliebige  ganze  oder  gebrochene»  je* 
doch  positive  Grösse,  so  haben  wv  nach  I«: 


oder»  da 


ist: 


(n-l) 


(•1-1)  (n-l) 


Ferner  ist: 


(»-«) 

fSjS^--*  +«  n   +»(«-!)+    »    +  11 

oder 


(«-») 
also  auch: 

Um  die  ferneren  Entwickelungen  allgem<»iuer  und  leichter  zu 
machen»  nehmen  wir  wieder  den  Maciaarin*8cben  Satz  zu  Hülfe, 
nach  -weichem : 

f  4P  «#< 

(■-•)  (•-!)  (•> 


* 
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Mach  diegem  finden  wir  leicht»  dane: 

(n-Z)         (n-3)  (n— 2)  (w-l) 

(tI-4)        (»1-4)         (n-n;  (n--/) 

(»— III)        («-^)  m-fl)  («—111+2)  (»-«1+3) 

[Ä]^^  +  2.1  [«]?•-« +  3. "S^fnJ!»— 

,    ,  f  (?) 

(11-1) 

(fi-i) 

y^y-f^"^  Y ^^^^  — TT  "  +  räiiä —  — 

.y-^i(a:-Ffi)"-> 
V.   Wir  finden  oben  aus  IV. : 

(«-2) 

Dieser  Werth  ven    +    >»  <leni  Auedruck  lur  j^^"^^  in  IV.  «al»* 

stituirt,  gibt: 

^  ,  (—1) 

1        |- (B--2)  («-'2)        (rj-l  ifn-i)  -| 

(x + fi)3=  pjjHZi  L(  y  -  y-/«)  —  (y  -  y-/u)  i^pzrx^  • 

Der  Werth  von  ar-J^     und  dieser  letzte  %üii  (ar-fft)*  in  dem  Aus- 


dmcic  för  ^       eingeführt,  gibt: 

(«+i*)^= j^jjjizi  L(  y  —  i^-^)  -  (y  —  y-zO  j^jjizä 

(«-1)  (•-«) 
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4 


Das  obere  Zeichen  t;^ilt  für  ein  gerades,  c?as  untere  für  ein 
ungerades  m.  Das  iitscl/ ,  nach  weichem  die  Funktionendiffe- 
renseo  gebildet  sind,  i»t  offenbar;  da»  Verfahren,  wie  jeder  fol- 
gende der  Coefficienten  aus  dem  rorhergehenden  gebildet  wird, 
soll  lo  der  folgenden  Nummer  gezeigt  werden. 

VI.  Wir  haben  in .  V.  bereite  gefunden,  daea : 


al«o  Ut  auch: 


folglich : 


Da  ferner 


oder 


mithin : 


folglich  ist: 


{n-3) 


In  der  Entwlckelung  von  in  No.  V.  sehen  wir,  daas: 


.     (n-1)  (»-l)    (n-.2)       («-IXu-s)      («-4)  (,^_a) 

Hieraus  finden  wir  leicht: 
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(«-«)  ißr-t) 

oder 
akio 

(»—4) 

Setzt  man  in  V.  die  Entwickelang  Tofa  X'\-^  Boch  eise  Potenx 
weiter  fort,  so  iodet  man: 

(n-l)  (7J-2)         (n-l)     («-8)      0;-l)  («-*) 
(W-l)  („_2)  (n_«)(ii-3)    .  (i»-6) 

oder  aiucb: 

(•-«)  (»-•)  («-4)  (•-$) 

y— 

woraus 

(«-5) 

also 

(•-6) 

Aas •  dem  Bidierigea  sehen  wif»  dass  allgemein: 

•  '  (»-2)  (H-B)  (ff-4) 

(H-771+2)  (n-tn  I  1)  (n— m) 


(11) 


wo  das  obere  Zeichen  fär  ein  ungerades,  das  untere  fiir  ein 
gerades  m  gilt 

Tbeil  1Lm,  31 
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VW   Wenn  wir  mit  eioer  genaueren  Betrachtung  der  Wertbe 

(»— m)  •  ^ 

d«r  ^JjTn^  ^  fiemerkang  Terbliidaii,  dans  Kx  eine«  swel» 

drei  etc..  Km  m  Dimensioneü  hai,  kuunen  wir  bei  den  Be- 
atimmungeii  in  VI.  <int'  eine  allgei^eiiiere  Weise  rerfabren. 

2tt  diesem  Zwecke  bezeicbuen  wir  der  ILün»  nid  beMMm 
combinatorUeheD  Debersieht  wegen; 

ATi  mit  1,  also  Ai«  mit  Hill,  JTi«  mit  111111,  etc., 
1^  mit     alao  J:^«  mit  ^'»mlt  ^^29$^  ^ 

«0  diMa  a.  B.  Mi'I^^K^^^nmMi  wäre. 

Wir  aeben  aber  aoa  dem  Werfb  von  ^^iir-=r>  ^ 

Verbindoqg  der  Elemeote  1,  2,  3«  4,  5  %m  Summe  IS  eatatandeo 
ists  oder,  wenn  wir  die  eembinatoriacbe  Beaeichnnng  gebtaacben, 
sieb  durcb 

•  Fp....]  =  *        +  ^  Fii^^o  +  «  Fti,...i + ^  Fßi...  j + 5 

darstellen  iSaat.  eder  da: 

um  +  J,112+1,121+  U3+1,2U  +1,22+1,31  + 1,4=^  Fti_j. 

2,  ii  1  +  2,12  -i-  2,21  +  2,3=  ^  Fii....], 
3,11+3,2=  »F[i  3, 

4,l=:^Ffl.„.]. 
4 

5  =  5. 

also 

»Fp...]=l.lIIl+«l,112+1.121+l,211+2,lll>+|l.l3+1.31+3,ll| 

+Il,4+4,ll+il.22  +  2.12+?,21l  +  t2.3f3.2|  +  tt. 

Es  ist  also  nach  obiger  Hczeichnung  und  iiai  Ir  dieser  Formel, 
wenn  w  ir  die  Abwechslung  der  Zeichen  wie  in  VI.  berückaicbtigen: 

^j^=ii^'--4Ä\3ii+3Äx^i:,-2iriiS^^ 
wie  oben. 

Zur  beaaeren  VeratSndIgung  weiten  wir  docI|  den  Werth  toh 
^jy»-a  ebengezeigte  Art  herleiten.   £ä  laii 
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F(i...3  =5 1,111111  + 1,11112+ 1,11121  + 1,1121 1  + 1,12111+1,21111 

+ 1,1122  +  1,1212+  1,1221  + 1,2112+ 1,2121  + 1,2311  +  1,U13 

+ uiai+i,uu+i,3üi+ i.m+ua^+i,2ia+ju2äi+i,32i 

+  1 ,312  + 1,2-22  + 1,33  + 1,141 + 1,41 1 4  1,1 14+1,24+1,42+1,51 
+  1,15  +  1,6, 

*  =  2'lin  I  +  2,1 112  +  2,1 121  +  2,1211  +2/211 1  +  2.122 +2,213 
+  2,^i^i+2,il3+2,m+2,311+2,32+2,i3+2,U+2,41+S;^, 

*  Vm=^,1\1\  +  3,112  +  3,121  +  3.-4 1  +  3,13  +  3,31  +  3,22  +  3,4 , 

•  F[i...]  =  4,11 1  +  4,12  +  4,21  +  4,3, 
•Fei.,..]  =  5,11 +5,2, 
'F(i..,.j  =  6,l, 

7  =  7. 

Nlnml  «lüii  4te  gleMibedenlen^en  sBbsaiDiiieii,  so  bat  man: 

1,111111  =Ä/, 

U1112  + 1,11121  + 1,11211  + 1,12111  + 1,21111+2,11111  =s61i»Äi, 

1,11 13  +  1,1 131  +  1,1311  + 1,31 1 1  1     i  III  :=  .)ÄV^  Ä3 , 
U122V  1,1212+1,1221  + 1,2112  + 1,2121  + 1,2211  +2,1112  +  2,1121 

+  2,1211  +  2.2111  r=  lOJTi^Äi*, 

14 14  + 1 ,1 41  + 1,41 1  +  4,1 1 1  =  4Jri  3  . 
1.123+1,132+1,213  +  1,281+1,321  + 1;312 +2,113+ 2,131  +2,311 

+  3,112  +  3,121  +  3,211  =  VIK^^K^K^, 

1,15  + 1,51+5,11  =  3ii2jr5, 
2,122  + 1,222  +  2,212+2,221  =:4JE^3jr, . 
1,24  + 1.42  +  2,14+2,41  +  4,12  +  4,21  =:ÜAi  AiÄ'4, 

l,6  +  6,l  =  2Är,Jrfl, 
1,33 +  3,13  + 3,31  =  3Ä32Äi. 
2,23  +  2,32  +  3,22  =  3£^«irs , 
2,5+5.2  =  2ir,Ä'5, 
3,4+4,3  =  M.Ä4» 

31' 


Digitized  by  Google 


BeiMHiiefal%Bii  wir  die  gehörige  AbwedbdBag  dqr  Zcicfccp,  «• 
folgt  bienuw,  das«: 

(•-7) 

Dir  allgpni'  iiie  (  nuiiMnationsform,  wornach  diese  Ausdrficke 
beftUmpit  werden  küimeo,  i#t; 


+  «-^  Fti...]  + ....  +  «  F[i  ...j  +  »  Fl...]  +  «. 


'(12) 


Vlll.  Setzen  wir  in  IV,  Formel  (10)  nach  eiDaoder  Bi=tt-*2, 
mSLn — 1,  m  =  it»  so  erhalten  wir: 


W'     I  («-2)  («-2)  '«-1)  (n-1)  ( 

*   -  + ....  T  (y  -  2^-^)  Ä'«_3  d:  (y  —  y-iO^«-« ' 


Das  obere  Zeleben  gHt  für  ein  gerades»  das  ootere  fär  ein 
imi^erades  »• 

Diese  Formel  (1*3)  druckt  ettip  mir  noch  nicht  hekannte  Form 
-  des  Binomiums  aus,  die  Werthe  der  K\  ,  K^,      etc.  küilnen  nach 
den  obigen  Anleitungen  bestininit  werden. 

Bemerken  wir,  dass  P]!»[«]!"-2=[3]!2[w]!'«-»s=[4]!3[»]^»-4 
=  [5]!*[w]!«-»ss....[ii]!n-i,  so  folgt  ans  den  Gleichungen  in  V.: 

« 

(n-2)  (a-2)  («-!) 
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nun  0ta4t$  mr  Omxk  füre  A^ietiwtn»  4M 

(n-4)(ii-4)       (ii-.3)(«-3)  («-2)  (!!-«> 

(«-!)  (n-1) 

— — 

folglich,    weil  ullgcmeiu  [»JI^-M [wj!"'*)"'*  =  l Utl 

■ 

^    II       l  . 

•  2         ^       .  » 

I 


0 


9.  «« 
I 


4^ 


1 

I 


^  I 


K9 


g.      I .  I — I 


I 


I-       !tv  t 

«« T  «et« 


a 


p 
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IX.  Aus  deo  vorbergebeodeo  Gleichungen  io  VÜL  etkutea  nur: 

(il-2)(»~2)  Cii-l)(»_l) 

folgllcb«  da  3f-#.=[«]!«-Mii*-Iil,  so  ist: 

(«— 

(•-2)      I  y  _  «      |S      (n-1)  (•-!) 

Auf  gleiche  Art  finden  wir  aos  jenen  Gleichangeo,  wenn  irir 

fri-2  fH-2)  («—3) 

den  Werth  von  tj  —  y-^  tiiibstituiren  und  statt  y-n  seincü  Irüber 
gefundeoen  Werth  [»JI^-MiTi'— 2i:,ii-f  JT,!  seUeo: 

^    [3]!^t 1 1» + "-[2]ri[ä]F^  +  -  'j-i^)  (^1* 

ebenso  finden  wir: 

Wir  sehen  aber  aus  den  bis  jetzt  entuickelten  Wertheu  von 
(«-3)  (11-4) 

V'    Vi         dass  die  CoefBcienten  der  fortlanfenden  PotenseD 

(f»-i)  (fi-i) 

von  {y—y^l  nicht«  audoreji  sind  aU  die  in  VI.  gefundenen  Werthe 
von 

(«-!)  (N-2)  („_4) 

p^«~i' 

wir  kunnen  also  allgemein  schreiben : 

(«-1)  (n-1)  (ii-l)  („-m-l.2] 

{ll-l»fl) 
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(•-1)  iß-^)  in-V  - 

^  [»-2]!— »I  [n]!— 1 )»-»  [wJF* 


(n-l)  (n-1)  (n-l)  (n-l) 

ly-y-i")*"*      y-/u  _,    ,  ty  — y-<*r 

«  * 

(«^1)  („_1)  '^^ 

(n-l)  (n^  (n-l)  (n-l) 

ly  —  y-jU^  ,      ?y  -^y-/*! 

(n-l)  (n-l)  (n-«J  («-1)  t"-!) 

{y  — y-^!«-*      y-^i^  .   Jy-y-/^^  y-/*_>.aG; 

(«-D  (n-l)  «J_  ' 

X.  Will  man  endlich  die  Funktion  y  durch  alle  ihre  Ablei« 
tongeu  dargestellt  erhalteo»  so  hat  man  aus  VllL: 


(n-l)  i> 

(«-«)       {«—  f/_iil*        (n-l)  («-!)  (n--2) 

^  =  PFRP^  +  ly  -  y-/*iÄi  +  2^»^, 

(•-3)  ^1«^— "«^  («-2)  (n-2)  (n-l)  (n-l)  (fl-5) 

(«-4)    *?«-"7-«i*  (»-»)(»-«>.„  (•-»)(•-•),_ 

\  s  (n-l)  (n-l)  {n-4) 

!  !  +ty-y-./*)iSi4-y-M, 

(n— 2)  (n-«) 

+— +  ....dbty  —  y-/»l^«-5-t  ly  —  y-/»}Äi-4+y-M, 


('«^  (a^)  (n-l)  («-1» 

+— +.„.Tly — sr-iilÄi-4J:(y  -  sr-^lA»-t +ir«<i» 
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(n-2)  (n-2)  „(«-l)  («-!) 

+  —  +  ....  ±  ly y-/»i  Än-3  +    —  ^-./4 1  js:;.-,  i-y-th 


• 

_(ji-a)(n-2)  (n-l)  (n-1) 

+ — + .... + ||r  —     }  JEi^-a  ±  {y  —     j  Kn-i  +y-iu. 


(17) 


Das  obere  Zeichen  gilt  für  ein  gerades,  das  untere  für  ein  un- 
gerades 71. 

Wir  können  diesen  Gleichungen  auch  eine  andere  Gestalt 
geben  >  wenn  wir  iiemerken,  dass  nach  I.    *  , 

(«-1)        ^  - 


und  ebenso; 


n{TL)  p(n)  Pin) 


("-«)  («-2)        /»(»-l)  . 


(»-«)  (IM)  /«(iH^Xt) 

y  —  y-/t»^  y««» 


y— y-#*=/  y«fc«?» 


X 


y-"y-/«=y* 


aitfuB  ist: 
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ß  -/» 


«  - 

(n) 


*  * 


X 


1;  i5»-_ö T      ^  yiuv 


ß  -ß:  -ß : 

s 


' »(«)   ^  fI-1 


'  ^ß 


1  /  ^^  "^  . 

'  )  p"'  P^^ 


-ß  "-ß 


(IS) 
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XXXUI. 

MiscelleD.  ' 

GelegeAtlicbe  Bemerkung  des  üerausgebera 

Die  8c1i5ne  Abhandlung  dee  Herrn  Oskar  Werner  in  dem 
fwigea  Heftes  welche  auch  eine  grosse  Anzahl  sehr  bemerkenswer- 
tler  f^oniotnetrischer  Relationen  enthält«  veranlasst  mich  zu  der 
Ugeoden  gelegentlichen  ßcnierkung. 

Uifr  Oskar  Werner  bedient  sieh  i«  dieser  AUmdliing 
dewhgingig  der  Besetchnong  sli»«"*  ees^^  «t  a  stntt  der  In  < 
wmw  Zelt  bin  nnd  wieder  gebräueblioh  gewerdenen  Beseiel^» 
inngsin*^,  cos**:r«  u.  s.w.|  und  nach  meiner  Ueberzeugung  mit 
im  vollkommensten  Rechte.  Ich  habe  schon  In  mehreren  mel- 
ier froheren  Schriften  auf  die  ÜnzweckmSssigkeit  der  von  franz9* 
sischen  Matlienmtikern  eingeführten  Bezeichnung  8in«;r,  cog"jr, 
B. 8.  w.  aufmerksiiiii  gemacht,  und  will  nieiue  Gründe  für  diei^e 
Ansicht  in  der  Kürze  hier  wiederholen. 

1.  Die  BesdcbuoBg  stn«*^»^  cos";r«  n.  e.  Wt  Ist  etmg  genooi«' 
nminlvM,  denn  stndP,  ee»<r*  e«  s.  w.  sind  wie  alle  ihnlleii» 
Sjnlioie  ie  der  Mathematik  ein  fae he  Symbole  nnd  kelneewegs 
abgetrennte  oder  tremibar« Symbole  mifknfimsen,  weebalb  ma» 

dorcbaus  sino;",  co8a;"i  u.  s.  w. ,  nicht  sin'*a;,  cos";ir,  u.  s*  w&  schrei 

2.  Di^  Bezeichnung  nln^JPa  cos"«,  n.s.  w«  Ist  njapvmktiia0U 
und  uuwecItmlUisiff»  .am  allermeisten  anch  für  den  Druck«  nnd^ 
niiiiBt  sich  schlecht  ans»  namentlich  wenn  idie  £zp<(n^nten  stt>  ^ 
tamengesetzte  Grössen,  wie  etwa  8m— 2n-f  6A;-|-5A  u.s.  w.  sind» 
v^ie  man  beltentlich  bei  Vergleichung  sweier  Ausdrücke  Wl« 

(vgebco  wird. 


Digitized  by  Google 


473  MisceUen.  ' 

I 

3.  Die  ßezeicbnuDg  ftio"«,  €08"a?»  u.  s.  w.  ist  lBCoii«e4[nent«  { 
Denn  wenn  man  sm^x,  C08":r,  u.a.      statt  wa^g  €08^,  u.  s.w. 
«chreibeo  will,  müsste  man  doch  der  Consequenx  wegen  wohl  aach 

n  n 

jedenfalls  V*^  statt  (V^)*»  ferner  J^y  statt  Jy^  *)  schreiben, 
da  doch  Jeder  weiss,  dass  z/"*^  in  der  Mathematik  schon  eine 
himmelweit  verschiedene,  sehr  bestiuunLe  und  allgemeio  recipirte 
Bedeutung  erhalten  hat.  Man  schreibt  ganz  richtig  ^y^i  weil  | 
man  an  dem  allgemeinen  Grundsätze  festhält,  dass  Atf  eio  ein- 
faches uotrennbares  Symbol  ist 

4.  Die  BezelcbnuDg  «In  "4;*  cos*Vp,  u.  a.  w.  ist  adiMlIcli  Dir 
jonge  Mathematiker«  namenfilch  wenn  aie  auf  Schulen  stell  acbos 

dergleichen  Dinge  angewöhnen,  weil  gerade  diejenigen  deutschen 
Mathematiker,  welche  im  trigotiome  tri  fachen  Calcul  die 
grosste  Gewandtheit  besitzen  oder  besessen  haben, 
wie  Gauss,  Bessel,  Backe,  J.  F.  Pfaf.f  **),  u.  s.  w.  sich,  so 
viel  ich  weiss,  dieser  Bezeichiiunc^  nie  bedient  haben,  und  man 
doch  anijehmen  muss,  dass  junge  Mathematiker  sich  dereinst  zu  1 
dem  Studium  der  ciassischen  Werke  dieser  Mfinner,  die  in  der- 
gleichen Dingen  als  hauptsächlichste  Autoritäten  gel- 
te» mössen,  wenden  werden.  Deshalb  seilte  maa  »n- we* 
nigsten  auf  deutschen  GymiiasieiivRealsekulen«  iks*w. 
den.  SehttleFO  dergleichen  Dinge  aagewShoen.  . 

Ich  habe  dies  hier  ijelejjentlich  wieder  einmal  zur  Sprache 
bringen  wollen,  zufällig  veranlasst  durch  die  schöne  Abhandlung 
des  Herrn  Oskar  Werner,  werde  übiii,ens  natürlich  im  Archiv 
wie  bisher  auch  fernerhin  fortfahren,  der  entgegengesetzten  An- 
sicht ihr  Recht  widerfahren  und  jedem  Autor  bereitwilligst  seiae 
Art  nnd  Weise  za  lassen.  Meine  Schüler  in  meinen  Vorte* 
sangen  verlassen  die  jScbreibart  sin^^r,  cos"x,  u.  s.  w.  immer 
seto  bald  wieder,  wenn  ihnen  dieselbe  auf  der  Schule  leider  at- 
gtfrObm  werden  Ist,  .'und  gerade  diejenigen»  welche  diä  meiite 
Genrendtheit  nnd  Eleganz  im  Calcul  sich  so  erwerben  im  Stands 
sind».:kemmeii  immer  sehr  bald  so  der  ans  TSUigerJUeberzeagong 
gewennenen  Ansicht t  dass  sie  sich  bei  sino:'*»  cos^»  ii.s.  w. 
vnendlieh  weit  besser  stehen»  als  bei  sin**«»  cos'or»  ii.s.  w.  Dies 
ist  wenigstens  meine  Erfkhrung.  Da  die  Subjectivität  des  Leb* 
rers  bei  solchen  Dingen  immer  viel  thut,  mögen  vielleicht  Andere 
hiervon  abweichende  Erfahrungen  gemacht  haben.  6.    «  ' 

«)  Ssll*  es  ^(^)  helefes,  so  ecbfaibt  maa  bekaiiatllch  Mvs 
«•)  Dieter  aaegeseicbaete  HaOiematlker  eiferte  Immer  eebr  ge^ 
aSaedr,  eee«w,  n.e.  w. 
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Ben  Director  Streb Ik^e  in  Danzjig  «elureibt  mir  unter  dem 
21.  Märs  1854  Folgende«: 

r  „Als  eine  Erg<1nzuhg  einer  früherfen  Mittheilung  über  die 
Zaki  .n  *)  lege  Ich  ein  Blatt  der  Elbinger  Ansagen  bei,  worin  die 
Berechnung  der  Zahl  auf  400  DecimaUtellen  enthalten  ist.  Pro- 
fessor Richter  schreibt  mir,  dass  iibcr  die  Richtigkeit  der 
3^teD  nnd  3338teo  noch  ein  Zweifel  vorbanden  iet."  G. 

Es  ist  nach  4raaliger  Berechnung  in  400  DecimalsteUen: 

«  ==  3,  um  Ü6535  89793  23846  26433  .  83279  60288  41971 

69399  375ID  58*209  74944  59230  78164  06285  20899  86280 

34825  34211  70079  82148  08051  32823  ÜÖ647  09384  46095 

50582  23172  53594  08128  48111  74502  84102  70193  85211 

06659  64462  29489  54930  38196  442S8  10975  66593  34461 

284r>  64823  37867  83165  27120  19091  4S648  56692  3460$ 

48610  45432  66482  13393  60726  02491  41^3  72458  70066 

06315  r.NSl/  48815  20920  09882  92540  9l7i5  30436  78925 

90360  01133  05305  48820  46652  13841  46951  94151  160Ui 

Riebier. 


Auszug  ans  emem  Briefe  des  Herrn  Professor  Dr.  Wolfers 
in  Berlin  an  den  Herausgeber. 

Für  die  Oberfläche  der  Zone  vom  Aequator  bis  Sur  Breite  ^ 
findet  man  bekaantlicb  leicht  den  Ausdruck: 

2  3  4 

36%  sin  9)  U-f  3   sib      g  e^sln  ip^-^j  «^sin  ^«  -f-  e(&  )^ 

nnd  hieraus  fOr  9  =90®  die  OberflScbe  des  halben  SphSroids: 

(I)  =2*%[1  +  |62  +       +  |eö+ete.l. 

Dieser  letztere  Ausdruck  wird  weit  convergenter ,  wenn  man 
statt  der  halben  kleinen  Axe  b  die  halbe  grosse  a  mittelst 

*«=««(!-««) 

einfuhrt,  indem  alsdanu  der  Ausdruck  (I)  übergeht  iii: 

■  •  •  •  ■     '  •    !     '»  M 

-  —  ^  Ii* 

•>  Tbl.  MI.  S,  J».  l  , 
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JfKffWfAifJi, 


(2)«  2a%{l  — ^e«-et<5pU 

Diese  tv^m  Formeln  komien  unter  andern  als  Controlle  dienen, 
werni  man  einniai  <iie  Oberüäche  eines  Sphäroids  zu  berechoeo  hat. 

Berlin  den  20*  November  1853. 


Herr  Professor  Grunert  hAt  mir  ein  Schreiben  des  Herrn 
Ubbo  iMcyer  mitgetheiit,  worin  dieser,  und  zwar  mit  vollem 
Rechte,  hi  Bezug  auf  eine  von  mir  veröffentlichte  ErgStizong  des 
J acob loschen  Theorems  die  Priorität  für  sich  in  Anspruch  nimmt. 
Die  erwähnte  Arbeit  eiitsfand  beim  ersten  Studiuni  der  elüptisrhpn 
Functionen  aus  dem  Rcimilien,  den  Beweis  för  das  von  Jacohi 
hinterlassene  Theorem  abzukürzen,  und  wenn  Herr  Professor 
^runert  dieselbe  aufnabm*)»  se  ist  diea  wohl  nur  deshalb  ge- 
•ebeben»  weil  der  von  mir  aufgestellt^  Ausdruck  nicht  ganz  con- 
form  mit  demjenigen  des  Herrn  Meyer  ist,  und  weil  vielteicht 
aiiefa  der  von  mir  gewfifalte  Gang  tär  einen  Bolchen «  der  sich  lie- 
ber der  bieherigen  Darateliungsweise  aoecblieesefi  srül,  cfttigee 
loteieeae  haben  konnte.  Eseen. 

Schreiben  des  Herrn  übbo  H.  Meyer  an  den  Herausgeber. 

Eine  Abhandlung  deaflerro  Easen  mber  die  MGrgänznng  de« 
ersten  Ja cobi* sehen  Theorem«  Ton  den  elliptiachen  Functionen'' 
In  Ihrem  Arehive  T.  XXI.  Nr.  20.  bat  mir  Veranlassun!^  zu  eini- 
gen Bemerkungen  gegeben >  welche  ich  die  Ehre  habe,  Ihnen 
hiermit  mitzutheilen. 

Wie  Sie  wissen,  kann  man,   dem  Jacohi 'sehen  Theoreme 
gemäss,  die  Constanten  fi,  X:,    ,  a^»  ••••  o^^— i      bestimBten«  dasa 
als  Function  von  tp  gegeben  durch  die  Gleichung 

(D 

*         ^  (l— c^öin*ajsin^9)(l— C'^sin%4sin*9p)«.{l— c%in*c^.-i8in*9)' 

*)  Irh  )iii])e  diese  und  einige  andere ,  aarh  «itätere,  ArbeSteo  de«  Herrn 
Eaaen  uufgenommen ,  weil  ihre  Se  I  b«»  ts  tändigkei  t  unverkennbar  und 
weil  «ie  mir  eben  jregen  dieser  Unabhängigkeit  Ton  anderweitigen  Untersa- 
chuDgen  lehrreich  zu  «ein  adilenen.  Sehr  JJeh  ist  es  mir  auch  jetxK,  das« 
auf  diese  Welte  die  Aafmerlwamkeit  aof  Hemi  Vbbo  H.  Nejer*e» 
dem  jedeoMt  die  Priorität  der  Ecfindeng  gebohrt,  tteff liehe  Arboitoi 
von  Neneai  hfa^gelcnht  tHid,  O. 
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der  Gleichung 

6«iC^e  leistet   Es  ^ilt  diess  aber  nur,  weon  p  eine  ungerade 
Zäihl  ist.    Das  Jacobi  sehe  Theorem  würde  deshalb  ergänzt 
«in,  wenn  man  tlmrh  eine  ähnliche  Gleichnn«:^  wie  (1)  der  Gl«- 
C^)  genügen  künute  iür  eine  gerade  Zabi  ^ 

W«»  liat  H«rr  Essen  gefbnden,  dass,  wenn  für  eine  gerade 
2ahl  p  iJjih  FttoctioD  toh  7  gegeben  ist,  durch  die  Gleichung 

cos iU   «1   ^"i^VV—— 

dadurch  nicht  der  Gleichung  (1),  sondern  der  Gleichung 

/9         dip  dtp 
^      Vl-c^sin^,,""^  VT:-^Ös^ 

genügt  wicd. 

Hieraus  Jgeht  hervor»  dass  4laikrch  keine  üi^niDg'  des  Ja- 
cobi'scbett  Theorems  ^ipefunden  ist,  obschon  es  keine  Schwie- 
risfoit  hat«  aus  den  gefundenen  ^atze  eine  Ergänzung  zu  errei* 
iko.  Man  braucht  nSmllch  nnr  au  setzen: 

cosS 

cos  'iU  —         r,  » 

voiaiis 

sin»  • 


sin^  =  VI— iE« 


Vl-ife*sin'^' 


4 

nd  CS  Bndet  sich  leicht: 


Alto  wird  der  Gleichung 

 dcp   d(5 


Vi' 

• 

Vi 

— ^'sio'S 

(£5 

\ 
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Genfigd  geleistet  dnrcb 

cos  M  ^       Min'-^cf,     **  ^  8\\i^(ip-i 

j^^j-r-jg     (1 — c^sin  ^öj^  sin  '^(p) ....  (1  — c'^siii  ^«p-i  sin^y)  ' 

nhdt'niii  «  dl»  Erglloniiig  des  Jaebbi'selieD  Theorems  ▼bilen« 
den,  musä  itaR  noch  ane  der  letstee  iGUeixAeiig  den  Avedrtick  too 
ein^  io'ieiil  9  äUeHen, 

Es  scheint  mir  aber  durchaus  aufdos,  'eine  solche  Transfer» 
l^tipn  TOTxuoehmen«  iodem  ich  glaube,  diese  Sache  In  Archive 
(Tbl.  XVII.  S.  85.  sqq.)  ziemlich  erschüpfend  darge9tellt^zu-ha|ben. 
Das  erste  der  dortigen  Theoreme  (S.  85.  n.  86.)  gilt  allgemein 
(ur  jede  ganze  Zahl ;  das  zweite  (S.  93.  u.  94.)  gilt  fdr  eine 
gerade  Zahl  und  das  dritte  (8. 94.)  iiir  eine  ungerade  Zahl. 
Dieses  ist  das  nSmIiebe  \rie  das  Jacobi'sche,  und  so  ist  das 
zweite  —  vrenn  man  es  so  nennen  will  —  die  Ergänzung:  denn 
beide  sind  im  ersten  enthalten  und  werden  daraus  abgeleitet 
durch  die  Zahl,  im  Besonderen  entweder  als  eine  gerade  oder 
als  eine  ungerade  zu  betrachten.  Aus  dem  zweiten  Theoreme 
müssen  sich  also  die  Resultate  des  Herrn  Essen  ableiten  iu^seo. 
Wirklich  braucht  mau  bloss  seine  Bezeichnung  einzuführen. 

.  Setzt  man  nttmlicb  singi^fP«;  cos^=<^<rs     1— c*sin*9»ÄÄj[^ 

sinSfcrPöx, jt,-  coso=Qö,,t,  V 1 — J5:*sin*S=li?ex,ft,  sohatman, 

da  dsPx^QxRx  u.  folglich  dx9=^/  1— c^sin^y,  5*ö=6V^  1— Ä^sin«« 
Ist,  sogleich 

t/     V^J^asinVrt>{     V^l— ifc2sin«c5  * 

.  < . 

Schreibt  DiannLiberdiess  p,  a  und  sin  a«  statt  it,  ^  /^m  ,  so  sehen 
die  Feimeln  des  zweiiSD  Theorems  über  ins 

.  _     1     ßin<jpcos<j>                    sinW  —  '^^^  «iii«a-_y 
smcds:  '^^  


>  V l~c«sio«9  (l-'C^8io^*«asio2<j))....(l— casina«,-,^in^) 
_  (I — c^sin  «g|  sin«y)  (1  — sin  %  sin  V ....  (l-^c«sin^V^  sSn«y) 
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COSO 

COBlb  SS     -  .   

(I — ««sin^cj  sin  29))(l-.c>8iiAx^in?9),...(l-<-c^ia^-i  wö*g>)  * 

und  diese  ist  die  näniiicfae  Gleichußg  des  Henn  £ssenj  welche 
also  ohne  Transformation  bloss  dnrcb  Hinschreiben  aus  den  vori« 
«gen  Formeln  abgeleitet  wird. 

Ich  habe  diese  BenierLungen  nicht  gemacht,  um  die  Arbeit 
des  Herrn  Essen  zu  schmälern;  denn  er  wird  Mühe  genug 
gehabt  haben,  die  richtige  Formel  durch  Tatonniren  zu  finden. 
Mit  mir  war  diess  anders,  da  die  Theoreme  nicht  wie  das 
Jacobl'sche  ans  der  Luft  gefallen  erscheinen,  sondern  im 
Zttsammenhange  mit  dem  Vorhergehenden  sich  wie  von  selbst 
ergaben.  (Archiv.  T.  XVI.  S.  395.  sqq.)  Nicht  also  um  den  Herrn 
Essen  zu  tadeln,  <^ch reibe  ich  Ihnen,  vielmehr  möchte  ich  ihn 
seiner  Geschicklichkeit  wegen  auffordern,  seine  Untersuchungen 
auf  diesem  Gebiete  fortzusetzen ;  aber  damit  er  sich  nicht  die 
Miihe  gebe,  zu  suchen,  was  ein  Anderer  schon  gefunden  hat» 
wurde  es  ihm  vielleicht  7U  empfehlen  sein,  auf  meine  ^ufsät^^e 
(Archiv.  T.  XVI.  No.  33.  T.  XVII.  No.  3.  und  No.  19.),  die  er  nicht 
gelesen  zu  haben  scheint,  Rücksicht  au  nehmen.  Aus  dem  fetz- 
ten Aufsätze  wird  er  z.B.  sehen  kiunnen,  dass  auch  für  die  ellip- 
tischen Functionen  der  aweiten  und  dritten  Art  ähnliche  Theoreme 
gefunden  sind. 

Dass  ich  nicht  dem  tterrn  Essen,  sondern  Ihnen  diese  Be- 
merkungen mittheile,  geschieht  erstens,  weil  ich  voraussetze,  dass 
Sie  mit  deni  florrn  Essen  in  Correspondcnz  stehen  oder  wenig- 
stens njit  ihm  Im  kannt  sind,  und  es  ihm  angenehmer  sein  wird, 
solche  Bemerkungen  von  einem  Bekannten,  als  von  einem  Unbe- 
katuiten  zu  erfahren:  zweitens  weil  ich  doch  auch  Ihnen  die  Sach- 
lage vorzulep^en  wiinsclite.  damit  Sie  als  Herausgeber  des  Archivs 
die  V eranlas^^uiiu  zu  einem  Prioritätsstreite,  dem  ich  ganz  ab- 
geneigt bin 9  beseitigen  möchten*):   Sie  sind  um  so  mehr,  d^auf 


Herr  Ubbo  H.  Me^er  nird  aber  gewiss  ent«chuldigen,  das« 
ich  mir  die  firlanbniss  genommen  habe,  diesen  seinen  lehrreichen  Brief, 
den  ich  vorher  auch  Herrn  Essen  mitgetheiit  habe,  im  Archive  ab- 
drockeo  zu  Uasea.  ■  •  G. 

Thb  XUI.  32 


Digitized  by  Google 


478 


aogeTvieseo ,  weit  beide  AbbaadlungeD  in  ibrem  Ardiive  abgedfuckt 
encbleneD  siod. 

Scliliesslich  erlatih«  icli  mir  Doch  eine  Bemerkunc^  liber  die 
„BerH  lit'mnnij"  (Archiv.  T.  XXI.  S.  344.).  Ich  habe  die  Abhand- 
lung des  Herrn  Proleöäor  Uioni^er  (Archiy,  T.  XI.  Nr;  50-;,  wo- 
von in  der  BerichligaDg  die  Hede  nicht  %m  iland^  uod  kano 
also  nicht  ?>  -irtheileiij  ob*  dlo  dort  gcftindenen  Formeln  richtig 
Bind ;  so  viel  ist  aber  gevriaa^  daaa  die  in  der  Bericbtfgoiig  oul- 
gelfieilten  Formeln  es  nicht  md. 

Es  ist  nimllcb  nicht  bloss  ds=(msBa)*»  seadem  ancfa 

eine  Wurzel  der  Gleichung 

Die  richtigen  Formeln  und  deren  Herleitung  halie  ich  geneigl  in 
.Ainhive  T.  XVIL  S«103,s  mn  braucht  bloss  sna«  ena.  dnn,  n 
statt  Q«,  ü«»  c  an  schreiben»  am  in  der  Beseicfannng  da 
Herrn  Dienger  an  bekommen: 

l--cn2a  1  1— dn2a 

^^"^     "  X + dn  2«    »•  1  +  cn  2o  • 

(cna)  ^    H.dn2a    ~  dn2a— cn2a' 

,     „      dn"2rf  l-cn2a  r— s     1— cn2a 
(dna)^  =  n+ciiÄT  =  dn2ii--cnäa' 

Eine  Correctur  der  Berichtigung  wkd  also  jedenfalls  nothwen* 
d|g  sein  * 

Grooingen,  23.  März  1854.  Ubbo  U.  Meyer. 


Ven  düUi  Heran it;^ eher. 

Wenn  man  die  auf  den  drei  Seiteo  e»  6*  c  eines  sphSrischeti 
Dreiecks  ABC  senkrecht  stehenden  Hohen  dieses  Dreiecks  respee- 
tive  durch  y  und  etwa  die  Entfernungen  des  Fusspnnktes  der 
Hohe  ff  von  den  Spitzen  C  und  B  des  Dreiecks  respective  durch 
X  uod  a  —  Xt  welche  Differenz  positiv  oder  negativ  seiu  kann« 


^  Hsa  ▼«fglelcho  aeeh  AidÜT«  ThL  ILm  S.  aSB.  G, 
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bezeichnet;  8o  hat  man  nädi  den  Lehren  der  spbärischeu  Trigo- 
nometrie die  beideo  Gleichungen: 

CO«  6;s  008  «  cos  « 
.  co0ex3coeaco»(a— o;); 

oder 

cos  6 = cos  a  cos  » 

cos  c  8  coe  acos  acoed? OOS  «  eio  a  eio  dr. 

A«s  diesen  l^jei^eii  Gleichung^  folgt: 

eos6     .  ci>stf--co8acos6 


ist 


(eng  fty  /cos  c  — -  cos  neos  ft\  ^ 
cÖ8«y  cosasina  J 


oder 


sin a*co8  6^  ^  (cos  c—  cos  o  cos 6)*  =  cos «^sio  a*, 

folglich  •  • 

cos  6*  +  cos    — 2  cos  a  cos  6  co«  <;  =  cos    sin  a*. 

Uterans  erglebt  sieb  auf  der  Stelle: 

sin  a»sin       l — cos    —  cos  6^  -  cos  c* + 2  cos  a  cos  cos  c , 

und  folglich  zugleich  aucb  för  die  beideo  anderen  Seiten  and  die 
denselben  entsprechenden  Höhen: 

8in«sina=V*l— cosa»-co86«-cosc»+acos«cos0cosc, 

I  /J  sin  6 = i— cos  a*-^  cos  6^ — cos    + 2  cos  acos  6  cos  c , 


SlOj 


Also  ist 

sin  ttsin  a^üaß  sinfr  sslny  sin  e 


oder: 


sin  «e :  sin  |3  =:  sin  6 :  sin  a » 
8in^:8iny  =  sinc:sin6, 
'  sinyrsiniit  SS  sinatsin  0. 
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Sinns  der  Höheo  nnigekehrt  wie  die  Sia««  der  eml* 

spreciieDdeii  Gmedlioieii,  d.  Ii.  wie  die  Siaaa  der  Sei- 

ieu,  aof  denf^rj  <lie  Hüheii  ^ierikrecht  stehen» 

im  ebeoen  lireieek  verballea  sich  bekaooÜicli  die  HoImd  m- 
gelcelirt  wie  die  eotspieclieiideD  Gmodlioiee. 


üebeF  den  drei  .Seiten  des  Dreiecks  (Tat  VL  Re.  5.) 

«cien  ausserhalb  desselben  Quadrate  beschrieben  und  deren  Mit- 
telpunkte A' ,  ,  C  durch  gerade  Linien  verbunden«  wodurch  das 
Dreieck  A'B'C  eototebt.  ]Man  soll  die  Flachenräume  der  i>eideo 
Dieieclce  ABC^A  n&d  A*h'C'=-J^  mit  einaeder  Tergleiebai. 

Men  lN»seichne  wie  i^ewuluilicli  die  Seiten  den  Dreieeke  ABC 

durch  a^b^c  und  ihre  GeKeowuisel  dnrch  A,  B,  C,  mo  ist 


A'B^A'C= 


a 


V2' 


B'C=^B'A=^ 


V2' 


C'A=^C'B  = 


Vi 


und 


Z.B^Aa=iW-^A,  Z.aBJ^=zVP^B,  ^A'CB'^Vfi+C 
Non  'iBi  offenbar: 


und 


ABCÄ'BC  =  ^'  +  2  •  ^  •      .  sinC^  +  A) 


1 


Dies  giebt  die  Gleichung: 

^-t-  ^(c^-f  6*-t-d*):;p^4'j(^«oSii«f  eacesi^-f  odeosC) 
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• 

oder 


—  ^  =  ?  (u«  ^    ^  e*-^bcco9  A  —  eacosB  —  ab  caa  C)* 
Nan  i«t  aber  bekaonüicb  t 

.  «'^ 6^ +  c2-^26c  cos  ^,     :   •  ; 

6^=c^-\-a^~'2ca  cos B,  * 

also  ^ 

oH  62 + =  2(a- + 62  +  c«)    2(bc  cos  i4  +  ca  cos  ß  +  a6  co«  C), 

Ä*+ 6*+c2  =  2(6cco8-4-fciicos  ß+ziÄ  cos  C). 
Daiwr  ist  nach  dem  Obigen : '  *  •  . 

Nun  ist 

•         1  1  I 

J  ^^bü  sin  A=^ca  sin  B  =      sin  C* 

ilao«  wenn  man  hiermit  in  die  Torstehende  Gleichnng  dividirt: 

I  -  ■  * 

♦ 


roigUch 


^z^l-y^^  (cot     <f  cot  fr  +  cot  C)r 


Diese  Relation  findet  man  aus  dem  „Programme  de  i'uni- 
versitz  de  Dublin.  1848."  mitgetheÜt  in  den  Nouveiläs  An- 
osles  de  Math^matiqnes  par  Terquem  et  Gerono.  T.VIIL 
im.  p.  47. 

Weil  Ä^B^  C=18U«  ist,  so  ist 

coXÄ  +  cotH+cotC-  -^^^J^ß -8\n{A-i-B) 

sin(^  4-  ß)^ — sin  A sin  Bco8(A-\'B) 

~^  sio  A  sin  B  sin  C 

1— co8(^+g)|cos(i4+ß)j-sini^8inB| 
sin^sioiftsinC  " 
 1  -f  cos  A  cos  BcoaC 

sin^lsiojBsm  6' 


r 
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Abo  ist  auch 


^        1 -f  cos  ^  cos  i?cos  C 


oder 


2r  =3 1  -f-  j  (cosoc  ^cosec^cosec  C  4-  ootii  cot  i?cot  C)* 


^  lot  2l=s9O0,  «o  t«t 


-1  1       ,  ,  ,  1 


! 

* 

_l  +  8in^B_l  +  8in2C 

2co8(450— fi)«    2cos(45«— C)2 
sin  2^  sin  2c; 

Für  B^C^4IS»         vorlugdh^ideii  F^Ile 

Ist  das  Dreieck  ABC  gleichseitig,  so  \siA=xB:=z  C=60^,  aUo 
'     «io ^=:i9io  ^=8111       i  V3i  cps J  =  cps^=;f:os C  =  i , 

cotil=:  cot/j = cot  C  =  ; 


also 


Die  Gleichung  einMr  £fl^e  oder  HypeiM  sei 


Digitized  by  Google 


MiseeUea,  483 

« 

urni  j:,  y  ^eien  die  Coürdinaiea  etoe»  gegebeoen  Punktes  in  der«» 
selben ,  so  ist  bekanntlich 

die  Gleichang  der  durch  den  Punkt  (a:y)  gehenden  Berührenden. 
Fällen  wir  nun  vom  lUitte^onfcte  der  Curfe  auf  diese  Beriibreo4e 
ein  Perpendikel  >  so  hat  dessen  tileichuag  die  Form 

V  SS  JUf 

\  .       .  / 

md  nach  den  Lehren  ^er  ADalytiscb^vC^Api^tile  ist 


also 


folglich  die  Gleichung  des  in  Rede  stehenden  Perpendikels: 

Daher  hat  man  jetzt,  w;enn  u,  f  die  Coordinaten  des  Dnrcbschnitts* 
punkts  des  Perpendikels  und  der  Berührenden hexelchneii«  M  derek 
Bestimmimg  die  beiden  Gleichuegeji: 

eae±  Tal««»  ?r  ±  n  = 
aa  Ob 

>p    ♦  '  ■  < 

Will  man  nun  die  Gleichung  des  geometrischen  Kht»  des 
Durchschnittspunkts  des  Perpendikels  und  der  Berührenden  finden, 

80  muss  man  aus  diesen  beiden  GleichunG^en  x  und  y  bestimmen 
aod  die  erhaltenen  Wertbe  in  die  Gleichuug 


einfuhren.  Man  bringt  aber  die  beiden  ohigeo  Gleichungen  leicht 
auf  die  Form: 


•der  auf  die  Form: 


r 


1' 
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Für  a^h,  h.  Är  des  Srei»  oder  ^  äiw^fc""'*^^^  Bypmkfik 
wird  diese  Gieiebung: 

Mr       Krali  M  «Im 

d.  h.  der  Ort  ein  dm  g/egAmim  Kreis«  der  Grltoae  und  Lag« 

nach  t^eieher  KreU,  wie  e«  sein  mnss.  Für  die  gleichjieiti^ 
Hyperbel  mt 


oder 


d.  h.  der  Ort  eine  Lemnisentew 
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Literarischer  Bericht 

LXXXV. 


Nautik 

Leitfaden  für  den  Unterricht  in  der  nautischen 
Astronomie  an  der  k.  k.  Marine-Akademie.  Von  Dr.  F. 
8chanb,  proy.  Profeasor  der  nautischen  Astronomie 
an  der  fc.  k.  Handels*  und  nautischen  Akademie  und 

der  k.  Ic.  Marine  •  Akademie  in  Triest.  Triest,  Buch- 
druckerei  des  Oesterreichibchen  Lloyd.    Triest.  1853.  8. 

Es  ist  hScbst  erfreulich  sn  sehen ,  wie  mit  dem  Aufschwünge, 
der  Schifffahrt  in  Deutschland  auch  die  nantbchen  Wissenschaf- 
ten eine  immer  grossere  Anzahl  von  Bearbeitern  in  unserem  Va- 
teriande  gefunden  haben.  Ein  -neues  -Zeichen  dieser  Wahroeh- 
muDg  ist  der  yor  uns  liegende  treffliche  » Leitfaden  ffir  den 
Unterricht  in  der  nautischen  Astronomie  an  der  k.  k. 
Marin e- Akadein ie  zu  Triest  von  Herrn  Professor  Dr. 
Schaub  daselbst",  den  wir  (iah tr  etwas  ausführlicher,  als  sonst 
in  diesen  JUterarischen  Berichten  zu  geschehen  ptlegt,  besprechen 
vvoiien.  * 

Jeder,  wer  mit  den  nautischen  Wissenschaften  nur  etwas 
nSher  bekannt  Ist,  weiss,  dass  der  K>cbiffer  den  Ort  des  Schiffes 
auf  dem  Meere  auf  doppelte  Weise  zu  bestimmen  pflegt:  einmal 
durch  Messuf^en  auf  der  Erde  mittelst  der  Logleine,  des  Kom- 
passes und  des  Stunden-  oder  Minuten  •Glases;  und  dann  durch 
Beobachtungen  am  Himmel  mittelst  des  Sextenten,  des  Spiegel- 
beises, Prismenkreises  u*  s.  w.  und  des  Chronometers.  Die  erste 
Methode,  deren  Bestimmui^n  natürlich  immer  nur  relative  sein 
kennen,  ist  in  gewisser  Rücksicht  den  Operationen  des  Feldmessen 

ThUXXll.Uft.  1.  1 
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rers^eirhf)r\r,  dessen  Messkette  und  Boussoie  der  l^oeleine  und 
dem  korijjiass  des  Schiffers  entsprechen:  die  zweite  Metbode  ent» 
spricht  den  astronomischen  Ortsbestin'frtürjL;en ,  weiche  der  Astni« 
nom  auf  seiner  Sternwarte  vornimmt,  und  unterscheidet  «ich  tqh 
diesen  nur  dadurch ,   dass  das  Observatorium  des  iSeefahrere  aaf 
einem  sehr  schwankenden  Grunde  errichtet  ist,  wodurch  Datfirlieh 
ancii  eine  besondere  Eigenthfimlicbkeit  der  aatronomiaGheo  lostru- 
mente  des  Schiffers  bedingt  wird,  die,  weil  sie  bei  den  ßcobacfi- 
ioagen  nnr  mit  frelef  Hand  gehalten  undgebraaebt  werden  Li  imen 
sbnmtlicb  auf  das  Princip  der  Reflexion  gegründet  sein  müssen 
wobei    der  Meerhnrixont    die    Stelle    des   künstlichen  Queck' 
Silberhorizonts  des  Astio/joniei;  vertritt.     \)vt  Inbegriff  aller  der 
letzteren  Methoden  nuü,  durch  welche  der  Ort  des  Schiffe»  mit- 
telst astronomischer  Beoi»achtnni:efi  am  Hiiuniel   bestinimt  wird 
verbunden  mit  der   iür  den   Schiffer  höchst  H'ichtigen  genauen 
Kenntniss  der  Einrichtung  und  des  Gehrauchs  der  betreffenden 
Instrumente,  Ist  die  ,,nautl«che  AstrcKnomie**,  eine  Gberaus 
wichtige  Wissenschaft»  von  ivelcher  ein  grosser  Tlieil  de^^  Glii(ks 
vad  der  Wohlfahrt  des  Blenscbengeschfecbts abhftngt,  wobei  niiht 
onbeacbtet  bleiben  darf,  dass  die  Resultate  der  IMethoden  der 
nautischen  Astronomie  Ä'elt  genauer  sind  als  die  durch  Messun- 
gen auf  der  Erde  mittelst  des  Logs,  nebst  dem  IVl iiuitenglase  und 

des  ikoiii passes  erhaltenen  relativen  Ortshestimmnn"-?*!!  ^la«   

nannte  Bestock,  we^hnlb  ntich  diese  ietzteren  von  dem  Schiffer 
nur  die  Gissung  (Schätzung),  ja  wohl  auch  die  todte  oder 
bl  io  d  e  Rech  nung  genannt  zu  %Terden  pflegen,  \^  onacb  er  zwii«chen 
gegisster  und  beobachteter  (d.  b.  astronomisch  bestimmter)  Breite 
und  Lfinge  zu  unteracheiden  gewohnt  ist* 

Der  so  eben  in  ihrem  Verhältniss  zu  den  übrigen  Tbeiien 
der  8chilffahrtskunde  etiras  nfiber  charakterisirten  nautischen 
Astronomie  ist  nun  der  Torltegehde  Leitfaden  lediglich  ge^id 
met,  und  wir  mdssen  gestehen,  dass  vrir  demselben  In  Bezii<r  ^yy[ 
sweckmässige  Kürze,  Einfachheit  und  Deutlichkeit  der  Darstel- 
lung, dem  Gegenstande  ganz  angemessene  *^trenguissenschaftliche 
Anordnung,  überhaupt  in  Bezug  auf  den  indemseihen  uns  in  sehr 
erfreulicher  Weise  (ihciall  cfjtffegen  tretenden  bissen  sc  hafUlcben 
Geist,  der  in  den  Lehrbüchern  der  Scbiffiahrtskunde  leider  nur  an 
olt  vermisst  wird    ,  endlich  in  Bezug  auf  höchst  rerstftndige 


*)  M.  8.7.  B.  A  roTiiplof  c  K  I»  i  torue  of  I'ractical  jXn^j^^H^^ 
^  r  .T.  W.  Noric.  Mf-Micn  in  L'ngliind  so  bcfK'!)!  ist,  dsi«  ihm  Schott  dl» 
f  i  f  £  c  c  n  t  h  f  r  e  r  «•  o  t  >  j)  e  )  d  i  t  i  o  '  f  t>  n  d  t»  n  1863)  ▼erliegt,  absff  is 
rter  Jliat  .  igentlich  die  ganzo  SchiilfaiirUkiiliiie  SQ  veRi|f  mehr  sl« 
eisern  bio««eii  Gedöchtaisakrsm  macht. 
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wabl  de«  praktisch  wirklich  Brauchbaren,  ein  geeigneterf«  Com- 

pendiuin  für   den  Unterricht  in  der  nautischen  Astronomie  ftttf 

iMarine- Akademieen  und  ähnlichen  Lehranstalten  nicht  zur  Seit« 
zu  stellen  wissen.  Freilich  abei  nimmt  liie^-er  Leitladen  auch  ein 
i^icuiliclies  IMaass  mathematischer  Vorkenntnisse  in  Anspruch,  in« 
dem  er  ausiser  einer  vollständigen  Kenntniss  der  sojrenannten  Ele- 
mentar-Mathematik  —  natürlich  und  bauptKächlich  ntit  Linschluss 
der  sphaiischen  Trigonometrie  —  auch  eine  genügende  Bekannt» 
schalt  mit  den  Anlaiig^^iri linden  der  Differentialrechnung  und  der 
Lehre  von  den  Kegelschnitten  voraussetzt,  woraus  zugleich  ein 
sicherer  Schluss  auf  die  Vortrefflichkeit  der  Lehranstalten,  wel- 
chen der  Herr  Verfasser  seine  Kräfte  in  erfreulichster  Weise 
widmet,  und  auf  die  tüchtijie  wissenschaftliche  —  theoretische  und 
praktis<:he  —  Bilduni;  der  kaiserl.  Osterreichischen  Marineoftiziere 
i^ezogen  werden  kann.  Uebriiiens  sind  im  Interesse  derjenigen 
nautischen  Lehranstalten,  welche  sich  dieses  Leitfadens  bedienen 
wollen  ,  aber  nur  ein  geringeres  Maass  mathematisrh^r  Vorkennt- 
nisse als  die  k.  Iv.  Marine- Akademie  zu  Triest  bei  ihren  /  is[lingen 
vorausszusetzen  sich  berechtigt  balttn  dürfen,  alle  diejenigen  Par- 
tieen  des  liuchs,  welche  dii^'  Ktiintoiss  der  Differentialrechnung, 
der  l^ebre  von  den  Kei;elschnilten ,  u.  s.  w.  in  Anspruch  nehmen, 
mit  kleinerer  Schrift  gedruckt,  und  rlie  ganze  Darstellung  ist  so 
gehalten  worden,  dass  alles  Oebrige  auch  ohne  diese,  höhere 
Kenntnisse  voraussetzenden,  T heile  des  Buchs  vollständig  ver- 
stämllich  ist,  so  wie  denn  überall,  wie  wir  schon  bemerkt  haben, 
der  Herr  Verfasser  sich  einer  möglichst  einfachen  und  leichten, 
ab«(  docb  üb^riiUatrengwissenfichaftlicbeii»  Darstellung  befleissigtbat. 

Um  iHin  noch  den  Inhalt  dieses  alleii  nautischen  Lehraoatalteil 
•ehr  zu  empfeblenden  Leitfadens  etwas  genauer  anzugehen,  be« 
merken  wir,  daaa  der  Herr  Verfasser  mit  einer  sehr  deutliche« 
Erläuterung  der  notbwendigsten  astronomischen  Lehren  —  natur« 
lieh  und  vorauglich  auch  der  verschiedenen  Arten  def  Zeit,  def 
Zeitgleiehiing  u  s.  w.  —  beginnt.  Hierauf  wendet  er  sich  au  ^d^r 
Einrichtung  und  dem  Gehrauch  der  Rphemeriden,  wobei  er  mit 
Recht  als  ein  in  Bezug  auf  Vollständig-kcit  und  praktiacbe  ZweclB> 
ngtiKaalgkett»  auch  nach  unserer  Meinnog,  noch  unöbertroffenos 
Muster  den  Nautical  Almanac  zu  Grunde  legt,  und  hierbei 
aagleicb  aubh  in  §.  23.  auf  S.  22  —  8.  26.  der  Theorie  der  Intes- 
pelation  ^eine  Aufmerksamkeit  widmet,  letsterea  in  «ehr  einfacher 
nnd  vemtändlicher  Weise*  Weil  nua  aUe  astronomische  Beoh- 
a^tniigen.  auf  der  See  hauptB&chJich  auf  Uöhenmeaamigep  der 
Gestirn  beruhen^  s»  iceideo  inn$chi$t  dio  machiedeDeo>  Com«»- 
ti«nmi:  EeTractH»,  Kinuatleie»  Patalhqje  (diese  lach  milBüchr 
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sieht  auf  die  s[>häroH]ische  (ipstalt  der  Frde)  and  Halbmesser, 
welche  aa  jeder  oomittelbar  gemessenen  Hübe,  bevor  sie  in  die 
Rechnarij»  ein^^eführt  werden  darf,  angehrticht  werden  müssen,  in 
einer  ffir  den  hier  beabsichtigten  Zweck  TuUlg  ausreichendeo  Welie 
deatllch  besprocben  nod  spiterbin  die  sor  UohenmewQng  erfor- 
derUcben  lostnimente,  haoptwüchlteh  der  Seitant  und  die  treff lieben 
pateetirteD  Pistor'seheD  Reflezions-lDiitrainente«  natflrlieli  mit 
besonderer  Rfieirsicbt  aaf  die  Fehler ,  denen  diepelben  unterwar- 
fen sind,  und  die  errordorlichen  Correctiouei) .  ihrer  !  iMichtuT)*» 
und  ihrem  (iebrauche  riiich  be^chriehen.  Sehr  z  \ :  (  Liii.'iseiig  hai 
der  flerr  \  erfasser  der  sorcinütiizen  tjetrachtKns:  des  \Tichtigen 
sphärischen  Dreieclcs  zwischen  Zenith,  Fol  und  Ge^tiru,  auf  wel- 
che« faat  alle  astronomischen  ßeobacbtungeo  znrückkoromen ,  and 
das  wir  selbst  daher  schon  Unsst  in  unseren  astronomischen  Vor- 
iesiingen»  in  Ecmangelnng  eines  besseren,  mit  dem  besonderen 
Namdn  des  charafcteristisehen  sphSrIschen  Dreiecks 
aosxnzeicbnen  uns  erlanbt  haben  <  —  gewiss  xom  grossen  Vor> 
dieil  Dir  seine  Schfifer,  ^  ein  besonderes  Kapitel  geividmet.  Dann 
folgeii  die  verschiedenen  Methoden  der  Zeitbestiramuni? :  A.  Ge- 
brauch der  Chronometer.  H.  Zeithestiinmuni?  durch  eine  einzelne 
Hübe.  €.  Zeithesfiniiuung  durch  correspondirende  Höhen;  und 
hierauf  die  verschiedenen,  iiir  den  Gebrauch  auf  der  8ee  zweck- 
mässigen Metboden  der  Breitenbestimmnng :  A.  durch  eine  Me- 
ridlanh&he;  B.  durch  Circuramendianhohen ;  C.  durch  zwei  Höhen 
ausser  dem  Meridian  und  die  Zwischenzeit  (Methoden  von  Dou- 
wes  und  Littrow,  mit  Riicksirht  auf  die  Veränderung  des  Orts 
des  segelnden  Schiffes  während  der  Zwischenzeit  der  Beobach- 
tungen); durch  den  Polarstern.  Hieran  schiiessen  sich»  in  natfir- 
lieber  organischer  Gliederung,  die  beiden  auf  der  See  vorzuLrs- 
weise  an\\ endbaren  Methoden  der  Längenhestiiiiiaan» :  A.  durch 
Chronometer;  H.  dureh  Monddi»>lanzen.  Zur  l^durtirni  der  Mond- 
distanzen  sind  ais  besonders  einfach  die  Methode  von  Hremiker 
(Astron.  Nachr.  Nr.  7iti.)  und  die  von  Witschell  gelehrt  worden» 
wobei  wir  jedoch  den  Wunsch  auszusprechen  nicht  unterlassen 
wollen y  dass  es  dem  Herrn  Verfasser  gefallen  haben  möchte,  die 
Bor  da' sehe  Metbode  nicht  ganz  zu  übergehen,  wenn  auch  nur 
Ihrer  historischen  MerkwQrdigkett  wegen,  da  sie,  —  zuerst  In- der 
für  die  Geschichte  der  nautischen  Astronomie  bHcbst  wichtigen 
Schrift:  Description  et  ttsage  du  cercle  de  reflexion  etc. 
Par  le  Chevalier  de  IJoida.  Paris.  1787.  4.  p.  76  -  p.  80. 
entwickelt,  —  sich  fast  in  aiien  sjfäteren  Lehrbüchern  der  Schiff- 
fahrtskutide  iiodet:  uohei  es  uns  aher  nicht  in  den  Sinn  kommeD 
kann,  dem  Herrn  Verfasser  wegen  dieser  Auslassung  einen  Vor- 
warf sQ  machen,  Indem  unsere  Meinung  nur  ist,  dass  manchen 
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Lehrern  an  nautischen  Lehranstalten  die  Aufnahme  auch  dieser 
Methode  annfcnehm  gewesen  sein  wiirde.  f)en  ßeschiuss  deg 
Buchs  mar  heil  die  Bestininiunüf  der  \  ariation  des  Kumpasses,  wo- 
bei wir  lür  ^verjiiTPr  kundige  Leser  heinerken ,  dass  der  Schiffer 
das  Variation  nennt,  was  man  sonst  mit  dem  Namen  der  Decli- 
nation  oder  Abweichung  der  Magnetnadel  zu  bezeichnen  pflegt; 
endlich  das  Hauptsächlichste  über  Ebbe  und  Fluth,  die  für  den 
Schiffer  so  wichtige  Be«tiiDiDnng  der  Hafenzeit,  d.  b.  der  Zeit, 
om  welche  an  einem  gegebenen  Orte  an  den  Neu-  und  Voll* 
mondstagen  die  Floth  später  eintritt,  als  der  Meridiandorchgang 
des  Monds  an  diesem  Orte,  so  wie  Oberhaupt  alles  Dasjenige, 
was  in  dieser  Beziehung  ftir  die  SchlffTahrt  von  Bedeutung  ist. 
Alle  vorgetragenen  theoretischen  Lehren  sind  durch  vollständig 
ausgereehnete  Beispiele  genügend  eriKutert  worden. 

Man  wird  aus  dem  Vorhergebenden  entnehmen,  dass  in  ciem 
vorliegenden,  in  jeder  Beziehung,  auch  in  Rücksicht  auf  seine 
Susniere  Ausstattung,  sehr  ansprechenden  und  zweckmässigen 
Buche,  welches  wir  als  Leitfaden  für  den  Unterricht  in  der  nau* 
tischen  A«stronomie  sehr  geeignet  und  für  einen  Beweis  von  der 
Vortrefflichkeit  der  Lehranstalt«  ßlr  welche  es  vorzugsweise  be- 
stunmt  Ist,  überhaupt  för  ein  erfreuliches  Zeichen  der  Zeit  hal- 
ten. Nichts  fibergangen  Ist,  was  för  den  betreffenden  Unterriebt 
irgend  von  Bedeutung  sein  kann,  weshalb  wir  nur  unserer  voll- 
kommensten  Ueberzeugung  folgen,  wenn  wir  dasselbe  nochmals 
allen  Lehrern  der  Nautik  zur  sorgllltigsten  Beachtung  empfehlen. 

Aber  Etwas,  nnd  zwar  etwas  sehr  W  ichtiges,  rnttchte  auf 
den  ersten  AnWelc  doch  mancher  Lehrer  der  nautischen 
Astronomie  in  diesem  Leitfaden  ve/mis^en.  Es  ist  nfimlich  allge- 
mein gewr>hnlich  geworden,  den  Lehrbficbern  der  Navlgiktlon  eine 
grossere  oder  geringere  Anzahl  nautischer  Tafeln  belsufÖgen* 
Dies  hat  unser  Herr  Verfasser  unterlassen«  und  zwar  nach  unse- 
rer Meinung  mit  vollstem  Rechte.  Denn  erstens  gehören  diese 
Tafeln  an  sich  niyht  in  das  Lehrbuch,  und  es  wird  sowohl  der 
Gebrauch  des  Lehrbuchs  durch  die  angehhngtcn  Tafeln,  als  noch 
viehnehr  der  Gebrauch  der  Tafeln  durch  das  den£icii)en  voran- 
gehende Lehrbuch,  wegen  des  srossen  ümfangs,  den  das  Buch 
durch  diese  Verbindung  riothweritiii^  erhalten  muss,  «ehr  unbe(|uem 
jjemacht.  Zweitens  aber,  und  das  ist  in  diesem  Falle  die  Haupt- 
sache, lag  dem  Herrn  Verfasser  bei  Abfassung  seines  Leitfadens 
eme  treffliche  iSanimInng  nautischer  Tafeln  schon  vor,  die  er  mei- 
nem Buche  in  zweckniässigster  Weise  zu  Grunde  legen ,  an  welche 
er  das  Lehrbuch  anschliessen  konnte,  was  er  auch  in  der  Vor- 
rede besonders  zu  bemerken  nicht  unterlassen  hat   Hierin 'iftden 
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wir  aioe  aalMclw  VetsolasMiiK»  mit  der  vamIMieiito  Amif^ 
Sa  Aaieiga  de«  felgendo»  Werli«  wa  vorbbden: 

Nmvlitfcli«  Tafelo,  der  Kriei^smarina  gawidniet 
Triaat.  im.  m 

Wenn  auch  der  hohe  Hprausgeher  dieser  in  jeder  Üeziehimg 
trefflichen  und  anseezeirhncfrn  Tafeln  Sich  auf  dem  Titel  nicht 
genaiiiit  liat,  so  ulaubi  ii  wirdixh,  da  die  Sache  in  ojjterreirhischen 
ZeituiJü*^ri  offen  besprochen  wonlei!  isf,  die  schuldij^e  Hcsrheidenheit 
und  Ebr(;i Iiietuns  nicht  zu  verlet/eti,  wenn  wir  d<"n  Xanien  desselben 
hier  nicht  verschueiü'  it.  her  If rraiis«reher  dieser  Tafeln,  welche 
alle  Ofliziere  der  k.  k.  österrt  icliischen  Kriegsmarine  als  Geschenk 
arbalten»  ist  Seine  kaiserl.  kr»ni<;l.  Hoheit,  der  Durch- 
lanchtigste  Herr  Erzherzot;  Ferdinand  Maximilian  von 
Oenterr eich,  der  Bruder  Seiner  Majestät  de«  jetzt  rentierenden 
Katsers  von  Oesterreich,  welcher  in  der  k.  k.  österreichischen 
Marine  den  Rang  eines  Fregatten- Kapital ns  bekleidet.  Möchte 
aa  aack  in  diesem  Falle  fast  unbescheiden  erscbeioen»  über  das 
▼orliaiitende  Werk  ein  Urtheil  abzugeben  nnd  näb«ir  sa  begründeot 
9B  können  wir  uni^  doch  nicht  versagen»  hier  aaaauAepraQlm*  me 
aebr  aieb  jedes  deutsche  Herz  erhoben  fühlen  rou.ss,  wenn  es  bei 
Personen,  welche  die  Vorsehung  auf  den  höchsten  Gipfel  der 
Macht  und  der  Ehre  geatellt  hatj  eine  so  tiefe  theoretische  und 
praktlaebe  Kaantniss  eiaea  wiaaenfchartiichen  oder  tacbnischen 
Facha»  ao  fialeo  Eifer  für  dessen  allseitii^e  Forderung  erblickt, 
wie  aus  dem  una  vorliegendea  obigen  Buche  in  deutlicbater  Weise 
bcsrvorleuebten« 

üiese,  ir»  kleinem,  f/ir  ihren  Z^^vck  äusserst  bequemem  For- 
mat gedrucktef»  Tafel:i  fiaben  folgenden  Inhalt:  I.  Logarithmen 
der  Zahlen.  Diese  TaU  In  erstrecken  sich ,  natürlich  mit  Einschluss 
der  nrdhijijen  l^rojn  rli<»tjalth<jlie,  von  j  bis  lÜOOO.  H.  Loirarith- 
raeo  der  Sinns,  (  o-lnus,  1  an^enten  uiul  Cotangenten  von  iMinute 
zu  Minute.  —  Hie  Loi^ai  Uhnien  in  diesen  i)eideo  Talein  ^ind  fünf- 
steliige  uu(i  die  Tafeln  seihst  sind  äusserst  einfach  und  bequem 
eincerirhtet,  so  dass  sie  auch  liei  aftdern  als  nautisch-astronomi 
Kchen  IJf'chnnngen  sehr  vortheilhafte  An\v<  luluiig  finden  ktMim  rj, 
indem  es  Lirisrst  anerkannt  ist,  dass  tiinlstellige  Logarithnien  iur 
nautische  und  au(  ik  tiir  viele  nmiore  Zwecke,  vftllstfindip;  ausreichend 
sind  und  besondei  >  r>cquemlichkeit  gewähren.  Die  meisten  an- 
4eren  nautischen  Talelii  enthalten,  nm  den  Schiffern  die  Kenntal^ 
der  Kech mint;  mit  Logarithmen  zu  erspared,  auch  die  sogenannten 
natürlichen  Linien;  das^  diese  hier  ganz  weggelassen  werden 
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Vörbildung  der  Offiziere  der  k.  k.  österr^icbisctien  Matine.   III.  Ver- 
wandlung der  mUfieren  Zeit  in  Stemzeit.   IV.  Verwaiidlunsr  dier 
Sternzeit  in  mittiere  Zeit.    V.  Verwandiun«:  des  Bogenn  in  Zeit. 
VI.  Verwandlung  der  Zeit  in  Bogen.   VII.  Winkel  der  Compasfu 
striche  mit  dem  Meridiane.    VIIL  öreitenuntcrschiede  und  Ab- 
u  (  ichungen  nach  »Strichen.    IX.  Verwandlung  der  Abweichung  in 
Läogenunterschied.    X.  Veri^rüööertf  breiten.    XI.  Mittlere  Re- 
fraction.  XM.  Currectiou  der  Refraction  tür  Temperatur.  XIII.  Cor- 
rection  der  liefraction  für  Barometerstand.    XIV.  Halbmesser  und 
Hohen [Kuallaxe  der  Sonne.    XV.  Kimmtiefe.    XVI.  Logarithmen 
für  correspondirende  Sonnenhöben.    XVII.  Zur  Reduction  auf  den 
Meridian.     XVUI.    Breitenbestimmung    durch    den  Polarstern. 
XIX.  Vergrüsserung  des  3Iondha!bmessers    XX.  Verkürzung  des 
verticalen  Hathnies«er!<i.    XXI.  \  erLürzung  des  schrägen  Halbmes- 
sers.    XXII.    rorri'ction    der  Horizontal  -  Parallaxe   des  Mondes 
wegen  Abplattung  der  Erde.    XXiil.  Unters*  iiietl  de^r  geographi- 
schen   und   geocenfrisrlien    l>r(  ite.     XXIV.   Hrdienparallaxe  des 
Mondes.    XXV.  Erste  Verbesserung  der  durch  Approximation  be- 
rechneten wahren  Monddi-stanz.    XXVI.  Zweite  Verbesserung  dei 
durch  Approximation  berechneten  wahren  Monddistanz.  XXVII.  Halbe 
Tag- und  Nachtbogen.  XXVIII.  A.Morgen- und  Abendweiten.  B.Cor- 
rection  der  Morgen- and  Abend  weiten  wegen  Refraction  und  Kimmtiefe: 
XXIX.  Zeitgleichung  im  mittleren  Mittage.    XXX.  Mittlere  Ree 
tascenston  der  Sonne.   XXXI.  Declination  der  Sonne.  XXXII. 
Halbmonatliche  Ungleichheit  der  Zeit  des  hohen  Wassers.  XXXIIL 
Breite  und  Länge  der  vorzüglichsten  Seestädte  und  Landspitzen» 
Hafenzeiten  und  Höbe  der  Springfluthen.    XXXIT.  Vergleichung 
einiger  Längenniaasse.   Anhang.   Kurze  Anleitung  zur  Anfliteung 
der  wichtigsten  nautischen  Aufgaben. 

Eine  sehr  deutlichr  Erklärung  der  Tafeln,  in  welcher  auch 
die  Formeln,  auf  die  ihre  Berechnung  äich  gründet»  angegeben 
werden y  ist  deuselbeu  vorangescbickt. 

Jeder  Knadige  sieht  auf  den  ersten  Blick,  nH  weldier  Vell* 
stiüidigkeit«  Umsiebt  and  tiefen  Kenntiiiss  des  praktieeben  He- 
dOrfnlseee  in  diesen  schSnen  Tafeln  •  —  die  selbst  den  Crebrauch 
einer  Epbemeride  zum  Tbeil  entbehrlich  machen,  ja  auch  bei 
nidit  bloss  ffir  das  naotisehe  Bedflrfniss  angestellten  astronomi- 
echen  Beobaebtongen  mit  Nutzen  gebraucht  werden  können,  — 
ohne  ^r  den  Kreis  des  wirkllcb  Anwendbaren  und  Anwendung 
Findenden  hinauszugeben.  Alles  zusammengestellt  ist,  was  dem 
See&hrer  irgend  erwansebt  sefai  kann,  und  wir  wüssten  in  der 
Tliat,  um  sieb  eme  grfindli<Ae  wissenschaftliche  Kenntniss  der 
mwtlecheB  Aslieiioiiie,  fai  theoretischer  und  praktischer  Kücksicbt, 
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tn  erwerben»  keine  bessern  Uäl&niUtel  em^eblen,  als  d« 
obigen  Leitfaden  der  nantiechen  Astronomie  und  diese  ausgezeich- 
neten Tafeln. 

Gaoz  besondere  Freude  macht  es  uns  im  Interesse  unserer 
Leser  endlich,  diese  Anzeige  mit  den  folgenden  Worten  des  Herrn 
Verfassers  des  Leitfadens  für  den  Unterricht  in  der  Nai* 
tischen  Astronomie  aus  der  Vorrede  zu  demselben  schlief 
sen  zn  können:  ,»Die  im  Texte  dtirten  Nummern  der  Tafeln  be- 
stehen sich  auf  das  Werk:  9,,, Nautische  Tafeln,  der  k.  k. 
Kriegsmarine  gewidmet welches  sich  in  den  HlndeD 
aller  Offiziere,  Cadetten  und  Zöglinge  der  k.  k.  Kriegsmarine  be- 
findet Durch  die  hohe  Gnade  des  Herausgebers  jener  Tafeln  bb 
ich  in  die  Lage  gesetzt,  auch  denjenigen  Lesern  des  Leitfadens, 
welche  die  Talein  noch  nicht  liesitzen,  dieselben  unentf^eltlich  zu 
veiabtulsenj  wenn  sie  sich  durch  ihre  ßuchhaudlung  an  mich  ^ven- 
den  wollen." 

Mögen  diese  Werke  den  von  ihren  Herausgebern  beabflich- 
tigten  Nntxen  Im  vollsten  Maasse  und  in  den  weitesten  Kreisen 
stiften ! 
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Literarischer  Bericht 

LXXXVL 


Geschichte  und  Literatur  der  Mathematik  und 

PhysiL 

Almaiiach  der  Kaiserlichen  Akademie  der  Wisseo- 
sc  halten  (zu  Wien).  Dritter  Jahrgans:.  1853. —  Vierter 
Jahrgang.  1854.   Aus  der  k.  k.  Hof-  u nd  Staatsdruc kerei. 

Die  beiden  ersten  Jahrgänge  dieses  Almanaclis  sind  im  Lite- 
rarischen Bericht  Nr.  LXVIIL  S.  873.  und  Nr.  LXXVIL  S.  961. 
angezeigt  worden.  So  wie  jene  beiden  ersten  Jahrginge  enthattan 
auch  diese  beiden  nenen  Jahrginge,  nasser  den  an  sich  interes* 
santen  Nachrichten  Qber  die  k*  k*  Akademie  der  Wissenschaften» 
reichhaltige  Beiträge  zur  mathematischen  und  natnrwissenschaft- 
lieben  Literatur  y  nnd  verdienen  in  dieser  Beziehung  jedenfalb 
sorgföltige  Beacbtiing*  Ferner  enthalt  der  Jahrgang  1853  dnen 
in  teressanten  Aufsatz  des  Herrn  Professor  Krell:  mDi«  Meteore- 
logle  tn  Oesterreich'%  so  wie,  neben  den  Verzeichnissen  der 
Schriften  anderer  Mitglieder  der  Akademie,  auch  ein  Tollständiges 
Verzelchniss  aller  Werke  und  Abhandinngen  Le'opold  Bnch's.  — 
Jahrgang  1854  enthält  einen  schonen  Vortrag  Sr.Ezcell.  desHm.Mlnto 
stets  T.  Baumgartner:  „Ueber  die  Wissenschaften  des 
Geistes  und  deren  Verhftitniss  zn  den  Wissenschaften 
derNatar;  femer  eine  sehr  interessante  Rede  des  Herrn  Pro- 
feaeor  Ungar:  ,«Die  Pflanze  und  die  Luft"  nnd  den  sehr 
Msfllhrlichen  Bericht  des  General  Sekiet&ra  der  AkadaBde,  des 
BemProf.  Dr.  Antoa  SahrSttar,  flbar  db  Wlrkaaaikalt  dar 
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Kaiserlichen  Akademie  der  Wissenschatten  und  dicio 
derselben  seit  ^30.  Mai  1852  vor  sich  geganc^enen  Ver- 
ändern n  gen,  welcher  von  den  Arbeiten  der  Kaiserlichen  Aka- 
demie ein  höchst  erfreuliches  Hild  liefert  und  deutlich  zeigt,  wio 
kräftig  und  eifrig  durch  dieselbe  seit  der  Zeit  ihrer  Gründung  die 
Wissenschaften  nach  den  verschiedensten  Richtungen  hin  geför- 
dert worden  sind.  Wir  empfehlen  diese  Almanache  wegen  ihres 
mehrfach  mteressaoten  Inhalts  nochmals  der  Beachtung  oosei^r  Leser. 

In  den  Gelehrten  Anzeigen,  h e ra u s ge ge l> en  von  Mit- 
glied ern  d  er  Kün.  bayerischen  Akademie  der  Wissen- 
schaften. 1853.  Nr.  f)8..  Nr.  na  und  Nr.  70.  ist  die  Rede  ab- 
gedruckt, welche  der  Vorstand  der  Kun.  Akademie,  Herr  Geheime 
Rath  V.  Thiers ch,  am  26sten  November  zur  Vorfeier  des  auf 
den  28steit  November  fallenden  Geburtstages  Sr.  Majestät  des 
Königs  von  Bayern  gehalten  hat  In  dieser  sehr  schönen  Rede, 
welche  den  vielfachen  Schutz  und  die  Furdemng,  die  des  Königs 
▼on  Bayern  Majestät  den  Wissenschaften  in  grossartigster  Weise 
tu  Theil  werden  lassen,  hi  wflrdigster  Weise  schildert,  werden 
auch  die  wissenschaftlichen  und  sonstigen  Verdienste  des  jüogst 
▼erstorbenen  Dominique  Fran^ois  Jean  Arago»  geboren  in 
der  Nähe  von  Perpignan  am  26.  Februar  1786,  zvrar  kurz,  aber 
doch  in  so  interessanter  Weise  geschildert,  dass  wir  unsere  Le- 
aer darauf  hinzuweisen  nicht  unterlassen  können* 

In  den  Unterhaltungen  für  Dilettanten  tind  Freunde 
der  Astronomie,  Geographie  und  Meteorologie,  heraus- 
gegeben von  Dr.  G.  A.  Jahn.  Jahrgang  1853.  Nr.  19.  20* 
21»  22.  24.  20.  27.  28.  31.  35.  38.  39.  40.  43.  44.  findet  man  eine 
ausführliche  Leliensbeschreibung  des  der  Wissenschaft  leider  in 
frdh  entrissenen  trefflichen  Jos.  Jloh.  v.  Littrow,  auf  welche 
wb  unsere  Leser  aufmerlseam  machen.  Dieselbe  ist  ein  Auszug 
aus  der  von  Herrn  Director  C.  L.  T.  iiittrow  in  Wien  Terfass- 
ten  Lebensbeschreibung  seines  Tersloiiienen  Vaters»  die  sich  in 
IIL  Bande  von  »J.  J.  Littrow'a  vermischten  feichriftes. 
Stuttgart  1846."  findet. 


Arithmetik. 

» 

Die  unbestimmte  Analytik.  Von  Doctor  Hermann 
Scheffler.  Erste  Abtheilung.  1  Rtlr.  15  Sgr.  Zweite 
Abtheilnng.  1  Thir.  10  Sgr.   Hannover.  Helwing.  1854.  8. 
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Der  Herr  Verfasser  hat  in  dit'^em  eiDpfehlenswerthen  Werke 
die  unbestininite  Analytik'  mit  Eins(:hlu.s8  der  Theotie  der  Zahlen 
einer   neuen   Beh(iTu)hiii^  untern  orten,    insbesoudere  eio  neue8 
Lehrbuch  dieses  iiiteiess<inlen  Theils  der  reinen  Mathematik  ge- 
liefert, weirfics  auch  an  eii^enthümlichen  l  ntersuchuiigen  nicht 
arm  ist,   i-nd  dadurch  einen  neuen  erlreulichen  Beweis  von  dem 
schon  bei  verschiedenen  anderen  Uutersuchuiii^en  bewährten  Scharf- 
sinne dos  Flerrn  Vcrfassors  liefert.    Die  lünf  ersten  Abschnitte 
enthalten  den  mehr  elementaren  Theil  und  sind  in  der  ersten  Ab- 
theilung zusammengefasst  worden,  welche  auch  für  sich  verk?»uf- 
lich  ist,  was  jedenfalls  der  zn  wünschenden  weiteren  Vt  tiireittini^ 
des  Werkes  eehr  lr»rderli«.'h   sein  wird.    Die  zweite  Aiitlieiliine 
enthalt  den  höheren  Thcü,   hauptsfit  blich  die  eigentliche  Zahlen 
lehre  odfer  Theorie  der  Zahlen.    Ausser  diesem  alliremeinen  Ur- 
theile  müssen  wir  uns  leider  mit  der  folgenden  Angabe  des  Haupt- 
inhalts begnügen :    I.  Endliche  KettcnhrCiche.   Ii.  Auf  losung  der 
unbestimmten  Gleichungen  vom  ersten  Grade  mit  ganzen  Zahlen. 
III.  Theorie  der  Ungleichheiten  vom  ersten  Grade.    IV.  Unend« 
liehe  periodische  Kettenhriiche.    V.  Anflüsung  der  unbestimmten 
Oleicbanji^en  vom  zweiten  Grade  mit  zwei  Unbekannten  in  ganzen 
Zahleo.  VL  Die  Congraenz  der  Zahlen.    Ml.  Auflösung  I)  der 
bomogeoen  GleichiiDgen  vom  zweiten  Cirade  mit  drei  Unbekann« 
ten  sowohl  in  gaoxoii«  wie  io  rationalen  Zahlen  und  2)  der  allge- 
nelnea  Gleichungen  vom  zw  eiten  Grade  ttiit  sirei  Unbekaniiteii  ia 
rationales   Zahlen.    Vill.  Aligemeine  Gleichung^en  vodi  zweites 
Grade  mit  drei  und  mehr  Ui'ibe(cannten.   IX.  Komplexe  Zahlen 
VDd  die-idarans-  gebildeten  Kettenbruche  und  unbestimmten  Glei» 
diungeD  vom  erstell  Grade.   X.  Unendliclie  Ketten bruche,  unbe- 
etianite  Gleichungen  vom  zweiten  Grade  und  Grandlefaveo  der 
Kongmena  in  komplexen  Zahlen. 

Es  tlMit  «na  leid,  den  Inhalt  nickt  noch  näher  angeben  an 
können«  wen  eben  wegen  seiner  grosnen  Relebbaltigkelt  in  den 
einnelnen  Tbeilen  nnmöglidi  ist  Wir  empfehlen  daa^Queh  aecb» 
inde- sorgfältiger  ßeacfatnng  und  sind  der  Melnnng,  dann  •ea  jeCat 
Wu  geeignetere«  Halfenuttel  als  daa  vorliegende  Bucbgiebt,  wenn 
Mn  eieb  eine  niöglicbst  streng  syetematische  Uebersiebt  der  ge- 
aammten  nnbeetiaunten  Analytik  und  Zablnnlebre  naeh  ibrem  neue- 
ren Znstande  veracbaffen  will,  da  die  Untersnchiingen  fiber  diesen 
wichtigen  Tbeil  der  Aoalyals^  in  einer  grossen  Menge  ^seiner 
Abhandlungen  zerstreot  sind.  Mag  dem  Herrn  Verfasser  aitcb 
vielleicht  Einiges  entgangen  aein,  so  wird  man  ibm  dl^balb  eben 
wegen  der  grossen  Menge  noch  irereinaelt  dastebender  Untersncbon- 
gen  einen  Vorwurf  zu  machen  nicht  geeeigt  sein.  MOge  das  Werk 
also,  insbesondere  als  Lebrbncb,  di^  verdiei^e  Pe^cbiung  ^ep. 
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Die  raerk^f  ürciiseri  E  i  2  e  tj  >  c  ha  f  te  n  der  Pvtba<»ori- 
•eben  Zahlen,  ihr  Biidiinesgesetz  un^i  ihr  Gebranefc 
in  der  aBbestiamtea  Aaalviil^.  Vor  ( .  A.  HT.  Berkhav« 
Oberlehrer  am  Gvmoasio  SB  Blrnnkeabar^.  Eislcbes. 
Reichardt.  ]»3L  «.  10  Sgr. 

Zahleri  a,  6,  welch*-  f?pr  BediDSuoe  fl*  +  6*=c*  benagen, 
BOiDt  der  Herr  Verfasser  pyibagori^cbe  Zahiea«  oad  mit  dm 
flcfcsfleo  dieser  Zahlen  bescbift^t  ^ich  da^:  von  ans  mit  Vi 
gm  gelei«iie  Scbriftcben,  in  nelcbem  der  Herr  TerlksMr 
Gegenstand  mit  Liebe  oad  Soigfalt  io  gui  ctenenümr  Weiee  ^ 
«ad  eine  andere  war  ja  bier  aneb  gar  nicht  aogebraeht  —  behaii- 
delt  hat,  Wir  sind  der  Meinnog,  das«  die  in  diesem  Schriitcheo 
bevrieseneD  iSifze  und  ao^eiSsten  Aufgaben ,  v\>  nn  dies^^lbeii  auch 
nicht  s.'iijiriiüich  neu  mwi,  manches  lotere<«saiite  «larbieten  .  HOfi 
DamfMjtlich  auf  h  auf  S«  hul'.  n  sehr  eckiiiä^^i«  bei  dem  Uater* 
richte-  in  tler  Ali^ehra  mul  ijril>estiniiuleii  Analytik  als  üebuiigen 
di^r  Schüler  benutzl  ^verüeii  kütkneEi,  aus  nelchem  Gronde  wir 
baupti»i€falk'h  da>  Schrifitcheo  der  Aufmerksauikeit  der  Ijehrer  a» 
lioberen  Unterricbtsanstalten  um  so  Heber  empfehlen,  je  mehr  nicb 
dcigielcben  kleine  Schriften  uttmrn  der  Beaehtnng  an  entxiehen  pflege 

Sammlfins  von  Formeln,  Aufgaben  und  Bei^ipieiea 
aus  der  Arithmetik  und  Algebra  nebst  vier  Tat'elo  über 
die  V  ergleicbung  der  vorzüglichsten  Maas8e»  Gewichte 
nod  kifiozen  mit  den  österreichischen  und  fransvsi- 
sehen.  Herausgegeben  von  Dr.  Joseph  Salomoo,  5.  0. 
Professor  am  k.  k*  polytechnischen  iostitute  an  Wien. 
Vierte  verbesserte  und  vermehrte  Auflage.  Wies. 
Gerold.  1833.  8.  1  Rtblr.  15  Sgr. 

Da  diese  verdienstliche,  sehr  reichhaltige  Aufgabensammlnng 
fängst  von  der  vortheilhaf testen  Seite  bekannt  und  vielfach  in  Ge- 
brauch Ist,  so  elsuben  wir  uns  bier  mit  der  Anzeige  von  dem  Er- 
scheinen einer  vierten  Auflage,  an  der  vrir  dem  vielfach  verdienten 
Berrn  Verfasser  von  Herzen  GiGck  «rflnschen,  begnügen  zn  ken- 
nen. Möge  dieselbe  noch  lange  fortfahren,  zur  Forderung  des 
matbematiscben  Unterrichts  auf  b«>beren  Lehranstalten  beizutragen! 

Aufsahen  aus  der  I)  i  f  te  r  e  n  z  i  a  !  -  und  integral'Rech- 
nT7n<y  nebst  den  dazu  gehörigen  Autlösungen  von  James 
Haddon  und  James  Hann,  Lehrern  der  Mathematik  an 
der  King's  College  School  in  London.  Aus  dem  Eng* 
llschen  übersetzt  von  Herrmann  Breithaupt.  Mit  einem 
Vorwort  von  Jullv«  Welsbach.  Freiber-  Wolf.  1854.  8. 
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Die  vor  um  liegeDde  emt^  Abthetlnng  hat  auch  den  beson- 
deren Titel: 

Aufgaben  aus  der  Differeniial-RechnuDg  nebst  den 
dazu  gehörigen  AuflOsuDgeo  von  James  UaddoD.  Mit 
4  Figurentafelo.  Freiberg.  Wolf.  20  Sgr. 

Diese  Aufgabensammlung  enthalt,  wie  .sich  bei  einem  engli- 
schen Buche  von  vorn  herein  erwarten  Hess,  besonders  viele  Auf- 
gaben zu  der  Lehre  von  den  Maxiniis  und  IVJininiis  und  zu  der 
Lehre  von  den  Curven,  überhaupt  vorzugsweise  geometrische  Auf- 
gaben. Die  reine  Differentialrechnung  ist  eher  dürftig  als  reich 
bedacht.  Auf  Seite  21.  ist  der  allgemeine  Ausdruck  des  Restes 
der  Taylor'schen  Reihe  zwar  angegeben  (bei  dem  Maclaurin- 
sehen  Sat/.e,  Seite  24.,  fehlt  er),  aber  Beispiele  (lir  dieBeurthei* 
lung  der  GrOsse  des  Restes  in  besonderen  Fallen,  die  bei  dem 
gegenwärtigen  Zustande  der  höheren  Analysis  nach  unserer  An- 
sicht von  so  grosser  Bedeutung  sind«  finden  wir  nicht;  vielmehr 
sind  die  Reihenentwickelungen  nur  in  der  gewöhnlichen  alten  un- 
vollständigen Weise  ausgeführt,  und  äber  die  Convergenz  und  Di* 
▼ergen7.  der  Reihen  findet  sieb,  so  weit  unsere  nur  flüchtige 
Durehsicht  reicht»  nirgends  ein  Wort.  Wir  glauben  uns  daher 
mit  der  Anzeige  der  Existenz  dieses  Buchs  begnügen  zn  können; 
sti^d  es  nicht  vielleicht  die  allerdings  in  ziemlich  grosser  Anzahl 
vorkommenden  geometrischen  Aufgaben,  welche  die  Veranlassnog 
zu  der  Uebertraguog  desselben  auf  deutschen  Boden  gegeben 
haben,  oder  etwa  der  Grund»  dase  man  eigentlich  überhaupt  nicht 
genug  solehe  Aufgabensammlungen  haben  kann:  so  wissen  wir 
uns,  hei  den  schon  vorhandenen»  in  mehrfacher  Beziehung  aasge* 

'  zeichneten  Aufgabensammlungen  von  Sohncke»  Rogner  ilA. 
keine  rechte  Veranlassung  zu  dieser  Uebersetzung  za  denken. 

'  Wahrscheinlich  wird  uns  aber  darCber  Berr  Julius  Weis b ach 
in  seiner  bd  der  zweiten  Abtfaeiiung  zu  erwartenden»  unzweifel- 
hall  sehr  lehrreichen  Vorrede»  vielleicht  gar  mit  besonders  dan- 
kenswerther  Rficksicht  aof  die  ans  seinen  Grundlehren  der 
höheren  Analysis.  Braun  schweig.  1849.  hervorgehenden 
Ansichten  fiber  wahre  mathematische  Strenge  und  Evidenz»  die 
jedoch  wohl  schwerlich  den  Restbetrachtungen  in  der  Differential- 
rechnung, die  wir  nun  einmal  unbedingt  fBr  den  wesentlichsten 
Theil  der  neueren  Differentialrechnung  halten»  Gnade  za  Theü 
werden  hissen  dfirften,  genügende  Auskunft  geben»  bis  zu  deren 
Erscheinen  wir  daher  unser  unmaassgebllches  Urthell  mit  gewohn- 
ter Bescheidenheit  zurückhalten  wollen. 
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Geometrie. 

Unter  dem  Titel:  »»Elementare  und  analytische  Ee- 
faaodluDg  der  Teraehiedenen  Gycloiden  u.  0.  ir.  iat  von 
dem  Dlrector  derProvtnzial-GefFerbeeelitile  «u  Hagen ^  Dr.  Zehma» 

.  bei  Juliiia  Bftdeker^  (Iserlohn  und  Elberfeld)  ein  kleines  Bndi 
erschienen,  welches  den  Freunden  der  MatbemaHk  empfohlen  an 
trerden  yerdient  Der  Verfasser  nennt  wohl  mit  Recht  eine  spe- 
clelle  Behandlang  der  Cycloiden»  deren  Bedeutung  und  Wichüg^ 
keit  in  der  Technik  bekannt  sind,  ein  didaktisches  Beddrfoiss  fär 
technische  Sdiulen.  Allerdings  wird  Jeder>  der  die  Eigenscbaften 
dieser  Curven  studirt  hat,  sich  leichter  in  viele  technische  Arbd- 
ten  und  Constructionen  hineinfinden,  deren  Begründung  ihm  sonst 
fehlen  wfirde.  Hieran  kommt,  dass  die  technischen  Lehrbficher 
viele  Constmctionen  angeben,  ohne  nur  eine  derselben  elementar 
2a  begründen.  Daher  mnss  die  Erläuterung  der  Eigenschaften  der 
Gycloiden  in  synthetischem  Zusammenhange  wohl  als  Bediirfnisa^ 
namentlich  för  technische  Schulen  anerkannt  werden.  Auch  io 
anderer  Beziehung.  dOrfte  das  Buch  von  Nutzen  sein.  Auf  unse- 
ren Gewerbeschulen  werden  die  Kegelschnitte  gelehrt»  sie  bilden 
eine  specteile  Klasse  von  Curven,  die  an  ihnen  aunretenden  Krum- 
mungskrelse,  Evoluten  und  Evolventen  hingegen  haben  eine  allge- 

'  meine  Bedeutung.  Wegen  des  Mangels  analytischer  Vorbildung 
der  SchOler  ist  es  sicher  wCinschenswerth ,  dass  die  Begriffe  letz- 
terer Curven  an  einzelnen  Beispielen  festgestellt  werden»  und  da 
kann  man  kein  besseres  wählen ,  als  die  Gycloiden ,  wie  uns  der 
Verfasser  dureli  die  elementare  Behandlung  derselben  zeigt  So 
hat  die  Curvenbehaodlung  auf  elementaren  technischen  Schulen 
durch  das  Bueli  oiiu»  l'>\\  eiterung  und  Verallgemeinerung  erhal- 
ten. Die  Art  und  Weise  der  Behandlung  ist  al^s  eine  durchaus 
^elun^ene  zu  bezeichnen,  in  welcher  Beziehung  wir  namentlich 
auf  die  eigenthuniliche  Beweisfiihruog  zu  den  tJJ.  II.,  ^L,  -ir».  und 
27.  aufmerksam  machen.  Den  Inhalt  betreffend,  so  sclielnt  sich 
neben  Bekanntem  auch  manches  Neue  zu  tindtn,  z.  B.  die  har- 
monischen Beziehungen  der  Evolute  zur  Curve,  die  einfache  Con- 
struction  des  Kru'niniungsmitteljmnktes  der  Epi-  und  Hypocycloi» 
den  u.  dgl.  Haben  wir  bisher  hauptsächlich  auf  den  elementaren 
Theil  des  Buches  Rücksicht  genonunen,  so  tindeu  wir  die  Ad- 
reihung  des  zweiten  analytischen  Theiles  keineswegs  unangemes- 
sen, da  es  namentlich  fTir  Anf^incer  von  Interesse  und  Nutzen 
sein  Miuss,  zwei  voHkoiiiitien  [jurallel  gehende  Behandlungsvvei{>eö 
desselben  Gegenstandrs  zur  Vergieichung  nebeu  einander  zu  babea> 
Die  Ausstattung  kauu  eine  trefflich^  geuanot  werden. 
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Astronomie* 

Wunder  des  Himmela  oder  gemeinfaeBlIche  Dar« 
atelluDg  des  Weltsystems.  Vod  J.  J.  Littrow*  Vierte 
Auflage.  Nach  dem  nenestes  Zustande  der  Wissen- 
schaft bearbeitet  yon  Carl  von  Littrovr»  Director  der 
k.  k.  Sternnrarte  au  Wien.  Sechste  Lieferung.  Stntt» 
gart.  Hoffmann.  8. 

DiS  fünf  ersten  Lieferungen  dieses  Werks  sind  im  Literari« 
sehen  Berichte  Nr.  LXXIV.»  Nr.  LXXVIII.  umi  Nr.  LXXXUL 
angezeigt  worden.  Diese  sechste  Lieferung  bildet  den  Scblass 
des  \^'e^kes  und  enthlüt  die  schon  in  der  fünften  Lieferung,  als 
vierten  Theil  der  gesammten  Astronomie,  begonnene  Beobach- 
tende Astronomie,  also  hauptsächlich  die  Beschreibung  und 
den  Gebrauch  der  astronomiscbeo  Instrumente  und  die  Darstellung 
der  Terscbiedenen  Beobachtungsmethoden.  Wir  wüssten  in  der 
Thal  kein  Werk  au  nennen ,  aus  welche m  sich  alle  Diejenigen, « 
welche  nicht  Astronomen  von  Fach  sind»  eine  eben  so  fiberaus  dent^ 
liehe  Anschanung  von  der  Coostruction  und  dem  Zweck  der  ver- 
schiedenen astronomischen  Instrumente  nach  ihrem  neuesten  Zor 
stande  und  von  den  verschiedenen  Einrichtungen,  welche  man 
auf  Sternwürten  findet,  verschaffen  konnten,  als  aus  dem  vorlie» 
genden,  in  so  vielen  Beziehungen  ausgeaeicbneten  Werke.  Nach« 
dem  der  Herr  Verfasser  den  Leser  mit  den  unvollkommenen  Werkaea- 
gen,  deren  sich  die  Astronomen  des  Alterthums  bedienten,  den 
Triqnetrum  des  PtolemMus,  dem  Astrolabium,  den  Ar» 
miUarspbären  oder  Armillen  bef^aunt  gemacht  und  die  Natnr 
und  den  Ziveck  der  am  hBufigsten  vorkommenden  astronemlscben 
Beobachtungen  sdir  deutlich  erläutert  hat,  geht  er  fiber  an  der 
Beschreibung  des  Mauerquadranten,  der  dioptr  Ischen  Fern» 
rQhre,  der  grossen  Spiegeltelescope  von  Berschel  und 
Bosse,  die  so  wie  alle  übrigen  Instrumente  auch  in  sehr  scfaSneB 
Abbildnngeo  dem  Leser  aur  deutllcbsten  -  Anschauung  gebraclit 
werden;  , an  dem  MittagRrobr  oder  Pas  sagen*  Instrumente, 
dem  Dipleldoscop  von  Dent,  dem  Passagen^Prlsma  vom 
Steinbeil;  den  Sonnenuhren,  dem  Gnomen,  wobei  die  grosse 
an  Delhi  errichtete  Sonnenuhr,  deren  aar  Weltaze  paralleler,  durch 
eine  Mauer,  auf  welche  eine  grosse  Treppe  hinanfiführt,  darge- 
stellter Stift  nicht  weniger  als  116  cnglisefae  Fuss  betrSgt,  abge- 
bildet ist;  dem  Meridiankreise  oder  Mauerkreise  von  Rei- 
chenbach and  Troughton,  dem  Theodolit,  dem  Aequato- 
rial»  dem  »Spiegelsextanten,  den  verschiedenen  Arten  der 
Mikrometer,  endlich  su  den  Pendeluhren  uud  Chrouome- 
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lern,  dem  Log  und  aaderen  nautischeo  InstrunieDteD,  dem  Ver- 
öl er  oder  Noniiis,  u.  8.  Alle  diese  Instrumente  sind  niobt 
bloss  im  AUgemeineo,  sondern  nach  allen  ihren  einz€lnen  TbeUen 
nebst  ihren  Nebeninatrnroenten  :Niveau'8,Fadenkreuzen,u.8.fr. 
sehr  genau  beftchrieben»  und  die  Beatinimung  aller  einzelnen  Tbeile 
iat  fiberall  nachgewiesen  worden.  Ausserdem  besehreibt  der  Herr 
Terfasser  noch  die  Eiorichtung  einer  Sternwarte  in  allgemeinst 
baulicher  Beziehung,  und  hat  dazu  sehr  zwedcmässig  als  Beispiele 
die  grüsste  und  kleinste  der  jetzt  bestehenden  berfibmteren  Stern- 
warten ,  nfimlich  die  Sternwarten  zu  Pulkowa  und  Altona, 
deren  Grundrisse,  so  wie  auch  die  äussere  Ansicht  der  erster en, 
mitgetheilt  wordei)  sind,  gewählt.  Mit  Betrachtungen  über  den 
Nutzen  der  Astiofioniie  wird  das  Werk  geschlossen.  Dann  folgen 
aber  noch  eine  grossere  Anzahl  von  Nachträgen,  in  welchen  die 
während  des  Dru<  ks  LPinachten  neuen  astronooii^cheo  Entdeckun- 
gen sehr  vollständig  mitgetbeilt  werden. 

Wir  können  am  Ende  dieser  Anzeige  nur  nochmals  wiederho* 
len»  dass  wir  das  vorliegende,  nun  beendigte  Werk  in  seiner 
neuen  Gestalt  für  das  vollständigste  Werk  über  Astronomie  in 
populärer*  Darstellung  halten,  aus  welchem  jeder  nur  mit  den  allein 
ersten  Elementarlehren  der  Mathematik  bekannte  Liebhaber  der 
Astronomie  sich  auf  die  teichteste»  lehrreichste  und  angenehmste 
Weise  eine  sehr  vollständige  Kenntniss  dieser  herrlichen  Wissen- 
schaft erwerben  und  einen  sehr. deutlichen  ßegriff^yon  allen  Arbel« 
ten  der  Astronomen  versrhafen»  ja  auch  sich  selbst  zu  sehr  rieleo 
astronomischen  Beobachtungen,  zu  deren  Benutzung  nicht  tiefer 
gellende  mathematische  Kenntnisse  erfordert  werden,  geschickt 
machen  kann.  Jedenfalls  hat  der  Herr  Verfasser  durch  diese  neue 
Bearbeitung  eines  der  ausec/rif  Inietsten  Werke  seines  um  die 
W  issenschaft  hot  liverdienteii ,  leiticr  derselben  zu  früh  entrissenen 
Vaters,  so  wie  auch  durch  die  neue  Heraussrabe  des  Himmels- 
atlasses  (s.  Literar.  Ber.  Nr.  LXXXIII.  S.3.}  ein  grosses,  die  wärmste 
Anerkennung  hervorrufendes  ^  erdienst  un»  unsere  Literatur  io 
Atigenieinen,  um  alle  die,  welche  durch  astronomische  Studien 
ohne  tiefe  mathematische  Vorstudien  eine  höhere  geistige  Ausbil 
dung  sich  anzueignen  beabsichtigen  und  eben  dadurch  um  die  sehr 
so  wunschende  allgemeinere  Verbreitung  Geist  und  Herz  so  sehr 
veredelnder  astronomischer  Kenntnisse  unter  den  gebildeten  Stän- 
den erworben.  Indem  wir  dem  Herrn  Verfasser  zu  der  glflckKcboa 
Vollendung  dieses  so  sehr  Terdienstliehen  Werkes  ?oo  Heizes 
GIfick  wGnschen »  geben  wir  uns  der  saversichtlichen  HoSnang  Ua^ 
dass  seine  aaf  die  Ausarbeitung  desselben  verwandte  grsM 
lifihe  durch  den  Nutzen,  den  da«  Werk  iinsweifelhaft  In  den  wel* 
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testen  KreUeo  »tiflten  wird,  im  reich Uchsteo  Maa»^  belolmt  wer- 
den Hird. 

Cotwiekelviig  des  Prodacts  einer  Poteos  des  Ra- 
dius Vectors  mit  dem  Sinns  oder  Cosiavs  eiaes  Viel* 
faefaen  der  «rabren  Aeowalie  in  Reihe»«  die  mach  de« 
Sinossen  oder  Cosinnssen  der  VIelfacheB  der  wefcrea, 
excentrischee  oder  Mlttleree  AeeMaiie  ferteelireiten. 
Von  P.  A.  Bnnoen.  An«  den  Abhendlnagen  der  mnthe* 
matleeli'pbyslschea  Clanee  der  KSniglicfc  Sieheieehee 
Goselleehaft  der  WieseneehafteiL  Leipzig.  HIrseL 
1863.  1  Rfhir. 


Wir  mieoen  ns,  dem  Zwecke  dieser  LÜmrleebea  Belichte 
genies,  leider  begnflgee»  iie  Folgenden  mt  den  Hnn|ilinhalt  dle- 
aer  an  elegnntoe  nnalytiochon  Eetirichelni^ee  dheiens  relehen  Ah* 
handinng^  welche  wir  mit  dem  grSsoteiB  Vergnüge«  ««d  der  viel* 
hchote«  Belelming  geleoe«  habe«,  all  de«  eigene«  Vierten  de« 
geehrten  Herrn  Vetfanotra  in  der  Urne  anangehe«:  »JEs  acrfült 
diese  Abhandlung  in  «lehrero  Theüe,  die  «üt  einander  in  Verbin- 
duii«  stehen.    Hezeichnet  man  den  Radius  Vector  der  Ellipse  mit 
r;  die  wahre,  excentristhe  und  mittlere  Anomalie  bezüglich  mit 
f,  £  und  ff,  so  "enien  im     1.  die  Prothirte  r  cosm/*  und  r"sinm/* 
in  Reihen  entx%irkel(.  dl^-  nach  l>><  i/  uwA  hvz.  sin //' fortschreiten. 
Im      IL  wird  *lit*  Lnt   i(  keliins  voü  toüi^/'uüd  &in  fxf  nach  cosi« 
and  siriff,  so  wie  ilie  euli^eLeniiesetzte  Entulckehme  ausgeführt. 
Im  §,  III.  die  EiitM  ickeluiig  von  r"  cos  ruf  und  r^*  sin /ii/  nach  cosie 
und  sinte,  die  sowohl  durch  die  Verbindung  des  Inhalts  der  bei- 
den  vorigen  Paragraplien»  wie  direct  erhalten  wird.    Her  §.  IV. 
giebt  die  Entwickelaag  von  cosie  und  sintE  «ach  cos  hg  und  sinA^» 
ao  wie  die  entgogeaseaetzte  Entwickelung.   Der     V.  enthilt  d&a 
EDtwiekelang  von  cooji/'nnd  siof»/  nach  coei^  nad  ain»^,  so  wie 
die  entgegengeeotzte  Entwickelaag,  und  iwar  werden  dicee  eiaee- 
ihdlo  dnrch  den  Inhalt  der  TOfige«  Paragraphen  and  aoderatheila 
anmittelbar  erhallen.  Im  {.  VL  endlich  entwickele  ich  r"coaa^ 
nnd  i^mamf  nach  coa^  und  Bin  £7»  and  zwar  anch  einestheils 
ans  dem'Inhalte  der  vorigen  Paragraphen  «nd  andemtheiis  unmit'- 
tetliar.  —  Bei  diesen  Entwicifeiungen  bediene  Ich  mich  stets  der 
n  den  Anomalien  gehörigen  imaginären  Exponentialfunctionen, 
wodurch  an  Einlachheit  \\d  L^ewonnen  wird  und   neue  Formen 
aufgefunden  werden «  die  ohne  diese  Hülfsmittei  schwer  zu  finden 
sein  würden. 

An  diese  Angaiie  de«  Uaaptinhalts  der  vorliegenden  wichti- 
g9o  AbhandhiBg  eflenhen  wir  aas  die  folgende  gelegentliehe  all- 
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'  guaüM  BiMtkuag  zm  kntplai«  AbbaiidhngM,  wdcbe  wte  die 
▼erfiegcnde  doe  aatroDomiccbe  Ghnodlage  habeo,  werd«ii  vod  dm 
sogenannten  reinen  Mathematikern  gewohnlieb  als  f&r  sie  nnTer^ 
atXndlicfi  nnd  ivohl  gar  auch  unwichtig  hei  Seite  gelegt  und  nicht 

geleaien*    Mag  dieso  Ansicht  imn  auch  zuueilt  ü  Jtiehr  oder  \\  eni- 
ger  gegründet  4»eui,  4io  sollte  m^ii  doch  dnhei  einen  sori^laltigeu 
Unterschied  machen.    Der  Inhalt  der  vorliegenden,   in  jeder  Be- 
ziehung treffiicben  und  ausgezeichneten  Abhandlung  2.  B.  ist  im 
Gmade  so  rein  matbematiaeh,  wie  nur  der  Iniiait  irgend  einer«  Im 
eigaptlichen  Sinne  rein  raatbematiachen  Abbandlong  «ein  kann» 
und  ffir  Jeden  TeratSadlieh«  wer  nnr  die  allgemeinen  Foimeb 
kennt t  dnrcb  welche  anf  Grnndlage  der  Kepler* neben  Geaetie 
^e  Planetenbeuegung  dargestellt  oder  cbarakteriairt  wird,  eine 
Kenntniss,  die  wahrlich  Jeder  sieh  mit  leiebter  Mähe  erwerben 
k.iiiii,   uonn  iJaa  n?jr  die  allgemeine  Theorie  der  Kegelschnitte 
no  lil  Ir^nid  ist.    Wer  alier  diese  Kenntnijss  sich  zu  er\\  t  ritt  n  sick 
nicht  die  Muhe  nitnmt,  und  dadnrch  d«  >  (itnusses,  welchem  das 
Stadium  einer  an  eleganten  Lniwickelungen  so  reichen  Abbandlnng 
wie  die  vorliegende  verlaatig  gebt,  schadet  seiner  ailgenieineo 
mathematischen  Aunbildang  aebr,  mid  lernt  aebr  viele  Hälbmittei« 
die  ibm  bei  anderen  ünteraucfanngen  aebr  weaentlicbe  Dienate  an 
leinten  geeignet  aind,  nicht  kennen.  M9cbten  diese  Bemerkungen 
jdebt  bloss  Astronomen,  sondern  nameutiicb  auch  recht  viele  so* 
genannte  reine  Mathematiker  veranlassen  9  sowohl  der  vorliegenden, 
als  auch  noch  manchen  anderen  trelf  liclien  Abhandlungen  von  alm- 
ücher  Tendenz  des  von  uns  hochvercfirten  Herrn  Verfasser*!  ein 
soTgfHIfiires  Stinliun»  zu  widmen,   was  Jedem  gewiss  einen  eben 
so  grossen  Genuss  gewähren  wird,  wie  uns  das  Studium  dieser 
Abhaadiungoo  schon  huudg  gewährt  hat,  was  wir  hier  mit  beson- 
derem» dem  Herrn  Verfasser  von  uns  gexoUten  Danke  aussn- 
■preeben  nicht  unterlassen  wollen. 

Schliesslich  m('»^e  noch  bemerkt  werden,  dass  der  Herr  Ver- 
fasser auf  Seite  276.  ff.  aus  den  in  dieser  Abhandlung  entwickel- 
ten Formeln  auch  die  schöne  Auflösung  des  Kepler' sehen  Pro- 
blema  ableitet»  welche  er  acbon  früher  in  den  von  ihm  selbst  In 
Gemeinschaft  mit  Herrn  Peter  sen  in  Altona  zum  grössten 
Nutzen  der  gesammten  astronomischen  Wissenschaft  so  trefflich. 
In  einer  ihres  ersten  Begrflnders,  des  leider  zu  früh  verstorbenen 
Schumachers,  vollkonmien  würdigen  Weise  redigirteo  Ast  rö- 
mischen Nachrichten.  ISr.  8^0.  veröffentlicht  hat. 
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Lehrbuch  der  Physik  mit  mathematischer  Begrün- 
dung, zum  Gebrauche  in  den  bülieren  Schulen  und  zum 
Selbst-Unterrichte,  von  Dr»  August  Kuozek,  k.  k.  ord« 
P^-ofessor  der  Physik  an  der  Universität  in  Wi«a 
u.  8.  w.  Mit  387  eingedruckten  Abbilduogen.,  VViea.  ^raa- 
maller.  Ibd3.  &  3  Ethlr.  10  Sgr.        >    m\   ,        < . 

Jedes  neue  „Lehrbuch  der  Physik  mit  mathematischer 
BegrüTid  u  i)ir"  macht  uns  besondere  Freude.    i\anieutlich  sollte 
in  den  oberen  Klassen  der  Gymnasien  und  noch  mehr  der  Real- 
schulen der  physikidlsche  Unterricht  nie  ohne  strenge  mathema- 
tische Begründung  ertheilt  werden,  ueil  nach  unserer  üeberzeu- 
srun!»  derselbe  erst  dadurch  wahrhaft  bildenii  nnd  zugleich  zu  einem  , 
kräftigen  Fordern ngsniittel  des  eisentlichen  mathematischen  Unter- 
richts!» wird.    In  der  That  scheint  man  sich  auch  dieser  ?on  uns 
schon  oft  ausgesiprochcnen  Ansicht  immer  mehr  und  mehr  zuzu- 
neiffen,  weil  die  meisten  neueren  Lehrbücher  der  Physik  oflenbar 
weit  mehr  Rücksicht  auf  mathematische  Begnindnnir  nehmen,  als 
dies  in  den  älteren  der  Fall  war,  welche  sich  eewiiinilich  mit  der 
AufstelhiiiL;  der  wichtigsten  Naturgesetze  ohne  alle  mathematische 
ßegrüriduijg  und  der  bloss  historischen  An<?al>e  einer  Menge  von 
Formeln  be^nügteD,  die  bei  dieser  Art  und  Woise  der  Behandlung 
der  Physik  den  Schülern  nur  ^Aio  Hieroglyphen  erscheinen  mnss- 
ten.    INach  unserer  Ansicht  soll  man  koin  (»osefz  nfmc  stroni^e 
mathematische  ßeffTünduni]:  in  das  Lehrhnch  aufnehmen  uüd  sich 
|io})rr  mit  wenigen       her  Ijegründeten  Naturgesetzen  hegnügen, 
als  dass  man  dem  iSehüler  eine  Menge  unbegründeter  JSätze  und 
Formeln  vorführt,  (üe  ihm  tinter  dieser  Form  doch  nichts  nützen 
und  nur  diener»,  ihn  zu  vern  irrrii.    In  einer  diesen  Ansichten  voll- 
Irommen  entsprechenden  Weise  ist  das  vorlie^emJe  fjehrljnrh  vet"- 
fa^st.    Dasselbe  enthalt  eine,  so  weit  es  mit  Hülfe  der  Eieraen- 
tarmatheniatik  möglich  ist,  streng  theoretisch  begründete  Dar- 
stellung der  gesammten  Physik,  einschliesslich  der  Lehre  vom 
Liebte,  von  der  Electricit&t  und  vom  Magnetisimis  und  der  streng 
mathematischea  •  Erklärung  der  wichtigsten  meteorologischaii  £rr 
scheiDoogen.   Die  mathematischen  Demonstrationeo  sind»  was  wir 
mit  ganz  besonderem  Lobe  hervorheben,  in  der  Slteren  /  strengen, 
synthetischen  und  zugleich  constructiven»  d.  h.  überall  an  deut- 
lich gezeichnete  und  in  Holzschnitten  ausgeföhrte  Figören  sieb 
anschliessenden  Weise,  die  sich  oft  der  bei  diesen  Lehren  so 
wichtigen  und  erfolgreichen  Grän/enbetrachtungen  bedient«  gefflbrt, 
und  nicht  In  der  MebtfeHigen  Weise»  die  man  in  maneben  iMSMti^. 
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warn  TMl  «ehr  beliebten  Lehrbttcben  derPbysik  antrilR^  welche 
eich  eigentlich  nor  das  Ansehen  einer  roathematiechen 

Begründnng  geben  wollen,  ohne  dieselbe  wirklich  /n  erzie- 
len, und  dadurch  dem  I>phrltnge  eher  schade«  als  nutzen.  Dem 
\  orliei^enden  Lelii  biic  he  da^e^en  sieht  man  es  auf  jeder  SpUp  an, 
wie  sehr  der  Herr  Verfasser  überall  nach  mathematischer  äitreiige 
ood  Gründlichkeit  gestrebt  hat;  und  fast  immer  ist  dieselbe  von 
ihm  auch  ohne  so  gresse  Weitläufigkeit  erreicht  worden.  Wir 
enpfebien  daher  dieses  Lehrbuch  der  Physik  allen  Lehrern  det 
Bf sthematik  und  der  Natorwisseoschaflen  anf  das  Dringendste  znr 
sorgfilltigsten  Beachtung.  Auch  sind  wir  der  Meinung,  dass  der 
Titel  den  Znsati:  „und  com  Selbstunterrichte*'  mit  Toilem 
Rechte  trägt,  da  die  Darstellung  so  verständlich  gehalten  ist,  dass 
Jeder^  wer  nur  die  erforderliche  IJekannKstlinft  mit  der  socreiiauo- 
ten  Elementarmathematik  niithrinfjt.  das  Werk  oljne  Beihüile  eines 
Lehrers  vollständig^  zu  verstelnii  inj  k^tanrle  ist;  ja,  wir  sind  der 
Meinung,  dass  Jeder,  wer  das  ^itudium  der  Elementarmathematik 
beendigt  hat,  sich  mit  dem  grussten  Vortheile  unmittelbar  an  das 
Studium  des*  vorliegenden  Werkes  machen  wird«  indem  et,  neben 
den  daraus  zu  schöpfenden  gründlichen  und  umfassenden  physi* 
fcallschen  Kenntnissen,  durch  das  Studium  desselben  sich  auch  in 
seinen  mathematischen  Kenntnissen  sum  grOssten  Vortheil  fi!r  seine 
gesammte  mathematische  Ausbildung  fester  setzen  und  die  viel- 
fachen Anwendungen,  welche  sich  von  der  Mathematik  tu  u  In  n 
lassen,  kennen  lernen  wird.    Je  mehr  wir  uns  s^elbst  nix  r  die 
grosse  mathematische  Gründlichkeit  dieses  Werkes  gelreut  haben^ 
desto  mehr  wüoscbeo  wir  dem  Herrn   Verfasser  Glück«  dass 
er  bei  den  UOrern  seiner  eignen   [ihysikaliscbeo  Vorlesungen 
ein  solches  Maass  mathematischer  Vorkenntnisse  voraussehen 
kann,  welche  es  ihm  mOglicb  machen«  denselben  dieses  In  mehr 
als  einer  Beziehung«  vorzfigllch  aber  wegen  der  in  demselben 
gemachten  sehr  umfassenden  und  gründlichen  Anwendung  der 
Mathenmtik,  ausgezeichnete  Lehrbuch  als  Compeudium  zu  Urunde 
zu  legen. 

Grundriss  des  photometrischen  Oalcfiles.  Von  Dr. 
August  Beer«  Privatdocenten  an  der  Universität  Bonn. 
Mit  in  den  Text  eingedruckten  Holzschnitten*  Braun- 
schweig. Vieweg.  1854.  a  l  Rthlr. 

Es  ist  jedenfalls  ein  sehr  verdienstliches  Unternehmen,  dass 

der  schon  durch  mehrere  optische  und  andere,  auch  rein  mathe- 
matische Arbeiten  aut  die  vortheilhafteste  Weise  bekannte  Herr 
Verfasser  die  seit  ziemlich  langer  Zeit«  wenn  auch  nicht  last  ver- 
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f^etvene»  aber  doch  «eit  fast  lOD  Jabren  nkftt  wieder  ayslenmtiseb 

bearbeitete  Photometrie  einer  neuen  Bearbeitant^  unterzo<;en  irad 
in  dem  vorliegenden  Grundrit^  ein  nebr  ansprechendes  und  fiir 
den  Unterricht  fiussersl  geeignetes  Lebrbuch  derselben  gelielert 
bat.  Besonders  gefreut  hat  ^hb  die  grosse  Sorgfalt,  welche  der 
Herr  Verfasser  auf  die  Entwickelung  der  Grundbegriffe  und  die 
Darstellung  der  GruTidformeln  verwandt  hat,  weil  wir  glauben  die 
JBeinerkung  gemacht  2u  hahen,  dass  njan  namentlich  in  der  Pho- 
tometrie sich  öfters  mit  ziemlich  vagen  und  unbestiiumten  Begrif- 
fen begnügt  hat.  Im  Uebrigcn  hat  sich  der  Herr  Verfasser  haupt- 
•ficblich  an  Lamberts  im  Jabre  1760  erschienene  Pbetometria 
sive  de  mensura  et  gradibus  luminis,  calorum  et  um» 
brae  gebalteo»  ebne  dass  dadurcb  seine  Darstellung  der  EigeiH 
tbflmlicbkeit  verlustig  gegangen  wSre,  indem  wir  vielmehr  in  dem 
Bocbe  mancbe  eigentbfimlicbe  elegante  anatytiscbe  Anwendungen 
g!efuuden  baben,  die  auch  dem  Anfänger  ux  einer  sebr  awecfc- 
inSssigen  Uebung  in  der  Analysis  dienen  können  und  werden. 
Der  Hauptinbalt  des  Werkebens,  mit  dessen  Angabe  wir  uns  bier 
begnügen  mfisseo,  ist  felgender:  -Einleitung.  GrundsStze 
der  Photometrie.  —  Die  directe  Erleuchtung.  1.  Erleuch- 
tung im  Allgemeinen.  II.  Erleuchtung  einer  Fläche  durch  einen 
leuchtenden  l^unkt.  III.  LrleuchUing  einer  Fläche  durch  eine 
Flache.  IV.  Erleuchtung  durch  eine  Gasniasse.  V.  Mittlere  Hel- 
ligkeit einer  Fläche.  —  Die  indin  f  te  Erleuchtung.  I.  Von 
der  Helligkeit  dioptrischer  und  katoptrischer  Bilder.  IL  Al>sor{ition 
des  Lichts.  —  Die  sichtbare  Helligkeit.  I.  Von  der  sicht- 
baren HeUigkeit  II.  Von  der  Beurtbeiiuog  der  siebtbaren  Hei- 
ligkeit 

Je  mehr  der  Herr  Verfasser  durch  dieses  Werkchen  einen 
neiien,  sehr  erfreulichen  Beweis  von  seiner  Gewandtheit  in  der 
eleganten  analytischen,  natürlich  auch  die  Differential-  und  Inte- 
gralrechnung durchgängig  in  Anspruch  nehmendeii  Behandlung 
physikalischer  Ohjecte  gegeben  hat;  je  mehr  sicli  diese  kichrift 
auch  durch  Reichthum  ihres  Inhalts  auf  einem  verhaltnissniiissig 
kleinen  Räume  auszeichnet;  je  fühlbarer  endlich  der  gänzliche 
Mangel  einer  neuen  systematiscben  Behandlung  der  Photometrie 
bisher  gewesen  ist:  desto  mehr  verdient  die  vorliegende  Schrift 
der  sorgfältigen  Beaebtnng  der  Matbemaliber  und  Pbysiker  empleb- 
len  au  werden. 

I 

Blicke  in  das  Universum  mit  specleller  Beziehung 
auf  unsere  Erde.  Bearbeitet  von  L.  Gruson,  l^ünigiich 
Preosslscbem  Ingenieur-Major  a.  D.  Mit  42  Uolzscbnit- 
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ten  und  3  ii th ogra pMrte«  TftfelQ.  Magdeburg.  Bgii«cli. 
im.  8.  ^  RthJr.  i0  6gr. 

Wir  Wörden  diese  „Blicke  in  das  rnlvcrsnm"  hier  einer 
Besprechun":  nicht  nnterziehen,  wenu  der  Herr  Verfasser  durch 
die  viele»  eiTi<jpflorbtt  nen ,  ja  fast  anfallen  Seiten  vorkommenden 
mathematisch pii  Betrachtungen  sich  nicht  das  Ansehen  zu  geben 
beliebte,  als  wenn  bei  diesen  „Blicken'*  ihm  „mathematische 
Augen''  gedient  hätten.  Freilich  haben  ihm  dabei  nmthematiBdie 
Augen  gedient,  aber  leider  siud  dieselben  ziemlich  trdbe  geivesen; 
und  wenn  der  Herr  Verfasser  in  dem  Vomort  an  seine  Leset 
sich  mit  der  Bitte  wendet:  „dass  diejenigen,  die  vielleiefat  in 
Ibrer  mathematischen  Ausbildung  nicht  so  weit  fortgeschrit- 
ten sein  sollten,  um  mit  Erfolg  die  von  ihm  aufgestellten  mafb«^ 
matischen  Fohneln  und  Rechnungen  verfolgen  zu  kennen ,  sich 
deshalb  keiresvregs  von  einer  näheren  Bekanntschaft  mit  dem 
dbrlgen  Inhalte  des  Buchs  abhalten  lassen  mnchten^';  so  können 
wir  an  unsere  Leser,  d.h.  die  Leser  des  Archivs,  nur  die  hüchst 
dringende  Bitte  richten,  dass  keiner  derselben  sich  die  Mühe  neh- 
men möge,  sich  mit  den  mathematischen  Rechnungen  nnd  Dt mon 
strationen  des  Herrn  Verlassers  den  Kopf  zu  zerbrechen.  Wie 
es  mit  der  niathcniatiscben  Strenge  und  Evidetr/  des  Herrn  Ver- 
fassers steht,  sieht  man  u.  A.  gleich  aus  der  ^ieite  22.  ff.  gege- 
benen mathematischen  Entwickeinng  der  Gesetze  des  Falls,  aus 
der  auf  das  Deutlichste  hervorgeht,  dass  derselbe  gar  keine  Ahnnng 
hat,  noraul  es  hei  diesem  ganz  elementaren  Gegenstande  eigent- 
lich ankommt;  wenn  man  freilich  ohne  alle  weitere  Begrün- 
dung Schlüsse  macht  wie  den  folgenden  aüf  Seite  22.;  „Be- 
zeichnen wir  der  Kurze  wegen  die  nach  Ablauf  der  ersten  Secuids 
erlangte  £ndgciscbwindigkeit  von  30  Fussen  durch  ^,  so  ist  auch 

der  von  ihm  zurückgelegte  Kaum  gleich         dann  Itann  man  aUf^ 

dings  in  der  Mathematik  überall  sehr  kurz  wegkommen.  HOdwt 
ergdtslich  ist  auch  die  auf  Seite  179.  gegebene  Auf  Ifisoog  tfcr 
Oleiehung  ^ 

88,2  1 

die  wir  doch  niittbeilen  müssen,  um  unsem  Lesern  einen  ßesril 
von  der  ungemeinen  analytischen  Gewandtheit  des  Herrn  Verfas- 
sers za  geben.  Sie  ist  wörtlich  folgende: 

88,2 .    = 60>- I20;r  4- 
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87»2«>-|- 120^  -  am»  durch  87,2  dividirt, 
a;*-^I,37;^  =  4i,2  und  hierzu  0,18*  addirt, 
Ä«+I,37a:+Ü,lb*=41,2+0,1Ö^  daraus  V^, 

iÜ,68=V4i;66, 

«ndlich: 

Sollen  wir  noch  ein  Wort  verlieren  über  solche  Alge- 
bra?! Wir  fragen  einen  uns  gerade  in  den  Wurf  .kommenden 
Real- Tertianer.  Der  antwortet  un«  aogJeich:  Ans 

88,2.a:«=(60--:r)* 

folgt  durch  Auaaiehung  der  Wurzel  auf  beiden  Seiten : 

 (K) 

und  damit  Punktum.  Bei  Erklärung  der  atmosphärischen  Refrac- 
tion  scheint  aiit  N.  113.  die  Refraclions-Curve  canz  verkehrt  |);ezeich- 
uet,  da  doch  der  Herr  Verfasser  ganz  würtiirh  sa^rt,  das»  der 
I/ic!)tstra!iI  ab  durch  ein  Medium,  das  schichtenweise  an  Dichte 
Minimnit,  gehen  solle."  —  W'enn  man  in  §.  44.  die  Frklatung 
der  Dämnierungserscheinuiigen  liest,  so  muss  man  in  der  Th&t 
fiher  die  Groseartigkeit  der  Anschauungsweise  des  Herrn  Verfas- 
sers von  dem  Dämmerungsphänomen  staunen.  Nun»  wir  können 
es  nicht  über  uns  gewinnen,  uns  den  Magen  noch  welter  mit  die- 
ser  unverdaulichen  Speise  zu  verderben.  Das  Archiv  hat  durch 
die  obigen  Bemerkungen  seine  Pflicht  erfüllt,  nämlich  die:  seine 
Leser  auf  das  Dringendste  vor  diesem  allerneuesten  Products  4^ 
deutschen  astronomisch-  physikalisch  -  chemisch  •  mineralogisch  •  geor 
logisch '  mathematischen  Literatur  zu  warnen. 

Die  Fortschritte  der  Physik  im  Jahre  1849.  Dargsi- 
stellt  Ton  der  physikalischen  Gesellschaft  so  Berlin. 
V.  Jahrgang.  Redlgirt  von  Professor  Dr.  W.  Beetz  und 
Professor  Dr.  G.  Karsten.  Berlin.  Reimer.  1853.  8. 
2  Rthlr.  15  Sgr.  ,  . 

Wir  hah^  schon  einige  Mal  in  diesen  Literarischen  Berich- 
ten auf  die  Verdienstlichkeit  des  vorliegenden  Werkes  bhigewie- 
sen  und  Uran  dies  jetzt  von  Neuem  miglelch  mit  dem  Wunsehe, 


also 
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«Um  die  einietaen  Jahr^rSiige  M^meller  sto  Usber  «raeh^nen 

mochten ,  damit  das  Werk  bald  bis  zum  Jahre  1853  fortgeführt 
wird  und  auf  diese  Weise  mit  den  Fortschritten  der  \Vissens(  hat! 
möglichst  gleichen  Schritt  hält.  So  ueit  unsere  Kenntniss  imd 
auch,  weil  das  Jahr  1849  jetzt  schon  vier  Jahre  hinter  uns  liegt, 
unsere  Eriooenrng  reicht,  habea  in  diesem  Jahrgange  alle  wich- 
tigem Arbeiten  Berücksichtigung  gefunden,  n-ic  schon  die  AnsidU 
des  relchlialtigeD»  16  Seiten  einnehmenden  Inhalteverneichniaaet 
seigt.  Die  Uanptmbriken,  anter  welche  das  reiche  Material  ge- 
bracht Ist,  mit  deren  Angabe  fdr  aas  hier  begndgen  mOsaeii»  sliid 
folgende:  Allgemeine  Physik.  Akustik.  Optik.  WSrmelehre.  Elek* 
tricitatslehre.  Meteorologie.  Physikalische  Geographie.  —  Mö?« 
das  Unteniehmen  auch  fernerhin  glücklichen  Fortgang  haben  uud 
die  ?erdieiite  Beachtung  immer  mehr  finden. 


Vermischte  Schriften. 

Bniletins  de  TAcaddrale  Royale  des  scieoeea,  des 
lettres  et  heanz-arts  de  Belgique.  (Vergl,  Litetar.  Ber« 
Nr.  LXII.  S.  821.)  .        |C  * 

Tome  XVll.  II«  Partie.  186a  and  l%me  XVIIL  I'* Par- 
tie. 1861.  enthalten  grossere  mathematis^e  Anfsftfse  nichts  wohl 
aber  manche  Interessante  meteorologische  and  andere  MlttheUaa- 
gen»  namentlich  Ton  Herrn  Qnetelet  ^ 

Tome  XVllL  II«  Partie.  186L  p.  14.  Sur  les  piles  ä acidss 
et  alcalis,  s^pards  par  des  corps  p^reux,  par  M.  Martens.  — 

p.  41.  Quelques  propri^t^  descriptiTes  des  surfaces  gaudies  ds 
second  degre  d^montr^es  par  iagi^om^trie,  par  M.  J.  B.  B  r^^ij^eur. 

-  n.  137.  Memoire  8UT  la  tele^raphie  electrique,  par  M.  ^1  ue- 
sener. —  p.  144.  Note  Sur  la  division  ordunnoe  de  Fourier  et  sur 
son  applicatiou  a  1  extraction  de  la  racine  carree,  par  M.  Schaar. 

—  p.  157.  Note  sur  Teclipse  solaire  du  28  juillet  1851,  par  M.  A. 
Quetelet.  —  p.  279.  Aurore  horeale  du  2  octohre,  note  de  M. 
Qnetelet.  —  p.  305.  Notice  sor  ie  rapport  fait  eu  1851  k  l'Aea- 
demie  de  Munich  par  M.  Lamont  sur  rhypsom^trie  et  la  met^oio- 
logle  de  la  Bayl^re,  par  M.  Qelcros.  —  p.  694.  Note Jiiii^r  les 
observations  de  temp^ratnre  faltes  k  Bastogne  et  k  Ueiinfty,  par 
M.  Crahay. 
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Literarischer  Bericht 

LXXXVII. 


Geschickte  der  Mathematik  und  Physik. 

Motice  0or  den  traductioiis  arabeH  de  deuz  oavra* 
ges  perdu«  d'Euclide»  par  M.  le  Dncteur  Woepcke, 
Paris.   Imprimerie  natioaale«  1851«  8u 

Herr  Doctor  AVoepcke  in  Paris  hat  sich  schon  durch  die 
Herauss^abe  der  im  Literar.  IJer.  iSr.  LXVtl.  S.  8*il.  ani^fzt  i^ten 
Algehra  des  Omar  Alkhayyami  ein  groisse;?  ViMilierist  um  die 
Geschichte  der  MMtbeiiiatik  erworben.  Ein  iieueK  Verdienst  er- 
wirbt er  sich  durch  die  obige  höchst  interessante  kleine  Schrift,' 
hl  welcher  er  s^^vei  verloren  gegangene,  nur  !n  arabischen  lieber- 
setzunf^en  vorhandene  Schriften  des  Euklid  es,  die  erste  in  der 
arabischen  und  in  einer  danach  angefertigten  französischen  Ueber- 
setzang ,  die  zweite  nur  in  einer  franzosiscbeo  Uebersetznng  ans 
dem  Arabischen»  puhlicirt. 

Die  erste  dieser  beiden  Schriften  ist  eine  aus  vier  Propositio- 
neu  und  einigen  vorangeschickten  Axiomen  bestehende  Abhand- 
•iftng  über  den  Hebel,  in  ivelcher  die  Gesetze  desselben  iu 
elgenthümlicher  Weise  erläutert  werden.  Herr  Dr.  Wupcke  be- 
merkt  mit  Recht,  dass  man  zweifeln  kOnne,  ob  diese  dem  Eu- 
klide« zvgeschrieheiie  Schrift  demselben  wirklich  angehöre»  fidhrt 
jedsch  auf  der  anderen  Seite  auch  Grönde  an,  die  das  Letztere 
allerdings  wahrscheinlich  machen.  Jedenfalls  wurde  es  sehr  in- 
teressant sein«  wenn  sich  mit  völliger  Bestimmtheit  nachweisen 
Hesse»  dass  die  angeflihrte  Schrift  wirklich  dem  EakHdes  an- 
gehöre oad  derselbe  also  die  Gesetze  des  Hebels  schon  vor  Ar« 
efaimedes  gekannt  habe.  Herr  Dr.  Wöpcke,  auf  dessen  sehr 
iDteressante  Schrift  selbst  wir  dringend  verweisen,  sagt  allerdings 
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S.  2.:   „ün  paBsage  du  raanascrh  latio  no  8680  A  de  la  Biblio- 
t^eque  luitionale,  maonscrit  du  XIV«  fsiecle,  »eiuble  corroborer 
'  tte  snppomtiofi  €t  con^tater  que   c  e^t  a  LucCide  ^ue 
i:riiiaote  Ja  denioustraliciu  du  priocipe  du  ievier«" 

Die  zweite  hier  in  einer  franzusiscbeo  Cebcrsetiuog  ans  de« 
Arabischen  pabÜeirte,  dem  Enklidea  sogescbiidbciie  Sclirifl  iil 
('in  Tractat  Ober  die  Tbeiiong  ebener  FigvreD»  die,  tm 
f^'m  Herrn  Heraasgeber  mit  lehrrelebeo  Anmerlnuigen  bereicfceft, 

riehrere  interessante  Anfizaben  nnd  AuDueim^ämetboden  aus  der 

:  ^gegebenen  Lehre  enthalt,  ond  eleichraSIs  allen  uiuseren  Le^^em. 
riie  an  der  Geschiclite  der  ^Maüiematik  interesae  nehmen«  m 
Beachtung  empfohlen  werden  maas. 

Notice  nur  nne  tb^orie  ajout^e  par  Tbabit  ben  Ke^ 
rab  i  rAritbm^tiqae  ap^eolative  des  Grecs,  pa|r  II.  F. 
Woepcke. 

Der  Titel  der  hier  jedoch  nur  im  Auszug  tu  firainaSmeber 
CebersetzoDg  mitgetheilfen  Schrift  ist:  Trait^  compos^  par 
AbodI  Ha^an  Tbiblt  ben  Korrab  snr  la  manldve  de 
trouTer  des  nonbres  aralablen  d*apr^a  tine  ntftbede 
facile.  —  Aocb  diese  Scbrill  ist  sowobl  in  allgem^ner  hSsbm- 
scher  Beziebong»  als  aneb  wegen  der  darin  enthaltenen  Metho 
den,  amicable  oder  befreundete  Zahten  zu  finden,  interessant 
Ueber  den  Begriff  befreundeter  Zahlen  uiul  die  von  Michael 
Stifel   in    seiner  Ausgabe  der  Coss  (  Iiri^toph  Rudofnhs.  tod 
Schooten  (Exercitationes  niathematicae.  L.  V.  Sect  9.), 
voo  Krafft  (Com mentarii  Noti  Acad.  Petrop.  T.  II.)  nod 
Euler  (Opuscula  varli  argunienti.  T.  II«  p.  23.)  gegebenco 
Ulethoden,  solche  Zahl  cn  zu  finden  j  ivird  nian  an  Besteo  den  bo* 
treffenden  Artikel  im  Mathematischen  Wwrterbiiche.  TbL  L 
S.  246.  nachsehen.    Von  der  obigen,  jetzt  erst  aufgefandenei 
Schrift  des  Tbabit  beo  Korrab  konnte  natflriieh  in  diesem 
Artikel  keine  Rede  sein.   Die  Veri>leichun!»  der  Metfiotlen  des 
letzteren  mit  denen  der  neueren  Mathematiker  thidte  luauniirfalti- 
ges  Interesse  darbieten,  und  wir  kommen  vielleicht  im  Arcbir 
auf  diesen  Gegenstand  zurück. 

Für  jetzt  nur  Herrn  Dnctor  W5pcke  imsem  wännaten  Dank 
ffir  diese  neuen  werthvollen  BeitrSge  zu  der  nur  allzoaabr  va>* 
DaehÜMigtea  Geschichte  nnserer  Wissenschalt 


Systeme^  Lehr-  und  Wörterbücher. 

Herr  1  ngeoieur  Joh.  de  la  Camp  zu  Hamburg  bat  mir  aacb- 
stehende  Anzeige  der  ▼erschiedeneo  Lebrböcher  dea  Hem  Iiib- 
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sen  zugesendet,  mit  dem  Wunsche,  dass  dieselbe  im  Archiv  ab- 
*  gedruckt  werden  möchte.  Wegen  der  ^  erdieiistlicbkeitder  |B;enannteo 
Lehrbücher  habe  ich  diesem  Wunsche  gern  entsprochen.  G. 

In  dieser  Zeit»  in  der  durch  die  eminenten  Fortschritte*  welche 
die  unermüdlichen  Bestrebungen  auf  dem  Gebiete  der  Tech» 
nik  ond  der  Industrie  asnr  Folge  gehabt  haben,  das  Bedflrfniss 
Immer  dringender  wird,  die  mathematischen  Wissenschaften  einer 
grosseren  Ausbreitung  unter  dem  Publilcum  fähig  ta  machen,  Ist 
es  wohl  nicht  uogeeignef,  auf  einen  kleinen,  noch  Iceineswegs  ge« 
schlossenen  Cyklus  Ton  Büchern  aufmerksam  zu  machen,  die, 
X  sSmmtlich  von  einem  Verfasser  tierruhrend,  nach  und  nach  alle 
Hauptxwelge  der  Mathematik  umfassen  werden.  Es  sind  dies 
folgende  fiinf  Bacher: 

I.  Ausffihrliches  Lehrbuch  der  Arithmetik  und 
Algebra,  zum  Selbstunterricht  und  mit  Rücksicht  auf 
die  Zwecke  des  praktischen  Lebeos ,  von  H.  B.  Liib* 
sen.  3.  verb.  Aufl.  Harobuig  18^^.   1%  Tbir. 

IL  Ausffihrliche's  Lehrbuch  der  analytischen  oder 
höheren  Geometrie,  zum  Selbstunterricht,  mit  J21 
Figuren  im  Text,  von  H.  B.  Lfibsen«  2.  verm,  u.  veib. 
Aufl.  Leipzig  1849.  ly,  Thir. 

III.  Ausführliches  Lehrbuch  der  E I  e  1 1 1  e  n  t  a  r  -  G  e  o  • 
nie  tri  6.  Ebene  n  ii  <i  körperliche  Geometrie.  Zum 
Selbstunterricht,  mit  Rücksicht  auf  die  Zwecke  des  prak- 
tischen Lebens.  IVlit  180  Figuren  im  Text,  von  U*  B. 
Lübsen.   Hamburg  1851.   1  Tblr. 

IV.  Ausführliches  Lehrbuch  der  ebenen  und«phft- 
riechen  Trigonometrie,  zuin  Selbstunterricbt,  mit 
Rücicsicbt  auf  die  Zwecke  des  praktischen  Lebens«  Mit 
ti8  Figuren  Im  Text,  von  H.  B.  Labsen.  Hambng  1358. 
!S1  Ngr. 

V.  Ausführliches  Lehrbuch  der  Analysis,  znni 
Selbstunterricht,  mit  Rucksicht  auf  die  Zwecke  des  prak- 
tischen Lebens.  Mit  6  Fig.  im  Text,  von  Ü.  B.  Lfib* 
senr  Hamburg  1853. 

Die  Recensionen  der  vier  ersteren  (von  dem  letstfa^ben  wt 
'crschlmeRen  ist  mir  noch  keine  bekannt),  die  aSnuatlicb  vortheil- 
hift  ausgebllen  sind,  sind  leider  theÜweise  In  BiStter  elngeeetit 
werden»  diit  vom  grossen  Publikum  sehr  wenig  gelesen  werden» 
äert»  Libsen  hat  anch  weniger  danpn  Mähe  gegeben,  der  Wls- 
Mwehbft  Nenen  hiiMiiBttlilgen,  er  fuhrt  in  eeinen  Bfiefaen  nldit 
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in  vorher  noch  nnhetretene  <iebiete  der  iVlathemacik;  ihm  ist  viei« 
mehr  daii  gewiss  nirht  «geringere  Verdienst  zmaerkennen ,  die 
sehon  hekannten  GWiiet«  lilr  Jedermrinn  ^elchter  znsän^ich  a 
machen.  Er  hat  semen  Bilchero  da«  Prftdicat  „  Aoal'öhrlich*'  ge- 
geben ,  obftleich  er  darin  keineswegs  eine  Tollstibidige  Erschupfuog 
der  behandelten  Diacipitnen  gieht»  aoodem,  und  deshalb  mit  ▼ol> 
lem  Recht ,  weil  die  Ton  ihm  als  für  den  Praktiker  brauchbar  er- 
kaiiiit^^^n  und  deshalb  in  die  Bucher  aule;enomnieTien  Themata  mit 
der  D^^ntliciikiMt  mri  Aus(Vihri;ri;lv<':r  hehantieit  üiiiid,  nothiveadiz, 
Tiin  !i<-'ni  Aiir;tn'f('r  •'t?if>  Aiix'iiaiiuni^  davon  zu  ziehen.  Die 

HerJeitun^s\\ '^ijse  (ier  rSätze  ::nii  iic  J'MveisfVihmng,  die  Uerr  Lüb- 
sen  innehalt,  ist  so  eyldeot,  da«K  der  Anfänger  den  Eindrncic 
empfangt,  als  habe  alles  30  eben  Erlernte  schon  längst  in  ihn 
gelegen«  und  es  habe  nur  an  dem  richtigen  Mittel  gefehlt ,  es  sn 
erwecken«  Professor  Grnnert  saort  in  Band  XX.  seine«  ArchiTS 
fflr  Mathematik  und  Physik  über  die  vier  ersten  Bücher 
Folgendes:  .»Alle  diese  Lehrbileher  zeichnen  sich  Hnn^  eine  no» 
gemeine  Dentlichkeit  sehr  vortheilhalt  aus  und  enthalten  überall 
in  äe»ir  \  •T-^tiirifii'ier  Auswahl  von  lii  ti  hetreffendeti  ^\  i.ii^en schal- 
ten rilU^iiinl  das,  wa«  liir  das  pr;ikti-s<'h('  Bedüriniss  iicithiir 
nnd  zu  denii^etben  in  nächster  ßeziehun^i^  steht,  ohne  die  für  tücii' 
t1?re  praktische  Anwendung  der  Mathematik  bestimmte  Kraft  des 
Knaben  und  J5nglings  dareh  eine  Menge  oft  sehr  unnützer  SatM 
und  8fttzchen  eher  zu  schwachen  and  zw  ermüden,  als  zu  stir* 
ken,  wie  leider  viele  unserer  Lehrer  immer  noch  thun. 
„Herrn  Li'ihften'.^  in  vieler  Beziehung  sehr  zu  empfehlende  Lehr 
bilcher  scheinen  uns  ein  interessanter  und  !»efar  ansprechender 
Ausdruck  dieses  ?»ewiss  sehr  richtiiren  ])ädai:oi^ischen  und  me- 
thodischen Grundsatzot  zu  sein,  weshaiii  nir  sie  hier  aMeii  Leh- 
rern, die  solciie  Knaben  -md  Jiin*iiinjTe  zu  unterrii^hteii  halinn 
welche  für  ein  pral<ti8cbcs  F;ich,  das  auf  einer  mathematitschea 
Basis  ruht,  bestimmt  sind,  he:$tens  haben  eropfehleo  wollen*'' 

Ceber  das  Lehrbuch  der  Trigonometrie  sagt  Professor  Dies* 
ger  an  der  polytechnischen  Schule  zu  Carlsruhe  in  seintr  j 
Recension  nnter  Anderm:  .,Das  vorlie^rende  Buch  enthält  eine  { 
vollstündiire  und  klare  Darstrilun^  der  ei)enen  und  snh;irisf  iif:^  i 
Trigonometrie  nach  einem  Plan,  der  »ms  in  jodcr  Be^iehunir  vor-  | 
Irpfflich  ers€h<^int.  *'  f  nd  nach  sp»M  i«  ilor  i3**>prechuna;  des  Inhalts:  ' 
,,M?«n  «ird  aus  d^^m  Oliisren  ersehen,  dass  das  hier  ansezeigü  • 
Lehrbuch  die  Grundlehren  der  ebenen  und  sphärischen  Trigoa«' 
metrte  ziemlich  v  dlstandis^  enthält.  Die  Darstellung  ist,  dem  Er  . 
achten  des  Referenten  nach»  sehr  zweckmässig  und  dnrehatf  I 
deutlich  t  Überall  durch,  wenn  auch  nicht  sahlreiclie  Beispide  m*  [ 
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terstützt,  so  dass  «iieües  liucli  Jr<l<'iii  t^rufitohlrn  werden  kann, 
der  »ich  mit  (llesem  Ge^^enstaiide  bekannt  in^^cbon  will.  Kelerent 
f  kann  dies  mit  um  so  grösserer  LTi'herzeuguiig,  als  er  selbst  bei 
seinen  Vorträgen  einen  ija!»/  Miii!i(  heii  Gang  einzuscblaijcn  ['lit  tet 
und  so  den  hier  aiigegebeueo  iür  zneckmässig  schon  früher  et* 
achtet  hat/' 

Das  Lehrbuch  der  analytischen  oder  hohem  Geometrie  recen- 
ßirt  nach  einigen  allijenjeinen  Hetracbtiingen  der  Prof.  Sch ei- 
ber t  in  der  „ Pa  <1  a  «  o  <ii s eben  Kevue"  folgend ermassen  :  „So, 
ist  denn  dem  l^elücr  eiü  liuch  willkommen,  wie  dies  des  Herrn 
Liili^en,  welches  wirklich  das  Nothwendigste  und  Wichtigste 
heraushebt,  bei  den  Aiiläncerschwierigkeiten  die  nötbige  Zeit  ver- 
weilt, sich  liber  die  eigen Ünindii  he  Betrachtungsweise  in  der  ana- 
lytischen Geometrie  an  den  gehörigen  Orten  des  Weiteren  ergeht, 
mit  sehr  interessanten  und  überraschenden  Anwendungen  «nd  Auf- 
gaben anlockt,  Veranschaulicht  und  dem  Anfänger  Muth  macht, 
andererseits  durch  rasches  Hinwegfiihren  über  mehr  der  Vollen- 
dung der  Wissftiisrlmften  nur  dieiu'fido  Partleen  den  (Jang  be- 
schleunigt und  so  die  XNaiulorcr  irisch  erhalt,  und  so  endlich  awf 
212  Seiten  den  Anfänger  so  weit  tührt,  dass  er  Ahnung  und  An- 
schauuncr  von  der  reichen  Welt  erhält,  welche  ihm  durch  diese 
neue  Sprache  der  IMathematik  aufgeschlossen  ist.  Das  Buch  ist 
in  seinem  Vortrai^r-  durchweg  so  plan  gehalten,  dass  es  für  einen 
gehörig  vorbereiteten  iSchüler  nicht  schwer  werden  wird,  durch 
Selbststudium  diesen  Zweier  der  Wissenschaften  kennen  zu  lerneo 
und  sich  einigermassen  in  ihm  heimisch  zu  machen." 

lo  der  „Allgemeineo  Schnlzeitung"  vom  9.  Juli  1846 
wird  €ber  das  Lehrbuch  der  Arithmetik  und  Algebra  Folgende« 
gesagt:  „Das  Buch  zeichnet  sich  dureh  viele  gute  Eigenschaften 
vor  manchen  anderen  Schriften  ähnlichen  Inlialts  und  ähnlichen 
Zweckes  so  vortheilhaft  aus,  dass  die  beurtheilende  Feder  nicht 
anders,  als  gern  bereit  sein  kann,  belobend  das  Wort  zu  neh- 
men "    Ferner:  „Hat  nun  unser  Verfasser  sein  Lehrbuch, 

'  wie  er  es  oflfen  erklart,  imr  liir  den  Selbstunterricht  bestimmt,  so 
müssen  wir  gestclien,  dass  er  es  mit  (iliick  und  Geschick,  mit 
Erfahrung  und  Umsicht  gethan  hat.  W^enn  ferner  Herr  Schu- 
macher,* der  bekannte  grosse  Astronojji  in  Altona,  in  dem  em- 
pfehlenden Vorworte  von  unserm  Verfasser  sagt:  ,,,,dass  er  mit 
Erfolg  gegen  sich  gearbeitet  habe,  indem  das  Buch  die  Hülfe  des 
Lehrers,  also  auch  seine  eigene,  üherflössig  macht"'*,  so  liegt 
allerdings  darin  die  \  riri  uns  ebenfalls  erkannte  mul  anerkannte 
Wahrheit,  aber  zugleic  h  auch  noch  der  starke  Schein  einer  ande- 
ren, wonach  sich  namiich  das  iiuch  iür  den  Handgebrauch  nicht 
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€f»T>i¥H  ^fffrfff».  Gfgeo  die  fJichtiskeit  fliese^»  Sehelit^  rnüMn 
wir  OHA  str«n(?  erktHrev.  Das  ßncii  ist  sogar  wte  cr^chafi!»  a 
giMa  goten  Schnlbodie,  mici  da«  baoptsachlicli  tVir  solche  Leli* 
tm,  welche  in  dem  zum  Unterrichte  beDotzten  Holfebiiche  ohne 
heidMigtCT  SdhütuefM  efM  mit  ihM  dMwIbM  BiUm^ 
blAe  stebendeo  Gchlllfen  neben  sieh  ertragen  bHaim;  fkr  Ldb> 
nxt  irelebe  in  den  Sefaaibnefae  weiter  niebti  nie  ein  Skelett,  ab 
ein  nachten  Rüatwcrfe  zq  einen  ron  ihnen  aeibet  aufgebauten  Ge- 
bäode  haben  vrollen«  iür  solche  ist  unser  Buch  nicht  passend  ein- 
gerichtet "    ..Die  Ausftihrlichkpif  wird  nirgends  heschwer- 

Xifh  weiUäü/iir  orier  gar  übertrieben  '^rüutillrh .  nein,  der  Vortaj^ser 
ii$t  eigentlich  oar  fiir  den  Lehrer  ansftihriteh,  iiür  den  KSchüJer 
meistens- noch  hnrx,  nf>  «^o  kun^  daae  ibm  den  Lehrers  Hülfe  dap 
bei  noeb  aebr  weaentlicb  notbwendig  emebeinen  düille«*« 

Dns  Rpkunntwerden  flieser  Rezensionen,  verbunden  mit  dan 
Bedtirfiiiss  nach  Lehrbächern  der  Art  wird  den  voriiegendem Buchen 
§ettiaa  in  kurier  Zeit  eine  bedeutend  grossere  ii^nihfeihinfl  MigJ^fn^ 
ala  die,  deren  sich  dieaellieB  jetit  aebett,  wenigalaas  im  want 
lieben  Deutaehland,  erfrenen,  md  iat  dien  in  InteranM  dar  allk 
^Meinen  Bttdnng  aiierdim^  nnr  an  wOnaelMn« 

Hamburg,  den  22.  Augiuit 

Job.  de  ia  Canp,  logeoimr. 


Arithmetik. 

Integration  der  linearen  Dlfferentlalgieichimgen 
nit  eonatanten  nnd  TerSnderlieben  Coefflcientnn.  Von 
Joeeph  Petzval.  Anf  Roaten  der  kaiaerÜchen  Akade 
nie  der  Wiaaensehaften.    Erater  Band.  Wien.  Braa- 
müller.  1853.  4. 

IKeaea  anageieicbnete  Werk  gehurt  jedenfalls  an  den  bedee- 
tendaten  neoeren  Eracbeinnngen  anf  den  Gebiete  der  deutsch  en 
mathematischen  Literatur,  nnd  verdient  daher  hier  aasfuhrl icher 
b^Äprochen  zti  uertien,  als  sonst  in  diesen  literarischei» Berichten 
7U  fijpsf  firh^'n  pfleirt.  Was  zuerst  den  allgemeioen  Charakter  des- 
selben bf:frifft,  so  hat  rler  We.vr  Xf^rfasscr,  rncksichtiich  des  In- 
halts oder  des  Objects  der  Betracht unL%  %\ie  auch  schon  der  Tilnl 
in  p^anz  bestimmter  Weise  aa.^spricht,  sich  auf  die  linnnrea 
Diierentialgleicbangen  mit  constaoten  und  veränderHehen  Coeffi- 
elentea  beacbrXnkt«  weil  bei  Weiten  die  neiatee  UolannciMmgcB 
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auf  dem  €ebiet6  der  Meelnnik«  Astronomfo,  Pbyrik«  als  ertte 
Remltat,  oder  ab  ÄnegaBgapoiilct,  aof  eiua  DUnrentialgleiebsng 
dieser  Form»  oder  anf  ein  Syatem  solelier  DEffereellalgleiehiiBgeii 
fSlhren,  was,  nach  der  sebr  richfigen  Bemerknog  des  Harro  Ver* 
fassera  io  der  Vorredoi  weaigateoa  and  vorzogaweUie  in  Bwnig 
auf  die  in  das  Gebiet  der  eigeotllchen  Physik  gehörenden  Unter« 
andrangen,  seinen  Gniad  bn  Wesentlichen  darin  bat»  daaa  auui 
entweder  schwingende  Bewegungen  von  sflir  Ideinen  Amplituden 
SU  erörtern,  oder  su  bereits  In  erster  Annäherung  bekannten  Be» 
wegnngselementen  sehr  kleine  Correctionen  zu  rechnen  bat»  und 
daher  jedesmal,  die  CrKeder  hSherer  Ordnung  vernaebIfissigeBd» 
aar  linearen  Form  gelangen  maSs,  ROckslebtllcb  der  Art  der 
Abfaasung  ist  su  bemerken»  dass  das  Werk  in  blichst  aweckmis- 
aiger  Weise  eine  gewisse  Mitte  hilt  zwischen  einem  anafilhrlicben 
Handbttcbe  und  einer  Darlegung  der  dem  Herrn  Verfasser  ^anz 
eigentiiamlieben  Entwickeinnga-  und  Rechnungsmethoden»  Der* 
selbe  bat  es  daher  In  der  anerkennnngswerthesten  Weise  nidit 
versehmäht,  z.  B.  die  Methode  der  Variation  der  Constanten»  die 
▼on  Fourier»  Liouf;ille  u.  a.w.  hetrSbrenden  Formeln»  das 
Laplace*scbe  und  andere  Integrale,  einem  grossen  Theile  nach 
in  neuer  Darstell ongsweise,  zwischen  seinen  in  grossem  Reicb- 
thuroe  auftretenden  ganz  eigenthQmlicben  Rechnungs-  und  Aufl!)-  • 
sungsmetboden  einzuschalten,  um  dadurch  sein  Werk,  ohne  ßei- 
hülfe  grösserer  Bibliotheken,  zugänglich  zu  machen,  woraus  sich 
▼on  selbst  ergiebt,  dass  dasselbe  für  den  angehenden  und  gortif- 
ten  Analytiker  in  gleicher  Weise  lehrreich  und  anziehend  ist  und 
dass  durch  die  Herausgabe  desselben  lu  beiden  Beziehungen  der 
Herr  \  crCasser  sich  jedenfalls  ein  wesentliches  Verdienst  erwor- 
ben hat,  \^as  die  folgende,  lieilicfi  leider  nur  kurze,  auf  das  Ein- 
zelne nur  e>o  viel  als  es  uns  hier  der  Beschränktheit  des  Raumes 
wegen  muglich  ist,  eingehende  Inhaltsangabe  noch  weiter  bestä- 
tigen wird. 

In  einer,  den  ersten  Abschnitt  des  Werkes  bildenden«  sehr 
lehrreichen  Einleitung  entwickelt  der  Herr  Verfasser  die  notb« 
wendigsten  fundamentalen  Lehrsätze  über  die  Existenz  und  Form  ' 
der  Integrale  linearer  Differentialgleichungen»  so  wie  über  den  Bau 
der  letzteren,  und  zeigt,  dass  der  Gegenstand  in  steter  Analogie 
mit  der  Thff^rie  der  algebraischen  Gleichungen  fortschreite»  worin 
er  Veranlassung  findet,  diese  Analogie  auch  fernerhin  featzuhal- 
ten»  und  die  folgenden  Lehren  dermassen  in  Abschnitte  zu  thei- 
ien,  dass  einem  jeden  derselben  ein  analoges  Kapitel  auf  dem 
Felde  der  algebrawehen  Gleiebnngen  entspricht  Es  soll  datier: 

Erstens  der  zweite  Abschnitt  die  Lehre  eolbaken  tod  den»  , 


Digitized  by  Google 


8       ^  UurartBther  ßerteM  IXlXViL 

jenigen  DiffereotialgleichungeD  aller  Ordnungen  und  mit  bestimn* 
tem  Coefficientenbau,  deren  Integration  in  ¥o\gfi  dieses  letx»- 
teten  durch  gescblossene  Formeln  ni9gllcb  int«  wobb  t.  £• 
die  Formen: 

+  -^Am^%^^)  +  ....  +  Ä^^  +  ii^y =F(j?), 

A,rfP)yC«) + (a«^i + 6«-iar)y<«-i) + .... 

....•f  (ot  +(iio+4»oa:)3f=fl[«)» 
a^.ar*.^(«)  + ««-^(01,-1+ 611-1  +  .... 

+  (no + ^0«"  +  CffK^^  + ....  +  Ao»«»)y=#K«) 

geboren,  und  noch  einige  andere,  wobei  wir  bemerken,  dass  der 
Herr  Verfasser  für 

dy  d^y 

der  Kürze  wegei)  ?/' ,  y"f...,y^"^  schreibt.  Dieser  Lehre,  sagt  der 
Herr  Verfasser,  entspricht  auf  dem  Gebiete  der  algebraischen 
Gleichungen  die  von  den  binomischen,  reciproken  u.  s.  w.  Glei- 
chungen, welche,  in  Foljro  ihres  Coeffiriontenbaues,  eine  AuÜö- 
sang  durch  geschlossene  Formeln  zulassen. 

Zweitens.  Der  dritte  Abschnitt  enthält  die  Formenlehre  der 
linearen  Differentialgleicbungenj  deren  Coefficienten  algebraisdie 
und  rationale  Functionen  von  x  sind ,  und  stellt  die  Kennzeichen 
auf,  nacb  welcben  die  Formen  der  Genüge  leistenden  particolSito 
Integrale  aus  jenen  der  Coellicienten  abgeleitet  werden.  Dieson 
Abscbnitte  entspricht  auf  dem  Felde  der  algebraischen  Gleichvi* 
gen  eine  Reibe  von  Lehrsätzen»  wie  die  too  Descartes,  Pen- 
rier,  Sturm. 

Drittens.  Ein  vierter  Abschnitt  !iat  die  Transformation 
dor  Differential<Tlei(  liunixen  zum  Gegenstände,  und  lehrt,  aus  der 
gegebenen  Gleichung  eine  andere  abzuleiten,  deren  particuiiire  In- 
tegrale mit  jenen  der  ersteren  in  einem  gewissen  analytiscbea 
Zusammeobange  stehen. 

Tiertenn.  In  einem  fönßen  Abscbnitte  werden  Metbodsn 
entwickelt»  die,  der  Form  nacb  bereits  bekannten  particnlären  In- 
tegrale wirklich  an  berechnen,  und,  da  oft  ein  und  Arselbe  par- 
ticuläre  Integral  unter  verscbiedenen  Formen  erscheinen  kann»  tncb 
Metboden,  diese  Formen  in  einander  zu  verwandeln,  dtnll 
man  ans  denselben  die  vortheilhafleste ,  etwa  die  geschlossene 
oder  eine  andere,  den  Vorzui;  der  Durchsichtigkeit  io  hülierem 
Grade  besitzende,  zu  wählen  im  Stande  sei.  £ndlicb 
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FflnftBii«. soll  m^mntm  sechsten  Abscbnitta  den  Sjftileinen 
von  mehreren  Differentialgi^ichongen  uad  des  partiel- 
len Differential  gleich  «ttgev  besondere  AvfnerkMikeit  ge- 
widmet werden. 

Aueeer  der  den  ereteo  Abschnitt  bildenden  Einleitung  liegen 
In  diesem  ersten  Bande  nech  der  sm-elte  nnd  dritte  der  sechs 
▼erber  nllber  eharakterisirten  Absdinitte  Tor,  nnd  wir  mflssen  be- 
kennen, dass  wir  durch  dieselben  in  vielen  Beslebungen  sehr  bif< 
friedigt  worden  sind  nnd  vielfacbe  Belehnmg  ans  denselben  ge- 
schöpft haben.  Die  Elnleitanji^  bescblfligt  sich  insbesondere  ^inlt 
der  Integration  der  linearen  Differential-  nnd  DiferenwGlelclnm- 
gen  der  ersten  Ordnung,  mit  dem  Beweise  der  .Existens  vnd  der 
allgemeinen  Form  des  Integrals  einer  linearen  Differentialgleichung 
der  nten  Ordnung,  mit  der  Bildung  der  Dilferentialgleichung  ans 
den  particalären  Integralen  nnd  mit  der  Methode  der  VariaÜon 
der  Constanten.  Der  Inhalt  des  zweiten  Abschnittes  ist  oben  schon 
mit  hinreichender  Ausführlichkeit  angegeben.,  der  Inhalt  des  drit- 
ten Abschnittes  aber  so  reichhaltig,  dass  eine  nur  einigermassen 
vollständige  Angabe  desselben  hif^r  leider  nicht  möglich  ist.  üebcr- 
liaupt  ist  dieses  Werk  so  reich  an  neuen  Methoflen  und  dem  Herrn 
Verfasser  eigenthiimlichen  Darstellungen  älterer  Methoden ,  dass 
man  nur  durch  ein  selir  sorgfältiges  und  eingehenden  Studium 
desselben  sich  einen  ganz  deutlichen  Begriff  von  seinem  Wese^ 
und  seiner  ßedeutiiiiir  verschaffen  kann. 

Wir  wünschen  sehr,  durch  diese  kurze  Anzeige  die  Aufmerk- 
samkeit der  Mathematiker,  sowohl  in  Deutschland,  als  aucli  im 
Auslande  auf  dasselbe  hinzulenken,  indem  wir  selbst  nochmals 
mit  besonderem  Danke  bekennen,  aus  demselben  vit  Ifar  he  Ue- 
lehruDg  geschöpft  zu  haben.  Möge  der  Horr  Verfasser  die  Wis 
sensrhaft  recht  bald  mit  dem  zweiten  Theile  beschenken  und  ihm 
der  Beirall  und  die  Anerkennung  im  reichsten  Maasse  zu  Theil 
werden  ,  die  er  dnrch  dieses  W^erk  von  IVeuero  io  Anspruch  zu 
nehmen  80  sehr  berechtigt  ist i  <  ■ 


,         ,  .  ^,  _ ., ,. ., 

Vermischte  Schriften*   ;    ■  * 
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■■•;  -par  M*  Schaar*  -x-  p.  23.  Note  aar  loa  aipraaaiaaa  des  la- 

paUsances  d'an  nonibre  eo  produits  infinis;  par  M. 
liC  fraii<,  0  18.  —  Proc6d6  pour  rendre  perceptihles  et  pour  comp- 
ter  les  vibrations  d'une  ti^e  elastUjue;  par  IM.  <•  it  t i  srn y.  — 
p.  513  Sur  la  valeur  la  plus  prohable  d'un  cöte  «;eodtisu|ue  com- 
man  ä  deux  tHangulatioo^;  par  M.  iiiagre.  — ^  p«  534.  VarialMMM 
de  la  d^iaa'isoD  et  de  riaclinaison  mafro^tiqiie  k  Brtixeües  da- 
paia  va  qoarl  da  aiecle;  par  IkL  Quetelat.  —  p.  537*  IMikni- 
alratioD  dlänantaira  da  la  vUeaaa  de  dMafion  du  plan  d*eacilla- 
lieii  du  pendula»  i  dkeraaa  latitodea;  par  M«  Crahay.  —  p.  643w 
Sur  lea  nayena  de  &ire  doaaer  aoz  plaafea  lenra  feaillea,  law» 
flenra  et  leiira  fraits  ä  des  epoques  determinees  d'avauce;  par 
M.  Qu e tele!  (ein  sehr  iutere^^iafiter  Auf^^tz). 

;  Tome  XIX  II«  Partie.  1852.  p.  16U  Sur  le  thdor^me 
dlBuler,  r^latif    la  d^oroposition  du  mouvement  de  rotafioo  des 

Corps;  par  M.  Pagani.  —  p.  300.  Rapport  de  M.  Quetelet  sar 
une  note  de  !M.  le  professeiir  I\Ioiitij;ijy,  relative  rmx  fTncfuaiioiis 
de  la  hiille  des  nlveaux.  —  p.  303.  Sur  quelques  [>r  i]M ict (  >  '  uiieH- 
sp>  tjue  presentcni  les  resuUats  d  une  j>erie  ti  ulKservaüoiifs ,  iaites 
daus  la  vue  de  determiner  une  constante^  iorsque  les  cbances  de 
reDcontrer  dea  öcarts  eo  pios  et  cd  moins  sont  Egales  et  inde- 
pendantes  les  unes  dea  aotrea;  par  M.  A.  Quetelet.  —  p.  479. 
Kapport  de  M.  Schaar  our  uit  memoire  de  M.  Mootigny  rdafif 
aoz  experieneea  pour  determiner  la  densitd  de  la  terra.  —  p.  490. 
'Rapport  de  M*  Lamarle  sur  un  memoire  de  M.  llngenlear  Mani- 
lltts,  relatif  a  remploi  de  Tinfini  dans  les  math^matiqnes.  —  p.  4^. 
Sur  l  electricite  ^le  l  air,  d  apres  les  observations  de  Munich  et 
de  BnixelfesJ;  leiUt?  de  M.  Quetelet  a  IV!.  L am  out.  —  p.  502. 
Sur  fa  repartitlon  des  lianteurs  liarometriqueSy  par  rapport  ä  la 
hauteur  moyeonc»  par  M.  Liagre. 

Tome  XIX.  IH^  Partie.  1852.  p.  31.  8ur  la  nouvelle  expe- 
ricnce  de  M.  Leon  T  ifr.mlt.  Ree!amation  de  \mi»ni6  par  La- 
marle. —  p.  49.  ^Ifiiiuiie  8ur  le  iiiuiivenient  d Uu  point  inateriel 
rapporte  a  trnis  axes  tixes  dan>  un  corps  mobile  autnur  d  un  pc»itit; 
par  M.  Pagani.  —  p.  71.  F\:;nicn  des  cas  douteux  dans  ies  tri- 
angles  apheriques;  par  M.  Carbon  eile.  p.  82.  Influence  de 
la  tempörature  «nr  Tepaque  de  la  floraiaon;  par  M.  A.  Quete- 
let. ~  p.  272.  Memoire  sur  les  medianes;  par  M.  Erneat  Que- 
telet, ofBcier  du  g^nie.  Rnpport  de  M.  Timm  er  man  na.  In 
dieser  Abhandlung  kommt  u.  A.  das  folgende  interessante  Theorem 
Tor:  „Deux  »nrfaces  d'nn  de^re  m  se  touchent  sui^ant  une  courbe 
plane,  toute  transversale  intereepte,  a  partir  du  pluo,  dans  cba- 
cune  des  surfaces,  m  segment«  tels  que  la  somnie  de  leurs  inver- 
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ses  est  ögale  d©  part  et  d'autre."  —  p.  '274.  R^snm^  g^n^ral 
Präsentant  les  bases  du  caicul  relatif  aux  effetg  que  produit  la 
rotation  de  la  terre  8ur  le  niouvement  gyratoire  des  corps  entral- 
nes  dans  la  rotation  diurne.  Lettre  de  M.  Lamarle  ä  M.  Que- 
telet.  —  p.  289.  Sur  I©  caicul  des  tables  de  raortalite;  par  M. 
A.  Quetelet.  —  p. 21)6.  Notice  concernantremploi de  l'air  ecbauff^, 
au  Heu  de  vapenr  d'ean,  comme  nioteur  dans  les  machines;  par 
M.  De  Vaux.  —  p.  436.  R^sumö  general  pr^sentant  les  bases 
du  caicul  relatif  aux  effets  que  produit  la  rotation  de  la  terre  sur 
le  mouvement  gyratoire  des  corps  entrain^s  dans  la  rotation 
diurne.  Suite  a  la  lettre  adressee  par  M.  Lamarle  ä  M.  Que- 
telet. —  p.  408.  Notice  sur  Micbel  Florent  Van  Langren,  cos- 
iDo^apbe  et  matbematicien  des  archiducs  Albert  et  Isabelle,  et 
ensuite  de  Philippe  IV.,  roi  d'Espagne;  par  le  cbevaüer  Mar- 
chai. --  p  497.  Sur  l'astronome  Langren;  par  M.  Quetelet. 
(Interessante  historisch©  Mittheilung.) 

Tome  XX.  Partie.  1853.  p.  145.  Sur  la  th^ori©  de« 
r^idus  quadratiqees ;  par  Angelo  Genocchi.  Rapport  de 
M.  Schaar.  ^  p.  148.  Sur  les  temps  des  revolutions  des  satel- 
Utes  de  Jupiter  et  de  Saturne;  par  M.  A.  Quetelet.  ^  p.  150. 
Sur  des  cercles  lunaires;  par  M.  A.  Quetelet.  —  p*  151.  Notice 
6ur  Ihiver  d©  1862  a  1853;  par  M.  A.  Quetelet.  fHüchst  inter- 
essante Mittheilungen  über  den  so  vielfach  merkwürdigen  Winter 
1852—53.)  —  p.  317.  Sur  un  memoire  de  M.  Montigny  intituj^: 
Correlation  des  hauteurs  du  baroro^tre  et  de  la  pression 
du  vent.  Rapports  par  M.  M.  Crabay  et  Duprez.  —  p.  324. 
Sur  la  mesure  des  distances  au  moyen  delaStadia;  par  JVI.  Lia- 
gre.  —  p.  471.  Sur  un  appareil  photo-electrique,  invente  par  M. 
J.  Jaspar.  Rapport  de  M.  Crabay.  —  p.  473.  Sur  la  tempära- 
ture  et  T^tat  de  la  Vegetation  pendant  les  mois  de  fevrier  et  mars 
1853;  par  M.  A.  Quetelet.  —  p.  748.  Description  d  un  appareil 
photo-electrique  conservant  Ii  imiiiArft  au  meme  point,  invente  et 
construit  par  M.  J.  Jaspar  ä  Liege. 

Tome  XX.  IP  Partie.  J853.  p.  4.  Sur  une  note  de  M. 
Ign.  Carbonelle,  intitulee  :  Theorie  geometrique  du  parallelogramme 
de  Watt.  Rapport  de  M.  Tiromcrmanns.  —  p.  11.  Theorie  g^o- 
mätrique  du  parallelogramme  de  Watt ;  par  31.  Ign.  Carbonelle. 
I  —  p.  39.  Tremblements  de  terre  ressentis  en  1852;  par  M.  A  lexis 
Perrey.  —  p.  244.  Sur  les  variations  periodiques  et  non  perio- 
diques  de  la  temperature,  d'apres  les  observations  faites  pendant 
20  annees  a  l'Observatoire  de  Bruxelles;  par  M.  A.  Quetelet.  — 
p.  299.  Sur  la  determination  de  la  latitude,  de  la  longitude,  de^ 
Vheure  et  de  l'azimut  par  des  passages  observes  dans  deux  ver- 
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l'emw  pmkiibk  a'n  pMMgs  ohMrviik k Incite aM^iMM 
im  roiücryituiw  rvfal  de  Braanlles;  per  M.  Liagre.  »  p.  Zk% 

Sur  Toiirafan  du  28.  Joio  1853;  par  M.  A.  Qnetelet.  —  p.39'2. 
Mmon.stration  el^mentaife  d  une  forniule  logarithmique  de  Biitr. 
par  iVI,  Angelo  Genoccbi,  lie  Turia.  —  p.  3*J7.  Sur  öite  pr:- 
priete  des  nombres:  par  M.  Ant»clo  Genoccbi,  de  Thrill.— 
p.  400.  Sur  Temploi  da  fer  fönte  dans  ia  confectioD  d'aimaBti 
«rttficiels;  par  IVl.  Crabay.  —  p.  40S.  ^ms  lea  cbaleors  des  7.,  8. 
•t  a  JiiiU«ll^«lmrlem  efcte  dteitraen;  |NurM.  A.  QaeUlet 

äiUungsberichte  der  Kaiserlicben  Akademie  der 
WUaenif cbafteo  2u  Wien.  (S.  Liter.  Ber. Nr.  LXXJLIV.S.8b) 

Jahrgasg  IttS.  XL  Band.  1.  Heft  S.  9.  Sdiabet: 

Rryetallfemi  des  ZiDkoxydes.  —  S.  46.  Greil  ich:  Untersucban 

gen  über  den  ein-  und  zweiaxigen  Glimmer.  —  S.  87.  v.  Uaner: 
Ueber  die  Beschüßtiiiiiit  der  Lava  de«  Ai  iri  l  voii  der  Erup^io" 
im  Jahre  1852.  —  S.  1*21.  Kreil:  Geographie' be  und  magnetisdie 
ßentiiDmungen  ans  dem  ^iiitbalc.  Von  Ritter  von  Frida ti.  - 
S.  213.  Brücke:  Ueber  die  Wirinuig  cenplementir  geleibtar 
Glieer  beim  biDecidireii  Sehen. 

Jahrgang  1883.  XI.  Band.  2.  Heft.  8.307.  Haidinger: 
IMe  Anatbelhing  der  dberflSehenfarlien  am  Mm^ld.  —  S.  375. 
Petrina:  Ueber  eine  Vereinfachung  beim  telegraphischen  Corre- 
apondiren  in  erosse  Entfernungen.  —  S.  393.  Haidinger:  Die 
Farben  M  lUaits.  —  S.  397.  Derselbe:  Paläo - Krystalle,  durcb 
Peeudomorpliose  verändert. 
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Literarischer  Bericht 

Lxxxvni. 


Arithmetik. 

Sammtang  von  Aufgaben  aus  der  Arithmetik  und 
Algebra,  für  Gymnasien  und  Gewerbeschulen  bearbei- 
tet von  Frif^dricb  Hofmann,  Professor  der  Mathematik 
am  Gy  mnasi  lim  Ell  B  ayreuth.  In  drei  Theilen.  Erster 
Theil.  Bayreuth.  Gr^au.  1862.  Zweiter  und  dritter  TheiL 
Uaseibet  1053. 

Der  mte,  die  arithmetMcben  Anfgaben  enthaltende  T heil  di«* 
ser  sehr  reichhaltigen  AufgabeneamiiilQDg  Ist  im  LIterar»  Bericht 
Nr.  LXXVI.  S.  953.  angezeigt  worden.  Jetat  aiod  noii  nach  di« 
beiden  letsten  Tbeile«  welche  die  algehraiachen  Ae^ahen  eothalr 
ten,  erachienen.  Wir  haben  es  «ne  achon  a.  a.  O.  angelegen  aein 
lasaen»  auf  die  Verdienatlichkeit  de«  eraten  Tbeila  dieaer  Aufga^ 
beneammluiig  anfmerfcaam  au  machen  vnd  denaelben  den  Lehrern 
der  Mathematik  dringend  lur  sorgfäUigaten  Beachtung  an  enpfeh« 
len.  Ein  ^anz  gleich  gänstigea  Urtbeil  muaaeo  wir  auch  0ber  den 
sweiCen  tind  dritten  Theil  Dillen.  Die  groaae  Reichhaltigkeit  die« 
aer  b^den  Tbeile  zeigt  sowohl  ihr  Umfang,  da  der  zweite  Thell 
206»  der  dritte  Theil  31$  Seiten  vmfasst,  als  anch  dre  folgende 
Angabe  den  Inbalta  nach  i«inen  Hanptabacbnitten :  Die  Tier  Gruiid- 
operatienen '  mit  Buchatabengrössen.  Potenzen  mit  positiven  gan- 
zen Exponenten.  Wurzeigrössen.  Reductionen  (sehr  viele  lehrreiche 
Aofgaben).  CUeichungen  vom  ersten  Grade  mit  einer  Unbekann- 
ten. Aufgaben  zur  Anwendung  der  Gleichungen  des  ersten  Gra- 
des mit  einer  Unbekannten.  Wurzclgrössen  (Fortsetzung).  Po- 
tenzen mit  allgemeinen  Exponenten.  Vermischte  l?eductionen. 
Logarithmen.  Kettenbröche.  ünbn>tfrnmte  Gleichungen  (Sollte 
woM  belaaen  u  n  b  ea t i  m  m  t  e  A  q  f g  a  b  e  d.)  Glelchongen  vom  ersten 
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Grade  mit  Tnehrereii  uobekaiuiten  GrJi.ssen.  (ileicbuujreii  vom  zwei- 
ten iiiatie.  Aüf^nben  znr  Aowefi(!iiTi^  der  Gieichontren  des  ersten 
Graden  mit  mehreren  unbekannten  Grossen.  Aiitüaiieii  zur  An- 
wendnog  der  Glekbuogen  Tom  ziTeiten  tirade.  ArithmetUche  Biid 
geometrische  Relheo.  Zinsesiiiiseii  uod  ReoleDredinoog. 

Jedenfalls  ist  dies  die  reichhaltigste  AufgabensammluDg,  weicht 
die  mathematische  Literatar  bis  jetit  besitit»  irod  auch  bei  diesen 
beiden  letzten  Tfaeilen  haben  wir  uns  eben  so  wie  liei  den  erstes 
Aber  die  P^idmea  dee  Anadiocii^  der  Ai%elicii  gelreiit»  welche 
natOrlich  bei  einer  solchen  Sammlung  dn  Haopteffordemiss  ist. 
Auch  halten  wir  die  Aufgahes  fast  sinuntlich  filr  sehr  swedoniB- 
sig,  und  sind  der  Meinung,  dass  ein  nur  einigermaesen  gnt  ?or- 
bereiteter  iSchüler  sie  sänimtlich  olme  grosse  Schwierigkeit  zn 
Ifisen  im  Stande  sein  wird.  Denu  vom  padai^ogischeii  Standpunkte 
aus  sind  wir  der  Meinunsr.  dass  namentlich  Aulgali- m;  znr  Anwen- 
dung der  algebrai»»ehen  Gleichungen  so  gefasst  sein  müssen,  dass 
der  Schfiler,  am  demselben  wahres  Interesse  an  der  Sache  einzn- 
.  flössen  uod  seine  Ltabe  zu  derselben  dauernd  zu  erhalten,  den 
Wortansdrock  der  Aufgabe  ohne  besondere  filchwierigiceit  in  di« 
Sprache  der  Algehra  fiheraetnen  kann,  nnd  dass  die  Ansahen  aoeh 
nicht  an 'Tide  hiose  nnmerische  oder  aneh  BnchMtalmii-Reehnnageo 
in  Ansprach  nehmen,  was  hei  manchen  Aufgabensamnilungen  der 
Fall  ist,  selbst  bei  dem  sonst  rocht  empfehlenswertb^n  Buche  von 
Heis,  wie  uir  neuerlich  ufis  zufallig  hin  und  wieder  hei  d^ra 
Gebrauch  dieses  letzteren  Buches  t\\  tiber/eneen  Geleifenheic  ue- 
habt  haben.  In  beiden  obigen  Beziehungen  steht  das  jedenfalls 
mit  dem  grübsten  pädagogischen  und  mathematischen  Takte  rer* 
fasste  Buch  von  Meier  Hirsch  nach  unserer  Meinung  immer 
noch  oben  an;  aber  das  vorliegende  Buch  von  Hofmann  eifert 
demselben  in  wfirdiger  Weise  nach  nnd  übertrifft  es  an  Reicl- 
haltigkelt. 

Wir  wünschen  daher  dieser  neuen  arithmetischen  *und  «/ge- 
braischen  Aufgabensaromlnng  die  sorgfältigste  Beachtung  von  Sei* 
teo  der  Lehrer,  köanen  aller  auch  bei  diesen  beiden  neuen  TlMi< 
len  den  schon  früher  ausgesprochenen  Wansch  nicht  unterdrfickes. 
dass  es  dem  Herrn  Verfasser  recht  bald  gefallen  muge,  in  einen 
hesondereo  Hefte  die  Resultate  aller  Aufgaben  berauszurreben. 
Für  den  Lehrer  sind  dieselben  unentbehrlich,  da  man  ihm  i  klst 
/.uniutheu  kaun,  alle  Aufgaben,  ehe  er  sie  aufgiebt,  erst  ib»' 
zu  rechnen,  und  für  den  fleissiiren  und  verstandigen  Scliüler  is^ 
die  Keimtniss  der  Resultate  jedenlalls  nützlich,  damit  er  sieht, 
ob  das  TOD  ihm  gefundene  Resultat  das  richtige  ist;  der  nnfleis- 
sige  nnd  unverständige  Schüler  wird  sieii  doch  verbotene  Hülfr* 
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aitttel -andBm dtig  genug  za  verschaieii  wisfeien,  wogegen,  wie 
gegen  absoluten  Onferstand  fiberhiaupt,  nun  doch  einmal  nidita  tu 
machen  tot 


Geodäsie.  .  . 

Uandbocb  der  höheren  und  niederen  Measknnde 
oder  gründliche  Unterweisung  In  der  gewllboli^heai 
Feldmeaaknnat«  so  wie  an  grosseren  geodätischen  iiof< 
nahmen,  an  geograpbisoheu  Triang.ulirungeo,  barome- 
trischen HShenmessungen»  an  Nivellements  und.sam 
Gebraach  der  Instrumente*  Nach  dem  neuesten  Stjtnd- 
]Htnkte  der  Wissenschaft  bearbeitet  von  Ur.  Fr»  W.Bar- 
Ciiss.  Dritte  verbesserte  und  vermehrte  Anflage.  Mit 
15  lithographirten  Foliotafeln.  Weimar.  Voigt.  1864-8. 

Die  erste  Anffa^o  dif^ses  Handbuchs  der  Messkunde  ist  im 
Literar.  Ber.  Nr.  IX.  ii.  140.  angezeigt  worden.  Die  Anlage  des- 
selben ist  im  Ganzen  und  im  Wesentiieben  völlig  unverän- 
dert geblieben,  so  dass  wir  aueb  jetzt  das  von  uns  a.  a.  O.  go* 
fällte  ailgemei  ne  Urtheil,  daMSuns  in  demselben  ein  systematischer 
Faden,  welcher  sich  durch  das  ganze  Werk  hindurch  zieht,  nicht 
festgehalten  zu  sein  scheint,  niederholen  müssen;  und,  bei  wie- 
derholter genauer  Durchsicht  des  Buchs  haben  wir  uns  von  der 
Richtigkeit  dieses  Urtheils  von  Neuem  überzeugt.  Dagegen  aber 
v\ie(lerliolen  wir  aber  auch  das,  wa«(  wir  a.  a.  O.  zur  Empfehlung 
des  Buchs  gesagt  haben ,  und  fögen  zu  weiterer  Empfehlung  noch 
hei,  dass  der  Herr  Verfasser  wenig^^tens  auf  einige  der  von  uns 
dort  gerügten  MängerKiicksicht  genommen  zu  haben  scheint,  in- 
dem  er  z.  B.  jetzt  eine  ziemlich  niisfilhrliche  Entwickelung  der 
Methode  der  kleinsten  Quadrate  beigelugt  hat,  bei  der  ivir  nur 
noch  ein  specielleres  Eingehen  auf  die  Anwendung  dieser  Methode 
In  der  (ieodäsie,  was  doch  hier  die  Ilaoptsache  ist,  gewünscht 
hätten.  Eine  sehr  werthvolle  Bereicherung  hat  ferner  diese  neue 
Ausgabe  in  der  Theorie  und  Beschreibung  des  ursprünglicli  von 
Oppikofer  angegebenen,  von  Wetli  wesentlich  verbesserten 
(m.  s.  Literar.  Ber.  Nr. LVI.  S. 774.)  und  von  Hansen  zur  Vollen- 
dung, gebrachten  Planimeters  erhalten.  Was  die  Darstellung  Im 
Allgemeinen  betrifft,  so  können  wir  nicht  sagen»  dass  sie  uns  be* 
sonders  angesprochen  hätte.  Indem  sie  offenbar  in  einem  älteren 
Geiste  gehalten  Ist  und  vielfach  an  Tobias  Mayer  erinnert«  In 
der  Instrumental-Keiintniss  ist  diese  neue  Ausgabe  gegen  die  erste 
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im  Jabf»  IMS  mdpimiie  Uat  fßt  Dicbt  fbffgeaelirllln',  m 
aiad  aam  TMI  «oeh  veMchwdaoe,  gegenitMig  ^Js  veralM  be- 

trachtende  Instraraente  beschrieben.   Was  z.  B.  die  Bou^sole  W 
triHi.  so  ist  ein  Instrument  dieser  Art  imv  i  ei m  uiu  eri  —  und  wer 
brain  ht  jetzt  udbl  andere?  —  gar  nicht  besehrielien  ,  und  das  von 
dem  Herrn  Verfasser  auf  S.  273.  prefällte  ungünstige  ürtheil  über 
dergleichen  Instrumente  beruht  geradezu  aui  Unkenotouis  der  Sftchci 
indem  wir  selbst  ihm  mehrere  Fersrobr-Boussolen  vorlegeo  kOm- 
ten«  die  an  Leichtigkeit  des  Tratisporta  ond  der  Uandbabong  ge- 
wiaa  gar  afebta  bd  wttnachcn  fibrig  laaaen.  Auf  d\%  Beaeren  Ve^ 
beaaemngea  der  Mesakette  (m.  a.  s.  B.  in  Scbneiiler*«  Inatr»* 
miBDte  nad  Werkienge.  Zweite  Aaflage.   Leipzig  185*2. 
S. 7. dieMesskettevvmOidendorff^und im  Archiv.  T hl. IV.  8.68. 
die  Messkette  \  on  15  ^  i  I  i  n,  sowie  liber  diese  IMesskettc  auch  N  c  fi  ii  eit- 
ler a.a.O.)  i.^'t  in  liüch.«*!.  auli  illciidcr  W  *M>e  gar  keine  Ivüikslcht 
genonniH  M  ,  da  diese  V(»rh<*<s(  tringen  einen  bei  den  allergewölMI* 
bcfasten  Operationen  der  Feldmes^kan^t  Dnausg<^setzt  In  Anweo« 
dong  kommenden  und  deahalb  in  jeder  Beziehung  hocbet  wiebtigci 
Inatmments  gewiss  von  der  grössten  Bedeatnng  aind;  tind  aoIHa 
etwa  der  Herr  Verfaaaer  dieae  Verbeaaerongen  dar  Genaafgkeit 
der  Bleaaungen  ffir  nicbt  eben  förderlich  halten*  ao  mflaaten  wir 
gestehen*  daaa  diea  nna  keinen  aonderlicbea  Begriff  von  der  Ge- 
nauigkeit, die  der  Herr  Verfasser  hei  aeinen  Messungen  zu  errei- 
chen strebt,   beibringen  würde.    Eben  ifjo  auffallend  ist  es  uns 
gewesen,   dass  statt  des,   oder  wenigstens  neben  dem  älteren 
Theodoliten  nicht  auch  der  Theodolit  mit  gei»rochenem  Fernrohr 
beschrieben  worden  ist,   da  diese  neueren  Instrumente  in  jeder 
Beziehung  die  wesentlichsten  Vortheiie  aewähren  und  daher  jetzt 
fast  allgemein  gebraucht*  auch  in  mehreren  der  grösseren  und  beasereo 
mechanischen  Werkstätten  fast  nur  allein  angefertigt  werden  *  in  wel- 
cher Beziehung  der  Herr  Verfasser  sich  nur  etwa  die  Cataloge 
des  })oIy technischen  Instituts  in  Wien  (m.  vergl.  z.B.  auch  da« 
in  jeder  Beziehunjr  treffliche  und  ausgezeichnete  Handbuch  der 
niederen   Geodäsie   von  Hartntir.    Wien.  1830.;   hätte  an« 
sehen  sollen.    Das  lieUoiiof)  ist  nur  nach  der  ursprünglichen  Ein- 
richtunir  von  Gauss  beseht  ii  Ifrn,  und  auf  die  fn^neren  vereinfachteo 
Einrichtungen  dieses  instruaicnts  von  iSteinheil,  Stier  Ii  n  und 
Anderen  ist  gar  keine  Rücksicht  genommen,  was  wenigstens  bei  einem 
Handbuche  der  höheren  Geodät$ie  nicht  gebilligt  werden  kann. 
Noch  mehr  einzelne  Beispiele  dieser  Art  anzuführen*  feblt  nns 
der  Raum;  auch  wird  das  Bisherige  schon  hinreichen*  den  Nach- 
weis zu  föhren*  dass  man  aus  dem  vorliegenden  Buche  keine  dem 
gegenwärtigen  Standpunkte  der  Wissenschaft  entsprechende  ludtru- 
mentalkeunttiiss  schöpfen  kann.   Ebeu  äu  weui^  bat  der  Uerr  Ver- 
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Ußm  w£  4i*  nmimii'  ffertocMti»  im  tl^abit.  Hl  tiMonfiMM 
«B«iMlii^  l^etfoddeii^^RlIeWclit  gwommem  W«wi  frit  awb.'M 
filrehten  MmmIi,'  4«r  EigeulUib«  bwcbtildigf  im  werdM«  <ircitt«ii' 
wir  Mi$  iMinerlMi  da«8     d««i      joUt  erschiMUBarSlBfedoi  - 

des  MArdiiw*'  eineM^fige  der  Geodäsie  gewidmeter  Aufsätze  von 
«ehr  verschiedenen  Verfosseni  entbalten  sind,  die  von  neaeteii 
Schriftstellern  über  Geodäsie  keines^regs  so  gänzlich  unberäck* 
sichtigt  geLasscD  worden  sind,   wie  der  Herr  Verfasser  des  vor- 

liegenden  Buchs  gethan  liat,  und  daher  doch  wohl  etwas  zurFör« 
derungder  betreflcuden  Wissenschaft  l)elf;etragen  haben  nifissen,  wie, 
um  nur  Einiues  zu  bemerken,  a.  ß.  die  Aufsätne  über  die  Fehler 
der  mit  verächiedenen  Instrumenten  gemessenen  llorixontahvinkel ; 
über  die  Theorie  der  terrestrischen  Strahlenbrechung  (die  S.  423. 
in  der  Note  vom  Herrn  Verfasser  gecehene  Darstellung  ist  wenig- 
stens buchst  8cii\terlallig  und  berührt  keineswegs  die  Punkte,  aui* 
die  es  hier  rorzöglich  ankoninil);  über  das  trigonometrische  Hüben- 
messen  jait  ganz  besonderer ßerücksicbtigung  iler  Strahlenbrechung; 
über  die  vielen  neuen  Methoden  zur  graphischen  Auflösung  des 
Potheiiot'schen  Probleiiis;  über  die  elegante  Methode  zur  ge> 
nauen  Aufstelbinii;  des  ÄJesstisches,  oder  vielmehr  eines  gegebenen 
Punktes  aul  denuselben,  über  einem  gegebenen  Paukte  auf  der 
&dey  welche  alle  die  kün.stlielien  Einrichtungen  des  Messtiscb- 
blatte«,  die  der  Herr  \  eitasser  Seite  144.  bei  seinem  niebt  sehr 
zu  empieblenden  Mei$sti8che  beschreibt,  durch  weiebe  die  so  über- 
aus wichtige  Festigkeit  und  l  nverrückbarkeit  des  Instruments, 
auf  welche  bei  dem  t^ciiauen  Arbeiten  n)it  diesem  liistrunieute  so 
ungemein  viel  aukoniiut,  nur  beeinträebl i«;t  werden  muss,  vüUig 
übertlüasig  und  ganz  und  gar  unnutz  roacbt,  u.  a.  w.  u.  s.  w. 

IJiKi»r  OeaMRiHturtheil  über  das  yorliegende,  ia  dritter  v«f^ 
besseiier  und  vermehrter  Auflage''  erachienene,  „nach  dem 
neuesten  Standpunkte  der  Wissenschaft  bearbeitete*} 
Handbuch  der  hoberen  «nd  niederen  Geodäsie  geht  daher  dabin, 
dass  dasselbe  den  neueren  Zuataail  diMer  wichtige»  WissenscbafI 
darzustellen  nidil  geeignet  ist,  wenn  wir  auch  sooat  ««ine  Brandl« 
harlrait  flir  uvtergeanliieiero  Arbelteo  nicht  verkeiiii«D  wolleii» 

Handbuch  der  niedere«  Geodäsie  nebst  einem  Ao' 
bange  über  die  Elemente  der  Markscbei  de  ku  nst.  Zum 
Gebrauche  für  technische  Lehran  stalten,  sowie  für  das 
Selbststudium  bearbeitet  von  I  riedrieb  Ilartner,  Pro- 
fessor der  höheren  M  a  t  Ii  e  ni  a  ti  k  und  praktischen  Geo- 
metrie am  steierjB«,  4täu^  .J^aon^ttm  XQ  Qt^\ju  Wieor 
$eid«l..  1850.  &   .  .  .  • 

,  Di«  «ist«  Liaferong  dfeM  Huidbaeh«  d«r  riedm«  CMMi 
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M' Mlbm  im  lüerar«  Ber«  Nr.  LVIIL  Sb  987;  kunt  angezei^' 

Anmeicbmwg,  welche  «Im  BocIi  Mliier  Innmn  TAefctfgMt  ond 
MfaMr  BraneUMfkeU  wegen  Air  steh  Im  An^prnelif  sa  nebniee  be* 
mobtigt  ist,  eine  voHMfindigere  Anaeige.  Schon  a.  a.  O.  haheo  «fr 
darauf  hinge^viesen,  dass  uns  sowohl  die  grosse  Deutlichkeit  der 
Darstellung  im  AUgemeioen ,  als  auch  iusbesondere  der  sehr  sorg* 
faltig  von  dem  Einfacheren  zun»  Zusammengesetzteren  fortschrei- 
tende Gang  in  der  Beschreibung  und  ßeurtheilting  der  Instrumente, 
wobei  auch  die  nothwendigsten  optischen  Hülfslehren  nicirt  über- 
gangen worden  sind,  angesprochen  habe.    Jenes  Urtheil  wieder- 
holen wir  jetzt  nach  dem  Erscheinen  des  vollständigen  Werkes 
aus  vollster  üeherzeugung  und  fügen  demselben  noch  Folgendes 
hinzu.    Was  zuerst  die  Instrumente  betrifft,  so  bemerken  wir^^dass 
sowohl  die  Instrumente  zum  Zeich uen  aul  dem  Papier  als  auch 
die  Instrumente  zum  Messen  auf  dem  Felde  sehr  sorgfältig  beeichrie- 
ben  und  in  schöneii  Holzschnitten  tiargestelit  worden  sind.  Der 
Herr  Verfasser  hat  sich  aber  nicht  bloss  mit  der  Abbildung  der 
ganzen  zusammengestellten  Instrumente  begnügt,  sondern  hat  auch 
alle  wichtigeren  einzelnen  Theile  derselben  in  grössorem  Maass- 
stabe  besonders  aljii;ebiidet  und  nat\1rlicb  auch  äusserst  deutlich 
beschrieben,  was  dieses  Buch  vor  vielen  anderen  Lohi  büchcrn  der 
Geodäsie  höchst  vortheiihaflt  auszeichnef,  und  den  Lehrling  in  den 
Stand  setzt,  sich  von   der  Einrichtung  der  Instrumente  in  allen 
ihren  einzelnen  Tht  llen  eine  höchst  dentliche  Anschauung  zu  ver- 
schaffen.   Bei  der  Beschreibung  der   Instrumente  hat  der  Herr 
Verfasser  ferner  auf  die  neueren  Fortschritte  sehr  sorglälti  j,  Rück- 
sicht genommen ,  und  daher  z.  B,  auch  den  verbesserten  Einrich- 
tungen der  Messketle,  dem  Theodobten  mit  gebrochenem  Fernrohr, 
den  verschiedenen  Arten  der  Distanzmesser ,  den  neueren  vorlreff* 
liehen  Kivellir-Instrumeuten  aus  der  Werkstätte  des  polytechnischeo 
Instituts  in  Wien,  den  verschiedenen  Arten  der  Markscheidef* 
hüftcmneDte,  u.  s.  w.,  besondere  Aufmerksamkeit  gewidmet,  so 
deeA  wir  nicht  wäsuteo»  ^^as  d«r  Lehrling  in  dieser  Beziehung 
noch  wünschen  soUte.    Eben  so  sorgföltig  sind  die  Imtruiuente 
hacb  ihren  Fehlern,  mit  deren  mathematischer  Bestimmung,  charak- 
terisirt  worden,  und  überall  bat  der  Herr  Verfasser  die  am  leich* 
testen  praktisch  ausführbaren  und  zugleich  genauesten  Methoden 
wätc'  Berichtigung  der  Instrumenten  gelehrt.    Was  ferner  die  Mes* 
etragsmethoden  betriflft,  so  sind  alle  Metboden  gelehrt  worden^ 
welche  in  die  niedere  Geodäsie,  der  ja  auch  dlUi  Buch  nttr  ge* 
widmet  sein  solli  *  gehören.   Bei  den  Höhenmessungen  hat  das 
gepmetriecbe,  trigonometrische  (natürlich  mit  Rücksi<iht*  attf  dlA 
Krftmwis  4er  i&d9;iie4.,die:l^fi«oti^  S„mm),>  dae  baro- 
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metrische  und  tbermoinetmclie  HOheomesseD ,  so  weit  diese  Ope- 
ralioiMii  lo  den  Kreis  der  niederen  GeodSeie  gebSren,  Berflcknicli» 
tiguog  gefunden,  so  wie  auch  die  zu  forstlichen  Banmhühenroe»» 
sungen  n.  s.  w.  erforderlichen  and  jetzt  gebrSuchlicheo  Instrumente, 

die.  so  wie  ein  einfaches,  /.n  Honenniessun<^en  hrnuphlrares  Oc- 
fässbarometer  {gleichfalls  ai)[!Gbildet  worden  sind.  Endlich  hat  der 
Herr  Verfaisser  auch  der  Coordinatennicthode  bei  der  Berechnuno' 
.  der  Me^isuiigen  seine  besüiidere  Aulmerksanikeit  gewidmet,  unÜ 
aller  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate  so  viel  beigebraclit,  als 
die  niedere  Geodfisie  irgend  zu  fordern  berechtigt  is£  ^ 

Wir  schliessen  diese  Anzeige  mit  der  Bemerkung,  dass  wir 
gegcnwSrtig  in  der  Tjiat  Itein  Handbuch  der  niederen  Geodäsie 
und  IVlarkscheidelcunst  wüssten,  welches  wir  einem  Anfanger  in 
der  Geodti^ie  mit  grösserer  Zuversicht  als  das  vorliegende  empfeli* 
len  könnten.  Wir  uiinscben  dem  Bnrhe  die  p;rrKSste  Verbreitung 
und  situ!  der  !MclTiimcj,  rlass  es  zu  einer  besseren  und  gründliche- 
ren Hildung  der  i<  eldmesser,  als  dieselbe  wohl  jetzt  hin  und  wie- 
der aiigetroffen  wird,  wesentlich  beitragen  wird.  Möge  es  uns  der 
Herr  Verfasser  nicht  Obel  oebroen,  wenn  wir  acbliesslich  uns  den 
Wunsch  aussuspreeben  erlauben,  dass  wir  in  einer  neuen  Au& 
läge,  die  recht  bald  anzeigen  zu  können  wir  mit  Zuversicht  hoffen, 
wohl  ein  Urtheil  eines  so  sachkundigen  und  praktisch  geübten 
Geodäten,  wie  der  Herr  Verfasser  ist,  über  die  im  Archiv.  Tbl.  XVI. 
gelehrte  Methode  zur  genauen  Anfstellunij  des  IMesstiscbes ,  rider 
eigeEillkii  eines  bestimmten  Puuktes  auf  demselben,  über  einem 
auif  der  Erde  gegebenen  Punkte,  welche  nach  unserer  Meinung 
alle  kfiostlicben,  ' die  Festigkeit  des  Messtiscbes  nor  beelnrtrficlH 
tigeaden  Einrichtungen  zur  Bewerkstelligung  dieser  Aufstellung 
völlig  entbebrlicb  iiiaehtf  lesen  mOebten. 
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Mitt h ei  1  un gen  der  natnrforschenden  Gesellschaft  zu 
Bern.  Nr.  231-3(M).   (Vergl.  Literar.  Ber.  Nr.  LXXII.  S.  923.) 

Wir  bcdaucra,  mii  den  Auszügen  nu»  diesen,  tier  allgemeinen  Bcaciitun)^ 
in  j«der  Btiiehimg  höchst  werthen  Miilhcilun^en  so  lange  in  Huckstand  ge^ 
blieben  zn  sein«  wae  urir  nur  durch  den  Mangel  an  Raum  enteehnldif^en  IlÖis- 
nen.    Wir  beeilen  uns  jetzt,  das  Yersinmte  oaehzuholen. 

C.  Fisclier-Oostcr,  Beschrcitiung  einee  neven  einfaehea  fiathiMnelesa, 
mit  eiuer  Ahhildung.    Nr.  233—235.  - 

R.  Wolf,  Notizen  zur  Geschichte  der  Malhemalik  und  Physik  in  4er 
Schweiz.    Christiaa  Wareleiten  von  Baad,   Nr.  83T  and  SOS.   ...     .  .  ^ 

C.  Brunner,  Heber  Ttennnsg  "voa  Kapfer  «nd  Zinh  bei  AnnlyiMk 
Nr.  237  und  238. 

R.  Wolf,  Beilrag  zur  Lehre  von  dec  VVaius<.  heinlichJ(.eiu  Nr.  239  n.  210^ 

Wolf,  JNaohriehten  toh  der  Siemwarte  in  Bew.    ^r.  jUl  n.  SMS/  - 
CFiecher-Ooster,  Beechrelh. einee  neven  Hypenmeiere.  Nf.M3u.244^ 

Dcr^ellie,  IJcilraqc  zur  Höhciikenntnisn  des  Cantnns  Bern,  enthaltend 
dieBeslimtn.  einiger  2  wi  itclinirien  l'uukt«  mittelst  des  Büroinelcrs.  Nr.       u.  244. 

B,  Wolf,  NHchrichlen  von  der  Stcruwi«rle  in  Bern.  Nr.  24;'j  u.  2-i7, 
Dereelbe,  Notlsten  mr  Geeehichte  der  Jktelhenatlk  ««d  Physik  in  fler 

Sehwel«.    5imo«  Lhnilier.    (Zweiler  AtltfLel.)    N#.  fld&  und  247. 

C,  BrvttAer,  Ueber  die  Bceiijnmnng  Ton  Gaagemengett«  Nr.  Si5a  bie  264« 
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Derttlb«,  Chemisclie  Beobachlmigen,    Nr,  S168  Wt  95i.  I 
"Wolf,  MtiM  tTmennduuigaa  Ali«r  dto  Pwlwl«  dw  BvmamaAMAm  I 

Md  ihre  Bedentuttg.  Nr.255biiiSST.  <Sa1ir  inl«fMa«Ble  u.  wlckligaAlihandliuii;}  | 
Deraelbe,  Nachrichten         der  Sitiawari«      fi«ra.    (Uelier  ftltn^  II 

«tluinpppn.)    Nr.  262  bis  264. 

Derseibe,  Notizen  zur  Geschichte  der  Matliematik  uud  ifliysik  ia  dei 
Schwds.  (Sooneofiusterniss  Yoa  1706.  Vertheilui^  der  Gewitter  in  Zürid 
IM— ItlB.)   Mr.  262  bi«  2M. 

Derselbe,  Versnche  zur  Vcrsleichung  der  ErfahnuigViraliCiclieinlicii- 
Iceit  mit  ^^r  Tnathevialiacheii  WclürMhciBliclüieit»  8«clitt«  Tentt^wrtifcc 
Nr,  268  utui  269. 

Derselbe,  Nuchiiclileu  voa  der  Stetruwarle  in  Bera.    iMr.  26Ö  uod  269. 
U,  Hipp,  Ueber  Tranilalortii.   Nr,  979  vnd  980» 

R.  'Wölfl  NachrieKlen  vnn  der  Siernwarie  in  Btm,    Nr.  279  and9BiL 

Derselbe,  Nullzen  zur  Gesdiichtc  der  Mathematik  und  Fliysik  in  der 
?r>i\vcir.     Jahr-Rodel  ron  Hans  nnt!  Abrnhara  Wieoiger«  Sch.iiimei«lcni  Wk  \ 
Beddcvkinden.  1716— 1T7t>.    Nr.  281  bis  283.  ' 

Derselbe,  Nachriehten  von  der  Sternwarte  in  Bern.    Nr.  281  Ms  28!^ 

F.  May,  Uclwr  dia  AsMiroiraag  dar  BterBe  am  Hlnmal  oder  das  MÜcJb* 
llrMMHsystt  11  al4  Ganzes.    Nr.  284  und  285.    (loleMasanier  Aufsate.) 

R,  \IVt»l.f,  Ueber  den  jaitfliahea  Gang  dar  ma|tiiatifcb«K  Dealiaaliiai»  / 
Variation.    Nr.  292  bis  2i^.  j 

Derselbe,  Nachrichten  \on  der  Sternwane  iu  Bern.  Nr.  2^2  bis  293«  r 
Nr.  294  and  995.  Ii 

C*  Branner,  Chemlaeha  Mittheilnngea  über  die  Aaalyie  dar  aln^  !■ 
•phiriftchen  LafI  and  mehrcrcs  Andere»   Nr.  296  Ms  298,  i 

R.  A'S'nIf.  N.irltru  lifni  von  der  Sternwarte  in  Bern.    IVr.  29n  f  U  !?'>H. 

Brunner  WatfeuTryl,  Ueber  d«s  Taschen-Barometei.     IS  r,  299. 

Das  Endnrlheil  des  s^ehr  sMclikundigpn  and  vielerfahrenen  Herrn  Verf,  über 
dieaee  loaimmenl  and  andere  in  aeaf  rar  Zeil  an  iKallclteai  Zweek  In  Vorechli^ 
gabraebte  Baromeler»  namentlick  aaebnber  1 vcm  Leniea^  die  nichca  Be(b> 
les  Ton  der  Sache  vrrstolim,  \icl  pcrübmte  Baromelre  aneroida,  fällt 
T^fini-swsgs  frünslig  für  diese  Insirinruii le  .  us,   nnd  iiclil  djiliin .    daaa  durch  \ 
keins  derselben  ein  gutes  Rcisebaromtier  ersetzt  werden  könne,    namentlich  i 
bei  den  äusd^rst  bctpemen  Einrichtnugeu ,   dia  man  jet<l  den  letzteren  la-  I 
atrnmenlen  aa  geben  im  Stande  sei.    Der  Anfsalc  selbai  Ist  selir  ieaenamrertfa. 

R,  "W'olf»  NiicliriebleB  von  der  riernwarie  in  Bern.    Nr.  300  und  301. 

Derselbe,  Notizen  zur  Ge&cbiclite  iln  M  lUemalik  und  rhvj.ik  in  fler 
Schweiz.    Johann  Baptist  Cysat.    Nr.  hOH  und  309,    Die  Lebf n  hesclirei- 
buns  dieses  bis  jetzt  wenig  bekauuten  sciiweizerischen  Mathematikers  ao4 
Aalronomen  lial  Herr  A.  Wolf  anfth  in  einem  besonderen  Abdruck  ojiier 
dem  Titel !    Jolianu  BapliaC  Cyaat  von  Lu/ern.    Ein  Beiirae'u' 
Gescbictttc  der  Mathemiitik  uud  Pliysik  in  der  Schweif,  Voa 
Rudolf  Wolf.    Rfrn    1853.  8.  bcrrais^esebcn,    Crj^at  war  1586  in  I-u- 
zeru  geboren  un»l  sl.trb  daselbsi  am  3.  Miirz  1657.    Die  l-elienshcs(brci\mng 
ist  in  vieler  Beziebung  interessant.    Es  geht  aoe  derselben  u.  A.  hervur,  dui>s 
Cysat  schon  in  einer  1619  erschienenen  Schrift  dem  Satnra  swei  Monde 
beilegt,    wäbrend  sonst  allgemein  angenommen  wird,    erlitt  Haygrens  hübe 
im  Mäi7  1Ö55  einen  ersten  S.tlurnsmond  und  Dominic  (  assiui  167!  einen 
/weiten   ciildcckt.    Ferner  hat   Herr  R.  Wolf  sezeiijt  .    <!as5  Cys^^t  ?»rhon 
dengrossen  iSebci  im  Orion,  der  Galilei  uud  Iluvci  euii^ing,  bereits  kannte,  ' 
data  alao  filachücb  ersShlt  wird,  er  sei  erat  1666  von  Heygeus  entdeckt 
worden«   Demnach  urird  künftig  ala  Entdecker  dea  groaeen  Nabais  im  Oriea 
Cyaat  sa  nenuen  sein. 

In  den  liier  he««jjrochenen  Nummern  der  Mitlheilnngen  finden  sich 
in  den  (riiheren  auch  wieder  eine  grosse  Menge  interessanter  MittheiLun^^ta 
ans  Briefen  schweizerischer  Mathematiker  nnd  Naturforscher,  die  man  sämml- 
Uck  Herrn  R«  Wolf  Terdankt  and  dio  jedeafaiia  far  die  Geackiekia  der 
If alkamalik  aad  PJiyiik  idelfaek  wicktlg  sind. 
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